SPOJITA NAHODNA PREMENNA — RIESENY PRIKLAD
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premennej X. Najdite ¢islo ¢, modus, strednti hodnotu, disperziu a smerodajnu odchylku

je hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodne;]

Nech f(x) = {

nahodnej premennej X. Najdite a znazornite distribu¢nu a kvantilovi funkciu nahodnej
premennej X. Vypocitajte hodnoty vybranych kvantilov, napr. medianu, dolného kvartilu
a 95. percentilu. Graficky zndzornite dolny kvartil na grafe funkcie hustoty, distribu¢nej
funkcie a kvantilovej funkcie. Uréte pravdepodobnosti P(X = 1), P(X <1) aP(0 < X < 3).

Riesenie:

1. Aby sme funkciu f(x) mohli nazvat’ hustotou rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej
premennej X, musi pre nu platit’:
a) o fedx=1;
b) preVx € R: f(x) = 0.
a) Prva podmienka vyjadruje, Ze obsah plochy pod krivkou hustoty rozdelenia

pravdepodobnosti musi byt rovny jedne;.
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Obr. 1 Graf funkcie f(x) = {3x prex €(=2,1);
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pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.

, ktord je hustotou rozdelenia

b) Vidime, Ze je splnend aj druhd podmienka, t. j. ze f(x) = 0 pre Vx € R, teda ziadna Cast’

grafu funkcie f(x) nelezi pod x-ovou osou.



2. Modus Mo(X) spojitej nahodnej premennej X je definovany ako ¢islo, v ktorom funkcia
hustoty rozdelenia pravdepodobnosti tejto spojitej nahodnej premennej X nadobuda svoje ostré
lokalne maximum. Z grafu funkcie f(x) vidime, Ze funkcia ma hl'adany lokalny extrém v ¢isle

x =—2atiezVvx = 1. Preto ma funkcia f(x) dva modusy Mo, (X) = —2 a Mo,(X) = 1.

3. Stredna hodnota E(X) ndhodnej premennej X je definovana ako prvy zaciatoény
moment z;(X): EX)=zX) = fjoooxlf(x)dx = f__;x - 0dx + f_lzx -ixzdx + floox-
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Stredna hodnota predstavuje pomyselni x-ovl stiradnicu taZiska plosnej dosky pod krivkou

hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.

4. Disperziou alebo rozptylom D(X) spojitej ndhodnej premennej X nazyvame druhy
centralny moment ¢, (X), t. j. pocitame ¢, (X) = f_oooo(x — E(X))kf(x)dx pre k=2.

Pri vypocte k-teho centralneho momentu vzdy potrebujeme poznat ¢iselni hodnotu E(X).
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Poznamka: Na vypocet disperzie je mozné tiez pouzit' vztah D(X) = E(X?) — [E(X)]?,

tzv. vetu o vypocte.
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E(X?) pocitame ako druhy zaciatoény moment E(X?) = z,(X) = [__ x*f(x)dx = f__j) x? -
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5. Smerodajna odchylka s =,/D(X) = 1/%

6. Distribuénd funkcia nahodnej premennej X F(x) je definovanid pre Vx € R ako

nevlastny integral F (x) = f_xoo () dt.
xe(-»,2): F(x)= [ _0dt=0
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Vypocitané zapiSeme nasledovnym sposobom:

(0 prexe(—o,-2)

x3+8
F(x) = { pre x € (—2,1);
k 1 pre x € (1, 0).

Mozno konstatovat, ze tato distribu¢nd funkcia je na celom definicnom obore, t. j. na mnoZine
R spojita, nezaporna, neklesajiica a jej obor hodnét F(x) € (0, 1) pre Vx € R. Jej graf mozeme
vidiet’ na nasledujicom obrazku 2.
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Obr. 2. Graf distribucnej funkcie F(x) = pre x € (—2,1); prislichajuci
1 pre x € (1,0)

skumanej spojitej nahodnej premennej X



7. Kvantilova funkcia ndhodnej premennej X F~1(a) je definovana pre vietky ae(0; 1).
Je inverzna k tej Casti distribu¢nej funkcie F(x) , ktora je rastiica na mnozine M a zobrazuje ju
na interval (0,1). Pre zvolenu &ast plati, ze D(F) = (—=2;1) = HF ) a H(F) =(0;1) =
D(F™Y).
Parameter « volime z intervalu (0, 1), t. j. robime tzv. « rez na zvolenej Casti distribu¢nej

funkcie (obr.3).
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Obr. 3 a rez vyjadruje, ze pod krivkou hustoty volime ,,zlava ** velkost plochy a
_ x3+8
9
9a = x3 + 8
x3=9a—8

Xy = V92 — 8 = F1(a) = Y9a — 8 pre ae(0;1)

Graf kvantilovej funkcie F~1 je k vybranej ¢asti grafu distribuénej funkcie F symetricky podl’a
priamky y = x (obr.4).

Obr. 4 Zobrazenie distribucnej a kvantilovej funkcie

8. Na vypocet hodnoty l'ubovolnych kvantilov mdZeme pouZzit' kvantilova funkciu,
napriklad median Me, ktory oznadujeme x5 = F~1(0,5) =3/9:0,5—8 =— 1,52, dolny
kvartil  xg,s = F71(0,25) =3/9:025—-8=—1,79, alebo 95. percentil xyo5 =

F1(0,95) = 3/9-0,95 — 8 = 0,82.



9. Ak chceme zobrazit' priblizni hodnotu dolného kvartilu na grafe funkcie hustoty
rozdelenia pravdepodobnosti f(x), musime plochu pod touto krivku rozdelit' na 4 rovnako
vel'ké Casti s plosSnym obsahom 0,25. Prva z nich, t. j. plocha zl'ava je ohrani¢ena na x-ovej 0Si

dolnym kvartilom x, ,5 (obr. 5).
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Obr. 5 Zobrazenie dolného kvartilu x, ,5 na grafe funkcie hustoty rozdelenia

pravdepodobnosti f(x)

Pri zobrazeni dolného kvartilu na grafe distribucnej funkcie vyznac¢ena velkost plochy 0,25
pod krivkou f(x) zodpoveda funk¢énej hodnote F(x), t. j. ¢islu 0,25 na y-ovej osi. K nej vieme

najst’ na x-ovej osi zodpovedajucu hodnotu dolného kvartilu x, ,5. (0br.6)
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Obr. 6 Zobrazenie dolného kvartilu x 55 na grafe distribucnej funkcie F (x)

Na vypocet arovnako aj na zobrazenie I'ubovolného kvantilu mozno pouzit kvantilova
funkciu, priom hodnota kvantilu je rovna funkénej hodnote kvantilovej funkcie pre nami
zvolené a z intervalu (0,1). Zobrazenie dolného kvartilu x,,5 = F~*(0,25) na grafe

kvantilovej funkcie je na obr. 7.
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Obr. 7 Zobrazenie dolného kvartilu na grafe kvantilovej funkcie F~1(a)

10. Pri vypoéte pravdepodobnosti toho, Ze spojita nahodna premenna X bude spinat’ uréitt
podmienku, vieme ¢iselni hodnotu prisluchajicu tejto pravdepodobnosti vypocitat’ ako
velkost’ plochy pod krivkou hustoty pravdepodobnosti pre rozsah X vyplyvajici zo zadanej

podmienky. Napriklad pri vypocte pravdepodobnosti toho, Ze ndhodna premenna nadobtda

hodnotu 1, po¢itame plosny obsah usecky, t. j. P(X = 1) = fll (éxz) dx = 0. (obr. 8)

f(x)

Plosny obsah usecky je rovny 0.
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Obr. 8 Pravdepodobnost toho, ze spojitd nahodna nadobuda jedinu konkrétnu hodnotu

z intervalu (—2; 1) je nulovd.

Pravdepodobnost’ toho, Ze nahodna premenna nadobtida hodnoty mensie ako 1, je rovna jednej,

pretoZe dana podmienka zahftia cely plo$ny obsah pod krivkou f(x), t. j. po¢itame P(X < 1) =
f__oi 0dx + f_lz (éxz) dx = 1. (obr. 9)



Plosny obsah pod krivkou hustoty f(x) je 1)

rovny 1. \
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Obr. 9 Pravdepodobnost toho, Ze spojita nahodna nadobuda hodnoty mensie ako 1, je
rovna plosnému obsahu pod krivkou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.

Pravdepodobnost’ toho, Ze nahodna premenna nadobuda hodnoty vicsie ako 0 a su¢asne mensie

ako 3, je rovna velkosti plochy vyznaéenej na obr. 10.
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Plo$ny obsah pod krivkou hustoty f(x) je

rovny 1/9.

Obr. 10 Pravdepodobnost toho, ze spojita nahodnd nadobuida hodnoty od 0 po 3, je rovnd
vyznacenému plosnému obsahu pod krivkou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.



