NAHODNA PREMENNA

- zobrazenie z mnoziny elementarnych
javov do mnoziny realnych Cisel



Nahodna premenna (nahodna velicina)

- je funkcia, ktera zobrazuje elementarne javy E; € () (abstraktné pojmy) na
realne Cisla R;

- oznacujeme velkymi pismenami X,Y, Z...

X: Q—>R

nahodna premennad

pravdepodobnost

Ak priradime Cislam zodpovedajuce pravdepodobnosti, vznikne tzv. nahodna
premenna.



Zapis javov pomocou nahodnej premennej

Zapisom X = x , ktorym zapisujeme ze, nahodna premenna X nadobuda Ciselnu
hodnotu x, suasne rozumieme jav zlozeny z elementarnych javov E; € (), ktorym
nahodna premennd X priradi redlne Cislo X (E;) = x,t.].

X =x={VE; € Q: X(E;) = x}.
Podobne:
X <x={VE;e Q: X(E;) < x},
X >x =1{VE;e Q: X(E;) > x},
(a<X<b)={VE;€ Q:a < X(E;) <b},..kde x,a,b €ER
Vyznam zavedenia nahodnej premennej:

umoznuje popisat abstraktny priestor elementarnych javov pomocou Cisiel (s ¢islami
sa [ahSie pracuje)



Podla oboru hodnét M rozlisSujeme dva typy nahodnej premennej:
1. diskrétna nahodna premenna DNP — je nahodna premenna, ktora
nadobuda hodnoty, ktoré tvoria konecnu alebo spocitatelnd mnozinu Cisel;

pocet ¢lenov domacnosti - M={1,2,3 ...}

pocet poruch stroja pocas pracovnej zmeny - M={0,1,2,3 ...}

pocet chlapcov v rodine s 3 detmi - M={0,1,2,3}

2. spojita nahodna premenna SNP — je nahodna premenna, ktora nadobuda
lubovolnu hodnotu z Ciselného intervalu.

doba ¢akania na bus, ktory chodi v pravidelnych 5-minutovych
intervaloch - M=(0, 5)

rozmer suciastky - M=(0, o)




Zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premenne;j

Nahodna premenna bude Uplne opisana, ak pozname

1. obor hodnot nahodnej premennej M a

2. pravidlo, ktoré kazdej hodnote DNP alebo kazdému intervalu SNP vie
priradit prislichajucu pravdepodobnost.

Hovorime, Ze pozname rozdelenie (zakon rozdelenia) pravdepodobnosti

nahodnej premenne;j.

Zakon rozdelenia pravdepodobnosti DNP (,,jej chovanie sa“) moze byt zadany:

tabulkou — radom rozdelenia pravdepodobnosti

Xi | X1 | X2 | X3

Xn

)3

Pi P1 | DPz2| P3

....... Pn

1

Musi platit ). p; = 1.

matematickou formulou (pravdepodobnostnou funkciou p(x)=P(X=x) )

(X
C P—
2

p(x) =4

.0

pre x = 2,4,6,8

inak



graficky
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Priklad

Nech nahodna premenna X znamena minimalnu hodnotu padnutych bodov
na kocke pri hode dvoma hracimi kockami. Najdite zakon rozdelenia
pravdepodobnosti danej nahodnej premennej X.

Riesenie:
X - minimalnu hodnotu padnutych bodov pri hode dvoma hracimi kockami
priestor elementarnych javov ():

o |[oe][%%]|20] o0 zakon rozdelenia pravdepodobnosti
o1 12 13 1.4 1.5 16 nahodnej premennej X:
ee| 2,1 22 2,3 24 2,5 2,6 M={1; 2; 3; 4; 5; 6}
[Pe,] 3.1 32 33 34 35 3,6 X|1/2|3|4|5|6]|%
sel 41 42 43 44 45 46 1119 | 7 | 5 | 3| 1|36
*®l 5,1 5.2 5,3 5.4 55 s6 P 136|36|36| 36| 36| 36| 36

E 6,1 62 6,3 64 6,5 6,6



Priklad

Nech nahodna premenna X znamena vysku mojej vyhry pri hadzani hracou
kockou pri dodrzani nasledujucich pravidiel:

- ak hodim pocet bodov 1 alebo 2 vyhravam 2 €;

- ak hodim pocet bodov 3, 4, 5 vyhravam 5 €;

- ak hodim pocet bodov 6, prehravam 10 €.

Najdite zakon rozdelenia pravdepodobnosti takto definovanej nahodnej
premennej X.

RieSenie:
X —vyska mojej vyhry
M={-10; 2; 5} p;
10 2 5 5 &
x. - —
l 2 6
p. | 1 2 | 3 1 1 | 5
6 6 6 - |
10 2 5




Priklad

Auto musi prejst 4 krizovatky riadené nezavislymi semaformi. Na kazdom zo
semaforov svieti s rovnhakou pravdepodobnostou zelend alebo cervena
(oranzovu neuvazujeme). Nahodna premenna udava pocet prejdenych
krizovatiek do prvej krizovatky, kedy auto musi zastavit. Najdite zakon
rozdelenia pravdepodobnosti takto definovanej nahodnej premennej X.

Riesenie:
X - pocet prejdenych krizovatiek do prvej krizovatky, kedy auto musi zastavit;

Cast pravdepodobnostného

stromu: 0,5 P

P-/
Y

0,5 M={0; 1; 2; 3; 4}




Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej definujeme:
1. distribucnou funkciou
2. pravdepodobnostnou funkciou (pre diskrétnu nahodnu premennu)
funkciou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti (pre spojitu nahodnu premennu)

Distribucna funkcia nahodnej premennej X - je pravdepodobnost, Ze
nahodna veli¢ina X bude mensia alebo rovna ako dané realne Cislo x , t.j. funkcia
F:R->R: Vx€R:F(x) =P(X < x), kde P(X < x) je kumulativna
pravdepodobnost.

Poznamka: V niektorej literature je definovana vztahom F(x) = P(X < x).

Vlastnosti distribucnej funkcie:

1. preVX€eR:0<FXx) <1;

2. lim F(x) =0 Alim F(x) =1;
X—>00

X—>—00
3. lim F(x) = F(xy);

x-xt,
4, PreVxy,Xx, ERi Xy < x, = P(x; <X <xy,) =F(xy) — F(xy);
5 PX>x)=1-PX<x)=1-F(x)



Porovnanie grafu distribu¢nej funkcie F(x) pre:

diskrétnu nahodnu premennu X
Fix)

S l

spojitu nahodnu premennu X

F&)

pd

1

by —

Pre diskétnu ndhodnu premennu X je distribu¢na
funkcia F schodovita neklesajuca funkcia.

FO=PX <0 = > p(®

te(—oo,x)NM

p(x) je pravdepodobnostna funkcia

1

Pre spojitu nahodnu premennu X je distribucna
funkcia F vzdy neklesajuca spojita funkcia.

F(x) =P(X <x) = fx ft)dt

f(x) je hustota pravdepodobnosti



Priklad

Nech X je diskrétna ndhodnda premennd s oborom hodnot M = {xq, x,, x3, X, }.
Vyjadrite distribu¢nu funkciu nahodnej premennej X, ktorej zakon rozdelenia
pravdepodobnosti je dany tabulkou:

X; | xy | Xy | Xy | Xy |}

Pi| Py | Pz | P3| Ps I

Pre kumulativnu pravdepodobnost P(X < x) plati:

x < x4 Flx)=P(X<x)=P(@)=0

¥y=x<x, Flx)=PX=x)=P(X=x,)=p4

X, 2x<x; Fx)=PX<x)=P((X=x V¥ =2x,) )=P(X =x) +P(X =
Xy ) =p;+ s

x3Ex<x, Flx)=PX<x)=P((X=x )V(X=x,)V(X=2x;)) =P(X=x,)+
P(X=x)+P(X=x3)=p, + p; +p;

Xy Ex F(x) =P(X =x) = P((X = x V(X = x)V(X = )V(X = x,) ) =
PX=x)+P(X=x,)+P(X=x3)+P(X=x,)=p, +p, +p5 +
ps =P(I)=1



Distribu¢nu funkciu F (kumulativnu pravdepodobnost) diskrétnej ndhodnej
premennej X mozno zapisat:

(0 pre x < Xq;

D1 pre x; < x < Xy;
F(x) =< p1+p2 pre x, < x < X3;

P1t P2 +P3 prexs < x <Xy

\1 prex, < x

Pre diskrétnu nahodnu premennu X je distribu¢na funkcia F vzdy:

- neklesajuca ,schodovita“ funkcia;

- nespojita vo vsetkych bodoch, v ktorych je jej pravdepodobnostna funkcia
nenulova;

- sprava spojita



Vlyjadrenie vztahu medzi pravdepodobnostnou funkciou p(x) a distribu¢nou
funkciou F (x) pre diskrétnu ndhodnu premennu:

) Fix)
+p + p.+ —_—
1 LTAT BT AT
+p + —
BBt
157 A
'Fi H [ —
f N
B < |
A
X X, vy X4 ;., ::-] Yy X+ Xy

Skok v bode x; sarovna hodnote p;, = P(X = x;) .



Pravdepodobnostna funkcia p(x) diskrétnej nahodnej
premennej X

Pravdepodobnostna funkcia p(x) ndhodnej premennej X priraduje
kazdému realnemu Cislu x pravdepodobnost, Ze ndhodna premenna
nadobudne tuto hodnotu, t.j. pre Vx € R plati: p(x) = P(X = x).

Jej vlastnosti su:
1. PreVx €Rplati0 <p(x) < 1.
2. Sucet pravdepodobnosti cez cely obor hodn6t nahodnej premennej

jerovny 1: Y. .cpp(x) = 1.
3. PreVx €R plati F(x) = P(X = x) = Xy, <, p(x;)
4. Vxy,x, ER,akx; < xyplatiP(x; <X <x,) = ;Cf:xlp(xl-)

5. Pravdepodobnostnu funkciu p(x) mozeme vyjadrit tabulkou,
grafom, matematickou formulou.



Priklad

Nech X je nahodna premenna, ktorej zakon rozdelenia pravdepodobnosti je
dany matematickou formulou

X
p(x) = €3 X¥=2,46,8 . Ur¢te hodnotu konstanty c.
0 inak
Riesenie:
X; 2 4 6 8 5
D; c 2c 3c 4c 1

1
c+2c+3c+4c =1 =>c=1—0



Priklad

Pravdepodobnostnd funkcia nahodnej premennej X nadobuda hodnoty p(x) =
0,2;0,7;0,1 pre x = —1,0,3 ap(x) = 0 inak.

Nakreslite jej graf. Urcte distribucnu funkciu a nakreslite jej graf.
Vypocitajte pravdepodobnost P(X < 3),P(X = 0),P(0 < X < 4).

Xi -1 0 3 >
D; 0,2 0,7 0,1 1
F(x) = P(X < x) = Xy,cx P(x;)
kumul p; 0,2 0,9 1
F(x)
1+ o——
Di 0,9 O O
+ 0,7

IO’Z | o P 0.2 | | |
-1 0 -1 0 3

P(X<3)=09PX=0)=08P0<X<4)=08



Priklad
Pre distribu¢nu funkciu nahodnej premennej X plati:

(0 x <0
02 0<x<1
0,7 1<x<?2
! X =2

Urcte pravdepodobnostnu funkciu. Vypocitajte pravdepodobnost P(X < 1),
PX<1),PX=1),PX=12), P(0O<X<?2).

F(x) =«

Riesenie:

Xi 0 1 2 >

p; | 02 | 05 | 03 1

P(X <1)=P(X=0)=02;

P(X <1) =P((X = 0)V(X =1)) =0,7;
P(X=1)=0,5;

P(X = 1,2) = 0;
PO<X<2)=PX=0VX=1)=0,7.



Funkcia hustoty pravdepodobnosti spojitej nahodnej
premennej X

Nahodna premenna X s distribucnou funkciou F sa nazyva spojita, ak
existuje taka integrovatelna funkcia f(x), Ze pre Vx € R plati:

Fx) =PX<x)=["_f®dt.

Funkciu f (x) nazyvame hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej
nahodnej premennej X.
7fo)

/1 e f(x)/\

| |
1 1 ) X

NV



Nech X je spojita nahodna premenna s distribu¢nou funkciou F.
Jej hustota rozdelenia pravdepodobnosti f ma vlastnosti:

* f(x) = F'(x) (okrem bodov nespojitosti funkcie f);

* f(x) =0 (je nezdporna); 129
1)

I
X

. f_°°oo f(x)dx = 1 (plocha pod krivkou hustoty je 1) ;

fix)”
fix)

X

e Pla<X<b)=Pla<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=
f;f(x) dx = F(b) — F(a); a,b € R (mozZno lubovolne zamienat znak

ostrej a neostrej nerovnosti)
ﬂ.ﬂz‘\

flx)




P(X =xy5) =0 akxy € R;

i
fix)
‘/I\/L Pre Va; € R: P(X = x;) = 0 Il

Xo x

lim f(x) = 0 (zacina v nule);

X——00

J}im f(x) = 0 (konci v nule).

X
fix)

|
X

f(x) mo6ze nadobudat aj hodnoty vacsie ako 1;



Priklad

cx3; x €(0,1);
0 inak
bola hustotou rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.

Urcte konstantu c tak, aby dvojpredpisova funkcia f(x) = {

Vypocitajte jej distribu¢nu funkciu. Zobrazte graficky.
Vypocitajte pravdepodobnost P(X < —3),P(X =1),P(-2 < X < 1).

Riesenie:

PX<-3)=0;PX=1)=0;P(-2<X<1)=1



Vypocet pravdepodobnosti spojitej nahodnej premenne;



Vypocet pravdepodobnosti pomocou

e grafu funkcie hustoty rozdelenia e grafu distribuc”:nexj funkcie
pravdepodobnosti F(x) =P(X <=x) = f f(t)dt
f&):{_%x prex €(-2;0) /& 0 pre x € (—o0; —2);
. 2
0 inak F(x) =11 —XZ pre x € (—2;0); 2__F(x)

-3 -2 -1 I 1 2 3

M' 1 pre x € (0; )

P(X<0)=[° f(x)dx=[",(—5x)dx =1 T i

M P(X <0) = [°_ f(x)dx = F(0) = 1
GO

P(X<—1) = [ f(x)dx=F(-1) =1-"—"=

-3 2 -1 1 2 3

P(X <—1) = [} f(x)dx = [} (—1x)dx =



1w

plocha velkosti O

|

P(X=0)=["f(x)dx = ["0dx =0

~y

™~

E - plocha velkosti 1/4

PO = —1) = [ fGOdx = [*(~2)dx =

LY

14

1
4

1 __F(x)

/0/1* plocha velkosti 1/4
X

P(X > 0) = foof(x)dx _
0

1 J°, f@dx =1— (72 0dx + [°,(~2x) dx)-=
1-F(0)=1-1=0

P(X =-1) = [ f(x)dx=
1- [ fede=1- (f_‘; 0dx + [ (—%x) dx)=



Priklad

* Nahodna premenna X ma rozdelenie popisané distribu¢nou funkciou
0 prex<1;

F(x) = xT_l 1< x<5
1 x=5

Urcte jej funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti. Vypocitajte

pravdepodobnost P(X < 3),P(2<X<4),P(0<X<2),P(X=3).

Riesenie:

3‘/



Priklad

Nahodna premenna X ma rozdelenie popisané distribu¢nou funkciou
0 prex <0;
F(x) =
(x) {1 —e™* x>0 .
Urcte jej funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti f(x) a P(X < 1).

Riesenie:



Priklad

Automaticka linka plIni do flias destilovanu vodu s objemom 1 liter. Vplyvom
posobenia ndhodnych vplyvov koliSe mnozstvo vody v intervale (0,98 |; 1,02 I).
Kazdé mnozstvo destilovanej vody v tomto intervale povazujeme za rovnako
mozné. Nahodna premenna X udava mnozstvo destilovanej vody v nahodne
vybrane;j flasi. Najdite funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti f(x),
distribu¢nd funkciu F(x), nakreslite grafy tychto funkcii a vypocitajte
pravdepodobnost, ze X > 0,99 I.

Riesenie:

— P(X > 0,99)=
e P(0,99 < X <1,02)=
F(1,02)-F(0,99) = 0,75



Rozhodnite, ktoré z tvrdeni su pravdivé:

N o U kA W N e

8.
S.

Distribucna funkcia je rastuca funkcia.

Distribucna funkcia je neklesajuca funkcia.

Hodnota pravdepodobnostnej funkcie moze byt vacsia ako 1.
Hodnota funkcie hustoty pravdepodobnosti m6ze byt vacsia ako 1.
Hodnota distribuc¢nej funkcie moéze byt vacsia ako 1.
Pravdepodobnostna funkcia moze byt definovand aj pre zdporné hodnoty .
Funkcia hustoty pravdepodobnosti mo6ze byt definovana aj pre zaporné
hodnoty .

Hodnota pravdepodobnostnej funkcie moze byt zaporna.

Hodnota funkcie hustoty pravdepodobnosti mbze byt zdporna.

10.Hodnota distribu¢nej funkcie moze byt zaporna.



