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PREDHOVOR

Tato publikacia je urcena Studentom MTF STU v Trnave ako Studijny text k predmetu
MATEMATICKE METODY PLANOVANIA A VYHODNOCOVANIA EXPERIMENTU.
Svojim obsahom nadvédzuje na skriptd s rovnomennym néazvom, ktoré boli publikované
v rokoch 2009 a 2015. Kym prva publikécia bola zamerané na ru¢né vypocty koeficientov
regresnych modelov a zistovanie ich $tatistickej vyznamnosti, druhé ju dopliiiala o informécie
potrebné na pochopenie pojmov z oblasti tedrie pravdepodobnosti a Statistiky a regresnej
analyzy a na vypocet pouzivala softvér Excel. Predkladana publikacie nadvézuje na kurikulum
predchadzajicich prac a ststreduje sa predovSetkym na pojmy a principy planovania a
vyhodnocovania experimentov. Poskytuje teoretické zaklady z oblasti Design of Experiments
(DOE), pricom pri analyze dat vyuziva pracu so softvérom Minitab 20 a Excel. Obsahuje
navody na postupy pri rieSeni uloh, kontrolné a pomocné vypocty v Exceli, ako aj popisy
postupov a interpretacie oboch softvérovych vystupov. Teoreticki ¢ast’ ivodnych siedmich
kapitol dopliaju dva vzorové vyriesené priklady z uplného faktorového planu experimentu
a centralneho kompozitného planu experimentu. Ked'Ze publikidcia je urCend Studentom
technickych univerzit, bolo snahou poskytnit’ vyber uloh v kontexte ich $tudijného odboru a
budicich profesijnych kariér. S cielom ulahcit’ pochopenie rozsiahleho uciva a podporit
porozumenie pojmov a suvislosti s texty doplnené o komentare, popisy a obrazky. Softvérové

postupy a vystupy st komentované a interpretované.

Touto cestou sa chcem pod’akovat’ recenzentom doc. RNDr. Marte Urbanikovej, CSc. a
prof. Mgr. Robertovi Vrabel'ovi, PhD. za pripomienky, ktoré pomohli k skvalitneniu odborného
obsahu tejto publikacie.

Velké dakujem patri aj kolegom s odbornymi znalost'ami z technoldgie procesov, ako aj
Studentom, ktori zrealizovali merania ¢i poskytli svoje napady pri vyuZiti metodiky DOE v ich
oblasti zaujmu. Rovnaka vd’aka patri Studentom, ktori hl'adali stivislosti a kladli otazky, ktoré
ma nutili rozSirovat moje vedomosti z oblasti DOE atak nepriamo prispeli k obsahu

predkladaného textu.

Nemoézem nespomenut’ milé kolegyne Mgr. Zuzanu Cervetiansk(i, PhD. a RNDr. Ivetu
Markechovt, CSc., ktoré boli ochotné diskutovat’ o problematike tejto publikacie a pomahali

hl'adat’ rieSenia problémov.

Janette Kotianova
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1 PLANOVANIE A VYHODNOCOVANIE EXPERIMENTOV

1.1 UVOD

Ulohou experimentu je objasnit’ nezname vztahy medzi vstupmi a vystupmi v procese
¢i systéme, obr. 1.
Ideadlnym pripadom je ndjdenie matematického modelu popisujiceho fyzikalne zakony, napr.
Newtonov pohybovy zakon na vypocet zrychlenia, Ohmov zdkon v oblasti elektriny a
elektroniky, Coulombov zakon elektrickej sily, Planckov zédkon Ziarenia, rovnica kontinuity
pre prudenie tekutin, rovnice pre kineticki a potencidlnu energiu, Maxwellove rovnice
pre elektromagnetizmus a mnohé iné funkcéné zavislosti opisujuce rozne javy od pohybu a sily

az po elektromagnetizmus a kvantovii mechaniku.

ovplyvnitel'né vstupné faktory
(material, teplota, koncentracia,
napétie, dodavatel’)

experimentalny Sum A *1 proces/ Y1 a

(ndhodné vpl — su prit 2 2 % 2 : o
PIyvy prifomne & 2 system B, -

v kazdom procese asposobuju = i Ym ‘:-'-::

variabilitu vysledkov ipri Xn

zachovani urovni vSetkych

identifikovanych faktorov)

Obr. I Do procesu/systému vstupuju premenné, ktoré volame vstupy — rozdelujeme ich
na ovplyvnitelné faktory a neovplyvnitelny experimentalny Sum. Z procesu/systému
vystupuju premenné, ktoré nazyvame vystupy — odozvy

V praxi vSak Castokrat staci ndjst’ jednoduchs$i matematicky model, ktory plati iba
na obmedzenom intervale hodnot vstupov a nie je odvodeny zo vSeobecnych platnych
fyzikalnych zakonov, ale na zéklade Statistického spracovania nameranych udajov ziskanych
experimentovanim, t. j. zasahovanim do samotného procesu menenim hodnét vstupov. Ak
funk¢nu zavislost’ medzi vstupmi a vystupmi vieme néjst’ metodou zaloZenou na vopred urcenej
Specidlnej zmene hodndt vstupov a Statistickym vyhodnotenim ich posobenia na vystupy,

hovorime o Statisticky navrhnutom experimente.



1.2 HISTORIA, SUCASNOST A BUDUCNOST STATISTICKY
NAVRHNUTYCH EXPERIMENTOV

1.2.1 Historia

Koncept planovania a vyhodnocovania experimentov (Design of Experiments - DOE)
ma svoje korene v zaciatkoch 20. storocia, kedy anglicky matematik Sir Ronald A. Fisher
(1890-1962) odr.1919 spracovaval 60-rocné vysledky Rothamsteadskej kralovskej
pol'nohospodarskej vyskumnej stanice a polozil teoretické zaklady analyzy rozptylu a
navrhovania experimentu. Fisher vyvinul principy replikacie, ndhodného usporiadania a
blokovania, ktoré umozZnili efektivnejSie a presnejSie vyhodnocovanie experimentov. Jeho
praca, predovietkym publikacie Statistické metody pre vyskumnych pracovnikov, The Design
of Experiments (1935) poskytli ramec pre vedecké experimentovanie v pol'nohospodarstve,
bioldgii a neskodr aj v priemysle.

Na Fisherovu pracu nadviazali d’al§i vyznamni S$tatistici, ako napriklad Plackett
a Burman, ktori v r. 1946 navrhli usporné experimentalne navrhy, pri ktorych je pocet pokusov
nasobkom 4. Ich navrhy experimentov boli pouzité pri testovani leteckych pum vo Velkej
Britanii pocas vojny (22 faktorov).

George E. P. Box (1919-2013) v 70-tych rokoch rozsiril DOE do priemyselnych
aplikacii a pomohol popularizovat’ metédu odozvovej plochy (Response Surface Methodology
- RSM). S jeho menom sa spaja niekol’ko modelov, napr. Box-Jenkins modely, Box-Behnken
dizajny a Box-Cox transformacia.

Douglas C. Montgomery (nar. 1943), ktory dodnes posobi na S$titnej univerzite
v Arizone, je autorom ucebnice Design and Analysis of Experiments (r. 1976), ktor4 je Siroko
vyuzivana nielen v akademickych kruhoch, ale aj mnohymi praktikmi v priemysle i1 tvorcami
roznych Statistickych softvérov.

K vyznamnym prispievatelom k rozvoju DOE patril tieZ japonsky inZinier Genichi
Taguchi (1924-2012), ktory vyvinul metédu Taguchiho dizajnov — robustny pristup
k experimentalnemu navrhu zamerany na minimalizaciu variability a zlepSenie kvality
vyrobkov a vyrobnych procesov (sledovanim pomeru signal/Sum). Jeho metoda predstavovala
pre verejnost’ bez znalosti Statistiky zrozumitel'ni formu vyhodnotenia experimentov. Posobil
v USA, u nas sa Taguchiho dizajny pouzivali najmd v 90-tych rokoch v automobilovom

priemysle.



1.2.2 Sucasnost’

Dnesné vyuzitie DOE v rdéznych technickych, chemickych, farmaceutickych a
priemyselnych oblastiach zahffia predovSetkym optimalizdciu procesov, produktov
a vyrobnych systémov, experimentovanie sroéznymi materidlmi, dizajnami a vyrobnymi
postupmi pri vyvoji novych produktov. DOE ako vykonny nastroj na zber a analyzu udajov,
ktory mozno pouzit’ v réznych experimentalnych situaciach, vyuziva:

a) vyrobny priemysel a strojarstvo: optimalizdcia vyrobnych procesov, znizovanie
variability a zvySovanie kvality produktov, redukcia variability a chyb;

b) automobilovy a letecky priemysel: testovanie a zlepSovanie odolnosti a kvality
materidlov, bezpecnosti a vykonnosti komponentov pri vyvoji motorov a roéznych
automobilovych casti;

¢) biomedicina - farmaceuticky a medicinsky vyskum: efektivne pldnovanie klinickych
skuSok na urcenie tcinnosti a bezpecnosti lickov;

d) chemicky priemysel: optimalizacia chemickych procesov, reakénych podmienok a
znizovanie odpadov.

Inzinierske discipliny zahffiani predovSetkym testovanie a zlepSovanie novych
technolégii a materidlov, dizajnov, vyvoj robustnych systémov. Vdaka DOE vyskumnici a
inzinieri rychlejSie a efektivnejSie mézu porozumiet’ a identifikovat’ optimalne podmienky

komplexnych systémov a procesov, ¢im sa znizuju naklady a zvySuje spolahlivost’.

1.2.3 Oc¢akavané buduce vyuzitie DOE

S rasticou komplexnostou technologii a narastajicou potrebou efektivneho

rozhodovania sa o¢akéava, ze DOE bude mat’ ¢oraz SirSie uplatnenie v:

a) integracii s umelou inteligenciou a strojovym ucenim: automatizovanéd optimalizéacia
experimentov a adaptivne planovanie testov na zdklade aktuilneho vyhodnotenia
vel'kych dat;

b) IoT a Industry 4.0: vyuzitie DOE na adaptivne riadenie a optimalizdciu procesov
v inteligentnych podnikoch;

¢) nano a biotechnoldgiach: preciznejSie riadenie experimentov v oblastiach, ako su

génove inzinierstvo ¢i vyvoj nanomaterialov.
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d) udrzatelnosti a ekologii: efektivnejSie ndvrhy experimentov ndjdu uplatnenie pri vyvoji

ekologickych materidlov a znizovani environmentalnej stopy priemyselnych procesov.

Celkovo je DOE neoddelitelnou sucastou moderného experimentovania realizovaného
budovanim metamodelov (surrogate modelling), pricom jeho vyznam bude vd’aka digitalizacii,
automatizacii a vyuzitiu neurénovych sieti aumelej inteligencie stile rast. Tento
metodologicky pristup umoznuje v Sirokom spektre priemyselnych a vedeckych oblasti
rychlejSie inovéacie a presnejsie analyzy. V oblasti rozhodovania je a bude vykonnym néstrojom

v Six Sigma.

2 ROZDIEL MEDZI TRADICNYM A STATISTICKY
NAVRHNUTYM EXPERIMENTOM

2.1 STRATEGIA OFAT (ONE FACTOR AT A TIME)

Tradi¢nym pristupom je zmena jedného faktora - jednofaktorové analyza One factor at
a Time (OFAT). Pri tomto pristupe volime postupnost’ faktorov. Menime postupne vzdy jeden
faktor. Ak vedie zmena urovne faktora k ,,pozitivnej zmene* odozvy, ponechdme ju a menime
dalsi faktor. Ak vysledky nie st lepSie, vratime sa a menime iny faktor. Nevyhodou tohto
pristupu je, zZe analyza sa zjednoduSuje na ,,vyber vitaza“ a nie je mozné zistit’ interakcie medzi

faktormi.

Porovnanie planu experimentu pre metdodu One Factor at a Time (OFAT) a faktorovy
experiment je vidiet’ na nasledujiucom obr. 2.

One st = Tima Flan Factorial Design

0-0-0-Q
e := : :=

{:}:25.
425

Body Width
O

Body Width
ar
"

0-0-O-0—10-0-0-—-0O—

g 475" 5er 475 8.5

Yiing Length Wiing Length

)
"

325
w0

Obr. 2 Porovnanie planu experimentu pre OFAT a faktorovy experiment [9]
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Optimum najdené metodou OFAT sa nemusi zhodovat’ so skutoénym optimom, vid’ obr. 3.

ErY Optimum Response surface Skutoéné
najdené 4 . optimum
pomocou :.-' ’ Fa ’ / B
_ OFAT [/ Yox
‘;’/ f :‘j: J
- » @ ‘Ir . ® =
>, : >

Obr. 3 Porovnanie optima ndjdeného metodou OFAT a skutocného optima [9]

2.2 STRATEGIA AFAT (ALL FACTORS AT A TIME)

Opaénym pristupom je zmena vsetkych faktorov naraz. Problémom pri tomto pristupe
je, ze nevieme ktoré konkrétne zmeny spdsobili pozadovani zmenu vystupu a nevieme urcit’

prinos (efekt) jednotlivych faktorov. Nedokdzeme zistit’ interakcie medzi faktormi.

2.3 STATISTICKY NAVRHNUTY EXPERIMENT (EXPERIMENT
DOE)

Pri Statisticky navrhnutom experimente (experiment DOE — Specidlne hovorme
o faktorovom dizajne — factorial design) menime niekol'’ko faktorov sucasne, priCom uvazujeme

vSetky mozné kombindcie Urovni faktorov:

e VicsSinou zaCiname s dvoma urovilami kazdého faktora (screening).
e Je mozné vyskusat’ vSetky mozné kombindcie urovni faktorov (plny experiment — full
factorial design), alebo vyberieme ich Specidlne podmnoZiny (Ciastocny experiment —

fractional factorial design).

Skimame zmenu na vystupe, ktort spdsobila zmena kombinécii urovni faktorov.
Faktorovy experiment je navrhnuty tak, aby umoziloval posudit’ nezavisle vplyv kazdého

faktora. Vyuziva poznatky Statistiky a teorie pravdepodobnosti.

Vybrané priklady pouzitia experimentu DOE st uvedené v prilohe B.
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2.3.1 Zakladné pojmy pouZzivané v teorii DOE

Design of Experiments (DOE) — statisticky navrhnuty experiment — je systematicky pristup
k planovaniu, realizacii a analyze experimentov s cielom ziskat’ relevantné data a pomocou
Statistického vyhodnotenia (testovania hypotéz) skimat’ vzt'ahy medzi premennymi na vstupe
a vystupe procesu. Hlavnym cielom DOE je identifikovat’ vplyv jednotlivych premennych —
faktorov a ich interakcii na sledované procesy prostrednictvom kvantitativnych premennych —
odoziev. Ciel'om moze byt okrem najdenia funkéného vzt'ahu medzi sledovanymi premennymi
(faktormi a odozvou) optimalizovat procesy, dizajn ¢i vlastnosti produktov alebo systémov

prostrednictvom systematického testovania vopred naplanovanych zmien tirovni faktorov.

Faktory (factors) — nezavislé premenné, prediktory — vstupy, ktorych vplyv bude predmetom

experimentalneho skiimania
Odozva (response) — zavisla premenna — hodnota vystupu pri nastavenych hodnotéach faktorov

Urovne faktorov (factor levels) — vopred naplanované konkrétne hodnoty faktorov, ktoré st

pocas realizacie experimentu nastavené podla zvoleného typu experimentu

Pokusy — merania (runs, observations) — meranie odozvy za urcitych dopredu naplanovanych

urovniach faktorov

Experiment — stibor vSetkych pokusov

Cplot (cube plot) — grafické znazornenie planu experimentu

Efekt faktora — zmena odozvy (velkost’ vplyvu), ak faktor zmenime z dolnej na hornu Groven

Interakcia — vzajomné pdsobenie dvoch a viac faktorov v skimanom procese; interakcia medzi

faktormi A a B znamend, Ze efekt faktora A na zavisli premennu zavisi od trovne faktora B

Interakcia n-t¢ho radu — vzdjomné pdsobenie n faktorov (do regresného modelu zahriiujeme

suciny tychto n premennych)

Regresor — T'ubovolnd funkcia vytvorend z nezavislych premennych zakomponovana

do regresného modelu

Rozlisenie (resolution) — schopnost daného névrhu rozlisit' efekty faktorov od efektov

interakcii
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2.3.2

233

Vyhody pristupu DOE v porovnani s tradicnym experimentom

Dokazeme identifikovat’ skutocné zmeny odozvy spdsobené zmenou trovne faktora —
faktorov, vd’aka comu vieme kvantifikovat’ prinos (efekt) kazdého faktora a interakcie
faktorov.

Tento pristup je efektivny, pretoze maximalizuje informacie z minimalneho celkového
poctu merani.

Vystup je mozné jednoducho analyzovat'.

Dokazeme rozlisit' dolezité a nedolezité faktory (signifikantné vs. nesignifikantné
faktory).

Dokazeme zistit’ pritomnost’ interakcie medzi faktormi.

Opakované merania umoziuju zistit’ vel’kost’ ndhodnych vplyvov, t.j. experimentalneho
Sumu.

Vystupom je matematicky model — funkcia, ktora umoznuje predikovat zmeny
sledovanej premennej (odozvy) na zaklade zmien urovni faktov, resp. najst’ optimalne

alebo robustné rieSenie.

Ciele DOE

Cielom DOE moze byt

Screening (preosievanie faktorov): Hladdme, ktoré faktory maju najvacsi vplyv, t. j.
kvantifikujeme mieru Statistickej vyznamnosti kazdého z faktorov, teda rozhodujeme,
ktoré z faktorov Xi, X, X3, (A, B, C)... rozhodujicim spdsobom ovplyviiuji troven
odozvy Y;

Predikcia: Vztah medzi dolezitymi faktormi a odozvou vyjadrujeme analyticky.
Optimalizacia: Vyberame také nastavenie, ktoré by bolo najlepSie zo vsetkych
testovanych (optimalne nastavenie). Podl'a d’alSieho ciel’a:

maximalizujeme alebo minimalizujeme odozvu (maximalizacia pevnosti zliatiny,
minimalizacia poctu vlasovych trhliniek);

znizujeme variabilitu (¢o najmensia premenlivost’ hrubky vylisku);

dosiahnutie odolnosti voci vplyvom, ktoré nedokazeme riadit’ (najdenie prac. postupu,
ktory nebude zavisly na tvrdosti vody);

hl'addme pracovny bod procesu, ktory je prijatelny z viacerych hladisk (mala

nasiakavost’ a zaroven nizka cena).
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Zvlastnou ulohou je optimalizacia zmesi — faktory nie su nezavislé (¢im viac cementu, tym

menej vapna a piesku).

Postupnost’ krokov pri optimalizacii podl'a softvéru Minitab je nacrtnuta na obr. 4.

MEASURE IDENTIFY
THE - SIGNIFICANT
OUTPUT FACTORS

Fit Quacatic Mode! Croste Screereng
Desige

7 BUILD YOUR MODEL
PLAN THE TESTS Fit Unear Model c'u:;c-.:zfemo Y= f(x1'x2' x3.")

>

CHECK
OPTIMIZE e  vouR

MODEL

Obr. 4 Postupnost krokov pri DOE pri hladani optimalneho riesenia [17]

2.3.4 Zakladné pristupy planovaného experimentu

Replikacia — opakovanie zékladného experimentu alebo jeho Casti. Znovurealizacia
merania za podmienky, Ze boli znovu nastavené hodnoty faktorov po realizacii
predchadzajicich merani, umoZiuje ziskat’ odhad chyby experimentu — tento odhad
nadhodnej zlozky (experimentalneho Sumu) umoziiuje zvysit spolahlivost zéveru
pouzitim napr. testu adekvatnosti. Replikacia nie je totoZzna s opakovanym meranim.
Pocet replikacii by mal byt najmenej 2, aby bolo mozné odhadnut’ ¢isti chybu (Purre
Error PE); spravne by mal byt pocet replikacii ureny na zéklade analyzy sily testu a
velkosti vzorky.

Randomizacia (zndhodnenie) — jednotlivé merania experimentu robime v nadhodnom
poradi, ¢im eliminujeme systematicku chybu experimentu (inava operatora, kolisanie
teploty alebo vlhkosti vo vyrobnej hale).

Blokovanie — rozdelenie experimentu do blokov sa pouziva na redukovanie variability
faktorov, ktoré nie je mozné znahodnit' (mézu to byt pouzivané materidly, rézni
dodavatelia). Blok je postupnost’ pozorovani, ktoré boli vykonané za rovnakych

podmienok, napr. pocas jedného dna....
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2.3.5 Trizakladné principy DOE

* Hierarchicky princip: Efekty interakcii nizSich rddov budu dolezitejSie ako efekty
interakcii vyssich radov.

* Princip Uspornosti (Occamova britva): PocCet dolezitych efektov vo faktoridlnom
experimente bude relativne maly.

*  Princip dedic¢nosti: Aby mohol byt vyznamny efekt interakcie, musi byt vyznamny

aspoii jeden z jeho ,,rodicovskych* faktorov.

2.3.6 Postupnost’ krokov pri realizacii DOE

Design of Experiments (DOE) v sebe zahtiia nasledujuce ¢innosti, obr. 5:

1. Plan (priprava) a navrh experimentu: Identifikécia a Specifikdcia faktorov, ktoré ovplyviiuju
Studovany systém alebo proces. Identifikacia odozvy, pomocou ktorej budeme charakterizovat’
velkost zmeny odozvy vzhl'adom na nastavené urovne vstupnych faktorov. Vzhladom
na zvoleny ciel’ vyber vhodného experimentalneho dizajnu, ktory uréuje, ako budu tieto faktory

manipulované a k nim budi merané hodnoty odozvy.

2. Realizacia experimentu: Vykondvanie experimentov podla naplanovaného planu
experimentu. To zahffia kontrolu a manipulaciu s iroviiami faktorov podl'a stanoveného planu
experimentu (a pripadne aj randomizacie). Sucast'ou realizacie experimentu je aj zber dat, kedy

zaznamenavame relevantné udaje z merani, ktoré sa v priebehu experimentu ziskavaju.

4. Analyza nameranych dat: PouZitie Statistickych metdd na analyzu zozbieranych tdajov
(hodndét odozvy) s cielom identifikovat’ vplyv jednotlivych faktorov, ich interakcii a vyhodnotit’

ich vyznam v kontexte stanovenych ciel'ov.

5. Aplikacia vysledkov: Na zaklade analyzy vysledkov sa vyvadzaji zavery a formuluja sa
odportcania, ktoré mozu viest’ k zlepSeniu procesov, produkcie alebo systémov.

: : — Analyza
Plan é navrh » Realizacia nameranych Aplikacia
experimentu experimentu » e » vysledkov

Obr. 5 Postupnost krokov pri realizdacii DOE
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Pri realizacii DOE sa uplatiuje princip postupného experimentovania, vid obr. 6.
Experiment realizujeme v etapach, preto do 1. kola by sme mali vlozit maximalne 4 az /3

dostupnych zdrojov.

Testovane hypotézy

Proces Proces

I o N [ B O B

L ¥

7\7/\/

Hypotéza Hypotéza Hypoteza
5 >
Obr. 6  Znalost o procese sa pri opakovanej realizdacii DOE postupne zvysuje [21]

Pri experimente sa vyzaduje spolupracu l'udi v time:

e odbornici na samotny proces (technoldégovia, procesni inZinieri, analytici);

e [udia, ktori sa zaoberaju kvalitou;

e zastupcovia zakaznika;

e Tudia, ktori s procesom alebo produktom prichadzaju do styku (predajcovia, servis);

e [udia, ktori maju nejaku skiisenost’ s vyhodnocovanim dat

Planovanie zdrojov pre experiment zahffia kapacitu strojov a zariadeni, financie, 'udi, cas,
software (Excel, Minitab, Design Expert, JMP, SPSS, Statgraphics, Statistica, Matlab, R,
Python, MODDE Pro....)

2.3.7 Typy experimentov podl’a po¢tu bodov plianu experimentu

Uplny faktorovy experiment (full factorial design) — experiment typu ,.kazdy s kazdym® — plan

zostavujeme pre kazdy faktor, t. j. zahriiuje vSetky mozné kombindacie trovni faktorov

Ciasto¢ny faktorovy experiment (fractional factorial design) — usporny navrh experimentu,
kedy uskutociiujeme iba polovicu, Stvrtinu, osminu poctu krokov experimentu ,kazdy
s kazdym* — plan zostavujeme iba pre hlavné faktory, vedl'ajSie faktory vyjadrime pomocou

hlavnych, ¢im zniZime pocet merani
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2.3.8 Typy experimentov podl’a po¢tu merani v naplanovanych bodoch

Vyvazeny model — v kazdom bode realizujeme rovnaky pocet merani (uprednostiujeme)

Nevyvazeny model — v réznych bodoch rézny pocet merani

2.3.9 Typy experimentov podPla planu experimentu

Podrla pouzitého planu experimentu rozliSujeme experimenty:

e uplny faktorovy (Full Factorial) — dvojiroviiovy experimet 2, experimentu typu n*
e (iasto¢ny (Fractional Factorial)

e centralny kompozitny

e Box-Behnken dizajn

e D-optimal dizajn

e Split plot dizajn

e Taguchiho dizajn

e iné

Na obr. 7 st Cploty niektorych z uvedenych.

[ BorBetnien | [ OoptmaiDesgn | [ ToguohiDesgn |

Obr. 7 Typy experimentov podla planu experimentu [21]
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2.3.10 Vyznamné body planovaného experimentu

Vrcholové body — faktorové, faktorialne body (factorial points) — st umiestnené v ,,rohoch*
experimentalneho priestoru — predstavuju kombinacie minimalnych a maximalnych hodnot
(Grovni) faktorov — po kodovani ich stradnice zapisujeme pomocou =£1; slizia na vypocet

efektov faktorov a interakcii faktorov;

Centralne body (central points) — nachadzaju sa v strede experimentalneho priestoru — ich
koédované suradnice zapisujeme pomocou 0; ich doporuceny pocet pre uplny faktorovy
experiment je 3 az 5; m6zu byt pridané do modelu, iba ak su faktory kvantitativne premenné;
v pripade pouzitia kvalitativnej premennej volime centralny bod pre kazdd arovei kvalitativnej
premennej zvlast. Centralne body nemaju vplyv na vypocet efektov faktorov. Merania
v centralnych bodoch sa vyuzivaju pri teste krivosti, pretoze umoziujii odhadnat’ pritomnost’
zakrivenia nameranej odozvy. Z merani Y; v centralnych bodoch sa da vypocitat’ odhad rozptylu
ako nahrada za rozptyl z opakovanych merani (z rezidui e; v centralnych bodoch sa pocita Cista

chyba merania Pure Error). St vhodné na kontrolu stabilitu systému.

Hviezdicové body (axial = star points) — pri dvoch faktoroch lezia na kruznici so stredom
(0,0), ktora prechadza vrcholmi Stvorca; pri troch faktoroch tam, kde gulovd plocha
prechadzajuca vrcholovymi bodmi planu prechédza suradnicovymi osami. Vzdy lezia na osiach
faktorového priestoru vo vzdialenosti a od stredu experimentu. Umoznuju vypocet koeficientov

v Uplnom kvadratickom modeli (quadratic terms) a spresiiuji vypocet regresnych koeficientov.

Na nasledujlicom obr. 8 st zobrazené vyznamné body experimentu s dvoma faktormi:
e modrou farbou faktorové (vrcholové) body;
e cCervenou farbou axidlne body;
e zelenou farbou centralny bod.

V tomto pripade je @ = V2.

-
[0, -]
Obr. 8 Priklad réznych typov bodov v dvojfaktorovom experimente DOE
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3 UPLNY FAKTOROVY EXPERIMENT (FULL FACTORIAL
DESIGN)

Definicia:

Naplanovat uplny faktorovy experiment typu n*, znamena uréit n* réznych bodov,
v ktorych budeme realizovat’ merania, pri¢om n je pocet urovni (kvantitativnych) faktorov, t. j.
pocet bodov, ktorymi delime interval hodnét, ktoré faktor nadobuda, na n — 1 podintervalov
rovnakej dizky, k je podet kvantitativnych faktorov, m poéet merani v kazdom naplanovanom
bode. Po samotnej realizacii planovaného experimentu ziskame celkovy poéet merani m - n*.

Na obr. 9 je porovnanie rozloZenia bodov v experimentalnom priestore, v ktorych
realizujeme merania pre Uplny faktorovy experiment s dvoma faktormi vzhl'adom na pocet
zvolenych trovni. Vlavo je dvojuroviiovy experiment pri 2 faktoroch, t. j. experiment typu 22,
Vpravo su dva faktory merané na 3 Urovniach, t. j. bol zvoleny experiment typu 32

Experimentalny priestor je zobrazeny v pdvodnych (nekédovanych) jednotkach.

22 3
X X2
5 e .« IV 3 s  Vie  [Xe
0.5 If= Ve Vill=
1 3 Xp 1 2 3 \';
2 1« « I
=2 I= Ve Vil=

Obr. 9 Porovnanie rozlozenia bodov v experimentalnom priestore pre 2 faktory pri uplnom
faktorovom experimente v zavislosti od poctu zvolenych urovni faktorov

Na obr. 10 je porovnanie rozloZenia bodov v experimentdlnom priestore, v ktorych
realizujeme merania pre uplny faktorovy experiment na dvoch trovniach (dvojuroviiovy
experiment) vzhl'adom na pocet zvolenych faktorov. VIavo je zobrazeny dvojaroviiovy
experimentu pre 2 faktory, t. j. experiment typu 2. Vpravo je zobrazeny dvojuroviovy
experimentu pre 3 faktory, t. j. experiment typu 2°. Experimentlny priestor je zobrazeny

v povodnych (nekdédovanych) jednotkach.
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Obr. 1) Porovnanie rozloZenia bodov v experimentalnom priestore pri dvojiroviiovom tiplnom
faktorovom experimente v zavislosti od poctu zvolenych faktorov

3.1 ORTOGONALITA FAKTOROVYCH EXPERIMENTOV

Takto navrhnuté experimenty spifiaji  podmienku ortogonality. Ortogonalita
vo faktorovych/faktoridlnych dizajnoch znamena4, ze faktory (nezévislé premenné) si navzajom

nezavislé a nekorelované. M4 to niekol’ko délezitych vyhod:

e JednoduchSia interpreticia efektov — Vdaka ortogonalite moZzno hlavné ucinky
faktorov a ucinky interakcie faktorov odhadnut’ nezavisle od seba, ¢o vedie k CistejSim
a jednoznacnejSim vysledkom. Efekty faktorov a ich interakcie moZzno odhadnut’
samostatne bez vzdjomného ovplyvnenia.

o Efektivne Statistické analyzy — Ortogonélne dizajny umoziiuju presné a neskreslené
odhady efektov s menSou variabilitou, ¢o zvySuje spol'ahlivost’ vysledkov.

e Minimalizacia multikolinearity — Ked st faktory ortogondlne, regresné modely
netrpia problémami multikolinearity, ¢im sa zlepSuje stabilita odhadov parametrov.

e Optimalne vyuZzitie experimentalnych zdrojov — Ortogonalne faktoridlne dizajny
zabezpecuju maximalnu informa¢nti hodnotu s minimélnym poc¢tom pokusov, ¢im sa

Setria Cas a ndklady na experimenty.
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3.2 ZNACENIE FAKTOROV A INTERAKCII PRI VYHODNOCOVANI
EXPERIMENTU

Nazvom nezavislych premennych (faktorom) sa v praxi prirad’uji velké pismena A, B, C...

Interakciu (vzajomné pdsobenie) medzi faktormi A, B zapisujeme sucinom: A*B alebo AxB
alebo AB

Pre 2 faktory je mozna jedina interakcia: AB
Pre 3 faktory uvazujeme o 4 moznych interakciach:

- tri interakcie 2. radu (ich pocet pocitame ako kombinaciu 2. triedy z 3 faktorov, t. j.

C,(3) = (g)): AB, AC, BC

- jedna interakcia 3. radu (C3(3) = (g)): ABC

Pre 4 faktory existuje 11 moznych interakcii:

- Sest interakcii 2. rddu (kombindcia 2. triedy zo 4 faktorov - C,(4) = (;})): AB, AC,
AD, BC, BD, CD

- Styri interakcie 3. radu (kombinacia 3. triedy zo 4 faktorov - C3(4) = (g)): ABC, ABD,
ACD, BCD

- jedna interakcia 4. radu (C4(4) = (i)): ABCD

Pre n faktorov existuje spolu Y;ji_, Cr(n) = 2™ — n — 1 moznych interakcii:

Cy(n) = (721) interakcii 2. radu, C3(n) = (g) interakcii 3. radu, C,(n) = (Z) interakcii
4.radu, .... CL(n) = (:Ll) interakcii n. radu

Faktorovy experiment n* sa spaja so sti¢asnym variovanim vietkych tirovni k faktorov.

Faktory mo6zu mat’ vo vSeobecnosti 'ubovol'ny pocet urovni — v praxi n = 2 (je to najCastejsie
pouzivany dvojuroviiovy experiment pri skriningu), pre n = 3 (Box-Behnkenov dizajn, Face
Centered dizajn) alebo n = 5 (centradlny kompozitny plan) hovorime o navrhoch odozvove;j

plochy.
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3.3 KONVENCIA ZAPISU ODOZVY VZHIEADOM NA ZVOLENE
UROVNE FAKTOROV

Dohodnuté znacenia pre zrealizované meranie v jednotlivych bodoch experimentalneho
priestoru je také, ze malym pismenom sa oznacuje ten bod experimentu (experimentalneho
priestoru), v ktorom je poc¢as merania odozvy faktor oznaceny rovnakym (velkym) pismenom
nastaveny na hornl iroven a sucasne vSetky ostatné faktory su nastavené na dolna urover.
Znacenie (1) hovori, Ze vSetky faktory st pocas realizadcie merania nastavené na dolnej urovni.
Namerané hodnoty byvaji castokrat prezentované formou tabulky s takto dohodnutym
znaCenim, ¢o zjednoduSuje zapis kombinacie trovni faktorov, pri ktorych bolo meranie
urobené. Cplot tiez umoziuje zobrazovat’ priemery nameranych hodnét odozvy alebo hodnoty
predikované podl'a ziskaného regresného modelu v jednotlivych experimentadlnych bodoch,
a tym poskytuje vizudlnu predstavu o rozlozeni hodnét odozvy v ramci experimentalneho

priestoru.

Najjednoduchsi dvojiroviiovy experiment 22 a jeho dohodnuté znacenie bodov, v ktorych
realizujeme merania zobrazuje obr. 11.

b ab

—_

(1) @

- — 4
A

Obr. 11 Cplot pre experiment 2°

Vyznam znacenia je nasledovny:
(1) oba faktory na dolnej Grovni
a  predstavuje horna uroven faktora A a dolnu uroven faktora B
b  predstavuje hornt urovein faktora B a dolnt uroven faktora A

ab reprezentuje oba faktory na hornej tirovni
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Kockovy diagram (Cplot) pre tri faktory na obr. 12 zobrazuje priemerné hodnoty
vystupnej premennej (odozvy) namerané v jednotlivych bodoch experimentalneho priestoru.
Dohodnuté znacenie, spomenuté v predchadzajticej Casti, zodpoveda jednotlivym bodom

experimentalneho priestoru.

¥ be Y abc

S
fc ¥ ac

¥ ab

¥ (1) ¥a ///f

- —

Obr. 12 Cplot pre experiment 2° s naznacenym znacenim jednotlivych experimentdlnych bodov
v experimentdalnom priestore

Poznamka:
Priklad Cplotu pre Styri faktory s nameranymi hodnotami odozvy pri experimente typu
2% je na obr. 13. Takymto spdsobom mozno vizudlne rozsirit’ zobrazenie odozvy aj pre viac ako

tri faktory, v zapise v tabul’ke pouzit’ dohodnuté znacenie (1), a,... .

D
- +
80———65 70—————96
ssé-;—eo/ 754;—33/

|
" ,‘h— —71;65 3 .4%- -: /—104 (44

45° 43

Obr. 13 Ukdzka Cplotu pre experiment typu 2* [9]
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3.4 HIERARCHICKY MODEL

Hierarchicky model by mal zahfiat’ vSetky cleny nizSieho radu (lower-order terms),

ktoré obsahuju ¢leny vysSieho radu (higher-order terms), ktoré sa v modeli nachadzaju.

Napriklad:

1) Ak je interakcia BD S$tatisticky vyznamnd, potom by mal model zahfiiat’ aj linearny vplyv
faktorov B a D, aj ked’ ich hlavné u¢inky nie su signifikantné.

2) Model, ktory obsahuje interakciu ABC je hierarchicky, ak obsahuje aj ¢leny A, B, C, AB,
AC aBC.

Poznamka: Nehierarchicky model nemusi zostat’ stabilny, ak sa zmeni sposob kodovania.
Regresné modely vyjadrené v povodnych nekdédovanych jednotkach nebudu spravne, ak boli

odvodené z nehierarchickych kodovanych modelov.
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4 TYPY REGRESNYCH MODELOYV PRE K FAKTOROV

Ciel'om viacnasobnej regresnej analyzy je modelovat funként zavislost’ medzi jednou
zéavislou premennou Y a viacerymi nezavislymi premennymi X;, X, ..., X;,. Existuje niekol'ko
typov regresnych modelov v DOE, ktoré sa pouzivaji v zavislosti od povahy vzt'ahov medzi

skimanymi premennymi:

a) Linearny regresny model (First-Order Model) — predpokladd linedrny vzt'ah medzi
zéavislou premennou Y a viacerymi nezavislymi premennymi X;, X, ..., X,,. Predpis linearneho

regresného modelu je:

Y =f(X1, X5,...,Xy) = by + by Xy + by X, + -+ by X, + €; kde € je experimentalna chyba.
Skrateny zapis: Y = by + X1 b, X; + &

Lineéarny regresny model pouzivame v linedrnej viacnasobnej regresii, ked’ medzi premennymi

existuje priamy a aditivny vztah, napr. vySky platu (Y) je mozné predikovat’ na zaklade rokov

praxe (X;) a Grovne vzdelania (X,).

Vztah medzi premennymi vSak moéze byt aj nelinearny (napr. polynomidlna,
exponencialna, logaritmicka, logisticka, Poissonova regresia,...). Vyber spravneho regresného

modelu zavisi od charakteru dat a vztahov medzi premennymi. Pri DOE sa pouZivaji:

b) Kvadraticky neuplny model — regresny model linearneho typu (First-Order
Model with Interaction) — neobsahuje kvadratické ¢leny, av§ak uvaZzujeme interakcie medzi

nezavislymi premennymi:
Y = f(le Xz, ...,Xn) = bo + b1X1 + + bl’an + b12X1X2 + i + b(n—l)an—lxn + &,
Skrateny zapis: Y = by + Xi=1 b, X; + Xisq Xjoiv1 bijXiX; + €

c¢) Kvadraticky tdplny model (Second-Order Model) — zahfiia druhé mocniny
nezéavislych premennych a mdéze obsahovat’ aj interakéné ¢leny medzi premennymi, je opisany

kvadratickou funkciou:

Y = f(Xll Xz, ...,Xn) = bo + b1X1 + -+ ann + b12X1X2 + -+ b(n_l)an_lxn +
b11X12 + te bnanZL + &,

Skréten}'/ ZélpiS: Y = bO + Z?:l bi Xi + Z?:l Z;’l=i+1 bl]XlX] + Z?:l b”XlZ + &
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Nasledujuca tabulka 1 ukazuje rozdiely v zastupeni linearnych, kvadratickych a tzv.
interakénych ¢lenov v regresnom modeli. V Gvodnej faze pri hl'adani koeficientov zvoleného
regresného modelu ¢leny oznacené v tabulke vo zvolenom regresnom modeli uvazujeme. To

vSak nevylucuje, ze pri d’alSom skimani mézu byt z modelu vyluc¢ené ako nevyznamné.

Tabul'ka 1 Rozdiel v zastipeni clenov v regresnych modeloch

Obsahuje Obsahuje Obsahuje
Model o . S 4« J

linearne ¢leny? interakéne cleny? kvadratické ¢leny?
Linearny 4no - NiE - Di€
Kvadraticky netplny

) ano ano - nic

(Linearneho typu)
Kvadraticky tplny 4no 4no ano

4.1 REGRESNY MODEL PRE 2 FAKTORY

Regresny model pre 2 faktory na zaklade uveden¢ho moze byt

a) Linearny — uvazujeme iba o linedrnom vplyve dvoch faktorov a neuvazuje o interakcii

tychto faktorov, zavislost' Y od faktorov X;, X, je popisana linedrnou funkciou
Y = f(Xll Xz) = bo + b1X1 + bZXZ + &,

kde koeficienty by, b, je mozné najst’ ako poloviéné odhady efektov alebo MNS; by je celkovy

priemer nameranych dat, € je experimentalna chyba

b) Kvadraticky netuplny model — regresny model linearneho typu — neobsahuje kvadratické

¢leny, av§ak uvazujeme interakcie medzi oboma faktormi
Y = f(Xll Xz) = bo + b]_Xl + bzXz + b12X1X2 + &,

koeficienty by, b,, by, je mozné néjst’ ako poloviéné odhady efektov alebo MNS; b, je celkovy

priemer nameranych dat, € je experimentalna chyba.

¢) Kvadraticky tplny model — je popisany kvadratickou funkciou

Y = f(Xll Xz) = bO + b1X1 + b2X2 + b11X12 + b22X22 + b12X1X2 + &,
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koeficienty nie je mozné najst pomocou efektov alebo MNS; vyzaduje zloZitejsie plany
experimentu (kombinovany, viaciroviiovy...). Kvadraticky regresny model sluzi na vypocet

optimalnych hodnot faktorov, na vypocet hodnot Y pre 'ubovol'nt uroven faktorov.

Na nasledujtcich obr. 14 az 16 st zobrazené priklady jednotlivych typov regresnych
modelov pre 2 faktory od linedrneho, ktory je v 3D priestore zobrazeny rovinou a jeho
vrstevnicovy graf sa zobrazuje ako rovnobezné priamky, cez neuplny kvadraticky regresny
model, kedy sa interakény ¢len prejavi v zakriveni izociar, po uplny kvadraticky regresny
model, kedy je kvadratické zakrivenie odozvovej plochy vyjadrené kvadratickym ¢lenmi a

izociary su zobrazené ako sustredné kruznice, resp. elipsy so spolo¢nou hlavnou a vedl'ajSou

L]

BT

41 WAz a5 War has W81 \BY 5
1 1 L (] i
06 =2 s [1F] & |

osou.

1]

(a) @)
e 05
i = - 4 o2
_ 8 =7 : o
= 51 e . e
L F: 06
o

=]

1

Obr. 14 Linearny regresny model n = 50 + 8x;y + 3x, pre dva faktory zobrazeny ako rovina,
vrstevnice su rovnobezné priamky [10]

{a) (B) 1}

&}
0.2
~
-
0.2
L6
';—1\37 (39 42 ja5 47 49 's4 1S5 'SE
i -0 0.2 1

T

T

Ely)=n

-1

k- 0.z 0.6

*1

Obr. 15 Neuplny kvadraticky model n = 50 + 8x, + 3x, — 4x1x, pre dva faktory s interakcnym
Clenom prejavujucim sa zakrivenim odozvovej plochy, vrstevnice naznacuju zakrivenie [10]
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Obr. 16 Uplny kvadraticky regresny model n = 50 + 8x; + 3x, — 7x? — 3x% — 4x,x,
s kvadratickymi ¢lenmi, kde sa vrstevnice zobrazuju ako elipsy so spolocnym stredom,
spolocnou hlavnou a vedlajsou osou [10]

Na obr. 17 je porovnanie réznych kvadratickych regresnych modelov pre 2 faktory
v zavislosti od regresnych koeficientov ziskanych prelozenim regresného modelu cez namerané

hodnoty zéavislej premennej — odozvy Y.

z 7
=50 + 42, + Bx, = T - 122, = 12%
T - 4:‘+B:,-d:§-!2:§-|2.e11, ¥ + A2y + Dxy 1 2 15z

"\Jr\[:ﬁ! Simple maximuen | ~
\'\ a0 L\ _\\1 . _?::\‘% 5

(b} s1atignary ridge

[

£ £ %—?}\a S

P ] 'h"-._

X ER L H\\.“__‘-_-_ m "--..“:é :I'.’.__ . ‘\"‘\-\4‘_“_ :'I;-%
| elipt|cky pafabolo|d I priarkova vialcova plochﬂ\‘\\\ﬁ““' ;g

Ry
L:__:—..j:j \?:; i EP;ypefbolicky paraboloid %‘}\m;\__j

76 \ a4
] . \‘\
"":r., e~ riamkova kugelovajploch l
g |
le) fising rdge () cos, saddie, or minimas
w80 - dxy 4 12y = Bed - 1268 - 1201, n= B0+ de, + By = 200 - 1] - 1202,

Obr. 17 Porovnanie roznych uplnych kvadratickych regresnych modelov v zavislosti od hodnat
regresnych koeficientov [10]
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4.2 POSTUP PRI HCADANI KOEFICIENTOV REGRESNE]J FUNKCIE
LINEARNEHO TYPU PRE 2 FAKTORY

Pri vyhodnocovani nameranych hodnét pri experimente typu 22 nerobime bodové
odhady regresnych koeficientov v povodnom regresnom modeli, ale pouzijeme transformovany
regresny model. Az nasledne po vyhodnoteni sa mézeme vratit' k povodnym jednotkam

faktorov. Postup je nasledovny:

1. Volba funkcie linearneho typu (uvazujeme o interakcii faktorov):

vy = fi(x1,%3) = By + B1x1 + Byxp + Bipx1x;

2. Transformécia zvolenej funkcie v povodnych jednotkdch na transformovanu

(k6dovant) funkciu linedrneho typu:
Ve = (fL)e(t1,t) = bo + bty + byt + byt
3. Odhad transformovanej funkcie metodou najmensich $tvorcov (MNS) — transformovana

regresna funkcia linearneho typu je:

Ve = (fL)t(tp ty) = bo + byty + byty + byststy

4. Odhad pdvodnej regresnej funkcie linearneho typu (v pdvodnych jednotkach):
9 = fi(x1,%,) = By + B1x1 + Byx; + Biyxix,
Uvedeny postup naznacuje, ze pri bodovych odhadoch regresnych koeficientov robime
transformaciu povodnych hodnét faktorov do kodovanych hodnét. Vyznam, princip a spdsob

kdédovania st uvedené v d’alSej Casti.

4.3 LINEARNA TRANSFORMACIA - KODOVANIE

Kodovanie v DOE umoziuje jednoduchsiu a efektivnejSiu analyzu experimentalnych dat,
zlepSuje interpretaciu vysledkov a ul'ahcuje identifikaciu optiméalnych podmienok pre dany
proces alebo systém. Kodovanie spociva v niekol’kych kI'i¢ovych aspektoch:

Standardizdcia tidajov: Kédovanie umoZiiuje premenit rozne meracie jednotky faktorov
na bezrozmerné, normované hodnoty. To je uzitocné, ked’ze faktory mo6Zu mat’ r6zne rozsahy

a meracie jednotky, co moéZe komplikovat” analyzu.

Zjednodusenie matematickych vypoctov: Prevod hodndt faktorov na kédované urovne ulahcuje

Statistické vypocty. Kodovanie vedie k efektivnejSiemu spracovaniu modelov.
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Zlepsenie interpretacie vysledkov: Kédovanie umoznuje identifikovat’ ,,Cisté* hlavné efekty a
interakcie medzi faktormi. Kdédované hodnoty +£1 a 0 st intuitivnejSie a prehl’adnejSie, ¢o

ul’ahcuje interpretaciu grafov a tabuliek.

Znizenie multikolinearity: Pri pouziti kodovanych hodnét sa znizuje riziko multikolinearity
medzi faktormi v regresnych modeloch, ¢o vedie k spolahlivejSim a stabilnejSim odhadom

koeficientov.

Univerzalnost a prenosnost: Kddované modely st univerzalnejsie a I'ahSie prenositelné medzi
roznymi Stidiami a aplikdciami. Modely vytvorené na zéklade koédovanych hodndt su

vSeobecnejsie pouzitelné a adaptabilné, maju numericku stabilitu.

Vizualizacia a optimalizacia: Pouzitie kddovanych hodnét ulahcuje tvorbu a interpretaciu
grafickych reprezentacii, ako s vrstevnicové grafy a 3D grafy odozvovej plochy pre dva
faktory, ¢o je kl'uCové pre vizualizaciu zavislosti odozvy od faktorov a hl'adanie optiméalnych

hodnot arovni faktorov.

Vysledkom regresnej analyzy kédovanych premennych st kodované, t. j. bezrozmerné
koeficienty — vyjadruju u€inok zmeny kazdého faktora na rovnakom ,,jednotkovom* intervale.
Pomocou relativnej velkosti efektov kodovanych faktorov, tzv. Standardizovanych efektov,

dokazeme porovnavat ich velkosti, t. j. ,,dolezitost’ vplyvu* na odozvu, medzi sebou.

Bodovy odhad vSetkych koeficientov robime s rovnakou presnostou, Standardnd chyba

odhadov regresnych koeficientov je konStantna, napr. na obr.18 je rovna 11,865.

: Coefficients ( standard Error '\ tStat  P-value Lower95% U pper395%
Intercept 776,0625 11,86529208|) 654061 3,32E-12 748,701087 B803,423913
_§t1 -50,8125 11,86529208| -4,28245 0,002679 -7E8,173913 -23, 451087
|12 3,6875 11,80529208| ©,31078 0,763911 -23,673513 31,0489125
i3 153,0625 11,86529208 | 12,90002 1,23E-06 125,701087 180,423913
[t1%2 -12,4375 11,860529208| -1,04823 0,325168 -33,7985913 14,9239125
_itl*tS -76,8125 11,86529208| -6,47371 0,000193 -104,17391 -49,451087
fti*tB -1,0625 11,86529208| -0,08955 0,930849 -28.423913 26,2989126
(t1*t2*13 2,8125\ 11,86525208/ 0,237036 0,818586 -24,348913 30,1739126

Qbr. I8 Pri bodovych odhadoch regresnych koeficientov sa dopuistame rovnakej chyby, koeficienty su
Standardizované, velkost vplyvu faktorov na odozvu je mozné vzhladom na Standardizaciu
porovnavat a ziskany regresny model ma numericku stabilitu
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Definicia: Linearna transformaécia je zobrazenie, ktoré transformuje interval faktora vyjadreny

v povodnych jednotkach na interval vyjadreny v kodovanych jednotkach:

t(x)
x €{a,b) —>te (-1, 1)

Ak faktor nadobuda hodnoty z intervalu {a, b): x € (a, b), kde s = % je stred intervalu {a, b)

b—a . S oy e\ . . .
al= Ta je polovica dlzky (variaéné rozpitie ) intervalu (a, b), potom linearna transformacia
t(x) = ? zobrazi interval (a, b) na interval (—1,1). Transformacia ,,posunie a zmeni tvar*
experimentalnej oblasti, ako je vidiet na obr. 19.

X7
Me . IV

Il 11 R

transformacia

>

-1 1 f
L= -1t » 111

=2 [= = 11

Obr. 19 Transformdcia experimentdlneho priestoru vyjadreného v pévodnych jednotkdich
do experimentalneho priestoru vyjadreného v kodovanych jednotkach

4.4 ODHAD KOEFICIENTOV TRASFORMOVANE]J REGRESNE]
FUNKCIE LINEARNEHO TYPU V UPLNOM EXPERIMENTE
TYPU 22 METODOU NAJMENSICH STVORCOV (MNS)

Bodovy odhad koeficientov regresného modelu linedrneho typu po transformécii robime
pomocou rovnice regresného modelu linedrneho typu vyjadreného pomocou faktorov

v transformovanych jednotkach:
yt = (ﬁ,)t(tll tz ) = BO + Bltl + thz + Blztltz

Nastavenia trovni faktorov v naplanovanych 4 bodoch tplného faktorového experimentu typu

22 bez replikacii po transformécii tvoria plan experimentu:

I:9: = (f) ,(=1;=1) = by + by (= 1) + bo(—1) + by, (-1)(~1)
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1:9, = (fL)t(—li 1) = Bo + 31(—1) + 32(1) + Blz(_l)(l)
Hr:y, = (fL)t(li —1) = by + by (1) + by(—1) + by, (1) (1)
.y, = (fL)t(l; 1) = by + by (1) + by (1) + by (1)(1)
Tejto sustave priradime matice.

Transformovana matica planu experimentu:

1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 1 1 1

Xt:

Vo vSeobecnosti  transformovana matica pldnu experimentu nemusi byt Stvorcova

(pri replikaciach). Transponovana matica k transformovanej matici planu experiment X; je:

1 1 1 1

r -1 -1 1 1
Xe = -1 1 -1 1
1 -1 -1 1

Stlpec merani ozna¢ime ako maticu nameranych hodnot:

Y1
V2
V3
Va

Y =

A vektor odhadov koeficientov:

o

S

Il
S0 oo oo oo
I [\S] -

Zapis ( fL)t(tp t,) = by + byty + byt, + byytit, = ¥, je mozno vyjadrit pomocou maticove;
rovnice v tvare:

~

Xt'b:Y,

kde X, je transformovana matica planu experimentu, b je stipcovy vektor odhadov koeficientov

a Yje matica nameranych hodnot.
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Vypocet maticovej rovnice je nasledovny:
X, b = /- XTI zlava; X! je transponovana matica k transformovanej matici X,
X' -X,-b =Xy XTI - X, je $tvorcova matica; ak 3 k nej inverzna matica
X X)™ X7 X) b= -x) X[ Y

E-b=XF-Xx)*-x-Y

b=XF-x)t- XY

Po rozpisani sucinu

1 1 1 1\ /1 -1 -1 1 4.0 0 0

xrox, =1 -1 1 1)1 -1 1 -1 0400
-1 1 -1 1f/{1 1 -1 -1 00 40
1 -1 -11/ \1 1 1 1 00 0 4
1000

_.0100_._2.

=4(g o 1 o =4 E=2E
0001

Bodovy odhad koeficientov v experimente typu 22 bez replikécii je:

o

\ =X X) XY =—-XT-Y

22

S
I
S S S

N

(> )
iy
N

Ak by sme robili m merani v kazdom bode, v matici X; by sa kazdy riadok opakoval m-kréat,
t.j. X - X, = m - 22E. Vieobecne pre experiment 2¥ dostaneme X/ - X, = m - 2XE.

Vzt'ah na vypoéet matice bodovych odhadov koeficientov b = (X7 - X,)™' - X7 - Y by mal tvar
b= (m-2KE)~1-XT -V, odkial' dostaneme odhad koeficientov transformovanej regresnej

funkcie linearneho typu pre experiment typu 22 s m replikaciami

— ;.Xg"y’

m-2k

S

Il
ASRIRS TR O
5N Ko
\__/
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m je podet merani v kazdom bode a kje pocet faktorov v experimente typu 2%, - X7 je
transponovana matica planu experimentu X,, Y je stipec nameranych hodndt prisluchajici

danym urovniam faktorov, vyjadrenych v kédovanych hodnotach.

Skratena metéda vypoctu

V1
Stipcovy vektor nameranych hodnét Y = < : > nahradime stipcom ich aritmetickych
Ym-2k
V1
V2
Rk
Va

priemerov v kazdom bode experimentu Y = a pocet merani uvazujeme m = 1.

Vypocet koeficientov pomocou rozsirenej matice planu

matica planu experimentu X

. | 4
stlpce stipec

samostatneho | spoloftného
aditivna tsobeni osobenia g
: PR | i namerané
konstanta faktorovt,, ty), faktorovi,,t; hodnoty y

NP LN Js
1 - =1 1] »
1 -1 1 -1 Va2
1 1 -1 -1 ¥
1 1 1 1 Ya

. |

4 0 0 0

Sudet prvkov v 1. stipci oznadime N.
Sucet prvkov v 2., 3., 4. stipci je rovny nule — plan je vyvazeny.

Skalarny saéin dvojic vektorov v stipcoch je rovny nule — plan je ortogonalny.

Vzorec pre odhad (vypocet) koeficientov: b; = %Z i iy
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Priklad: Sleduje sa kvalita pouzivanych pruzin na zéklade toho, kolko "stlaceni" (Y) vydrzia
az do znitenia v zavislosti od dizky pruziny (x; € (10 cm, 15 cm)) a od hrabky pouZitého
drotu (x, € (5 mm, 7 mm)).

1. Naplanujte experiment typu 22 aurcte linearne transformdcie, ktoré zobrazia intervaly
(10,15) a (5,7) na interval (—1,1).

2. Metddou najmensich Stvorcov odhadnite koeficienty transformovanej regresnej funkcie

linedrneho typu, ak v naplanovanych bodoch boli namerané nasledovné hodnoty:
y1=f(10,5) =77,  y;=f(10,7) =98; ys=[(155)=76; y;=[(157)=90;
y2 =f(10,5) = 63;  y,=f(10,7) =82; ys=f(1505)=72; yg=f(157) =92

Riesenie. Priklad mozno vyriesit' v Exceli vyuzitim funkcie nasobenia matic MMULT, funkcie
TRANSPOSE, ktorou ziskame transponovani maticu X! k transformovanej matici planu
experimentu X a vyuzitim nami definovanych funkcii. Celé rieSenie prikladu je zobrazené

v Exceli na nasledujtcich obr. 20 az 22.

x| B.|.E D E F G

10

11 x,:i 1w 15 | sl:rcv:ﬁ;jlfﬁili{g@r_l Inmbda=}=|t£-_l§_l_l:!£

12 x_:i s 7| |=(B12+C12)/2 [=lc12-812)2]
A B C D E F G

10

11 x| 10 15 | stred=|12,5 lambda=|2,5
Sy 7| [ﬁ . i

Obr. 211 Vypocet stredu a variacného rozpdtia intervalov faktorov x1 a x,

Vztah, ktory popisuje pouZité transformacné vztahy a transformacia napldnovanych bodov I az
IV do novych suradnic t4, t, , stt na obr. 21.

.-A-\.

i2
A1 -
2l Lelli g i transformacia  gm |1 eIV
51— e I ==
. -1 1 t
| 10 15 x1 el [-1 ell
linearna transformacia: t,=(x;-12,5)/2,5

t,=x,-6

Obr. 21 Grafické zobrazenie bodov I, II, Il a 1V pred a po transformdcii.
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Pred zadatim vypoétu odhadov koeficientov b; je potrebné napisat’ transformovan(i maticu

planu experimentu X (pole buniek B32:E39), ktora vytvorime opisanim koeficientov t;;,

ktoré

sa nachadzaju pri jednotlivych premennych b;;.

& B C D E F ] H | | L4 L M

5 MNS odhadneme koeficienty ranstormovane| regresne) funkcie lineameho typu P = flegits Y =B + By + Boes + Bpatyts
246

) m=|2 E-.* | 1 AELATT= b (- 1eb (- 1)+ b " (-1)7- 1)
M k=l el 1 | 1 o 11z 1-1,11= b, =[-11b*[1+bus*-1)"1)
9  m2*k=|8 = E: m-2t 1 1(1-1= Botbe®[1+be -1y "(1)*(-1)
30 .. LB L ol PPl g P B =P A B Y
31 nn - bl_ - h - hu - -

52 = 1 -1 -1 1 v 77

3 1 -1 =1 1 &3

34 1 -1 1 -1 a8

35 1 -1 1 -1 &

5 1 1 =1 =T 75

=l 1 1 -1 -1 72

£l 1 1 1 1 %0

g L 1 1 1 o

L]

4 NT<|«TRANSPOSE[B32-E35)

42

a3
-

45

45 KT=¥=|=MMULT[B41-184.G32:G39) b=|=846/8 by= =B4G6/E

a7 =B47/8 b= =B4T/E

a8 =B48/3 b= =B4E/E

49 =B49/8 b= =B4ofE
. i_q odhad ransformovane] regresnej funkcis linearneho typu

81 frin e =Has . =H&7 T . =Had "ty s+ =H4D s P
AT & 1T €1 6 1 & b1 e | wn [ v | 0 | kK | & | w
25 |MNS odhadneme koeficienty transformovanej regresnej funkeie linearnehotypu & = fls, e d =5, +Br, + bor + b1yt
% | £

b ms|2 =3 r B A-L-1)= pgeby (- 1j+bs* [ 1y ™-1)%(-1)
8 2Mk={2 h= 1'31 S — 15 f(-1,1)= Byby " (10" (11+0y:"(-1)"([1)
20 m2oke|8 By | m-& 1102 #(1,-1j= Dy, (103" (-1)+03s*(1)*(-1)
0 \By IV f{L3)= byt * 1)+ by 1)*11)
31 b ) 8. 1 b | B

2 i= 1 -1 -1 i Y= 7

33 1 -1 -1 1 &3

34| 1 -1 1 -1 S

35| 1 -1 1 -1 82

35| 1 1 1 -1 76

37 | g 1 ] -1 b}

3| 1 1 1 1 %

38 1 1 1 1 92

40

. | 7= 1 1 1 1 . 1 1 1

42 | =1 =1 <1 =1 1 1 1 1

43 | =1 =3 1 1 =1 =1 1 -

Ex) 1 1 =1 =1 =1 =1 1 1

45

4B AT=¥=|B50 b={81,25 b= 81,25

47 10 175 by=1.25

48 e 0,25 b= 9,25

40 £ 075 By 0,75

50 | odhad transformovanej regresnej funkcie linearneho typu

51| ftne BL35 o« 135 =1, . §,25 *1, - 0,75 1,5

Obr. 22 Vypocet bodovych odhadov regresnych koeficientov MNS v Exceli
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Bodovy odhad koeficientov b; mdzeme v Exceli

Vypocet je zobrazeny na nasledujucom obr. 23.

13
14
15
16
17
18
19
20
21
2
a3
24
5

-

G

1

najst’

aj pomocou rozsirenej matice planu.

Obr. 23 Vypocet koeficientov pomocou rozsirenej matice planu
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H 1 ) K L M N (+] P
- L T b
by by by byz
1 fy 7] T ¥ 1"y ;" " 1%t
1 1 1 =115"115 77 | =HI5"S15  =115°SL15  =)15'SL15  =KI5"SL15
1 1 1 =I16*116 63 =HI6®5L16 =116*5L16 =116*5L16 =K16*5L16
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4.5 VYHODNOTENIE EXPERIMENTU TYPU 22 POMOCOU
TESTOVANIA HYPOTEZ

Statistické vyhodnotenie je potrebné robit na transformovanych (kédovanych)

hodnotach. Uvazujme preto transformovanu regresnt funkciu linearneho typu

(fL)e(t1,t2) = by + byt + bty + byptyts.

Ak je b; v absolutnej hodnote malé Cislo (zapisujeme b; = 0), potom faktor t; nemé vyznamny
vplyv na hodnotu transformovanej funkcie (f;):(t;,t2), ak b; je v absolatnej hodnote vel'ké
Cislo (zapiSeme b; # 0), potom faktor t; ma velky vplyv na hodnotu transformovanej
funkcie(f},)¢(ty,t;). Rovnaké uvahy platia aj pre koeficient b;;, ktorym popisujeme velkost

vzéjomného posobenia faktorov ¢; a t;.

Obr. 24 vysvetl'uje, preco je mozné linedrnu zavislost medzi dvoma premennymi X a Y vyjadrit
pomocou nenulového regresného koeficientu b,. Vlavo, ked’ sa smernica prelozenej priamky
b; rovna nule, vidiet, Ze premennd X sa meni, ale premennd Y napriek tomu zostava konsStantna
— nemodzeme tvrdit, Ze medzi X a Y existuje zavislost. Naopak vpravo hodnoty premennej X
narastaju sicasne s hodnotami premennej Y. V tomto pripade stoji nenulovy koeficient by pri

linearnom ¢lene X, preto mozeme povedat’, ze zavislost’ je linearna.

Y=b0+b1'X

Y:b0+b1'X
A A
Y Y
000 0
O
b =0 by #0
X' X

Obr. 24 Zdévodnenie k testovaniu nulovosti regresného koeficientu b; pri testovani zdvislosti medzi
dvoma premennymi

Tvrdenia b; = 0 , resp. b; # 0 s pre nas hypotézami, ktorych platnost’ testujeme. V praxi
hodnoty b-koeficientov nepozname, pozname iba ich odhady b, ktoré pouZijeme pri vypoéte

testovace;j Statistiky.
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4.5.1 Test Statistickej vyznamnosti jednotlivych parametrov (faktorov a interakcii
faktorov) vyjadreny testom Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov
regresného modelu linearneho typu pre experiment typu 22 s m replikaciami

Realizujeme individudlny t-test Statistickej vyznamnosti vztahu Y (zdvislej premennej)
s urcitou nezavislou premennou x; v danom regresnom modeli. O vSeobecnom principe

testovania hypotéz viac v [16]. Testujeme na hladine vyznamnosti a. Testované hypotézy su:

Hy:bj=0sH;:b; #0prei=1, 2, 12

Pod uvedenym zapisom rozumieme hypotézy, ktoré je mozné vyjadrit’ slovami:

Hy: Regresny koeficient b; nie je Statisticky vyznamny (b; = 0, i = 1, 2, 12), t. j. faktor ¢;
nema velky vplyv na funkciu(f;);, t. j. x; nema vel’ky vplyv na funkciuf; — vplyv nie je
Statisticky vyznamny.

Hy: Regresny koeficient b; je Statisticky vyznamny (b; # 0,i = 1, 2, 12), t. j. faktor t; ma
velky vplyv na funkciu(f;)s, t. j. x; ma velky vplyv na funkciu f; — vplyv je Statisticky

vyznamny.

Pouzijeme testovaciu charakteristiku (Statistiku) s predpisom:

_ b2k mm-1) _ b - _1). 0k
t(b) = 22D = e~ t(m - 1) - 2%),

kde RZ = {’;’fk(yi — $1)? je sudet rezidudlnych $tvorcov, y; st namerané hodnoty, 9; st
predikované (vyrovnané teoretické) hodnoty; b, je bodovy odhad regresného koeficientu b;,
SE(b,) je standardna chyba bodového odhadu b,, m je pocet replikacii v kazdom bode planu
experimentu, 2% je typ experimentu. Testovacia Statistika t ma Studentovo rozdelenie

so stuptiom vol'nosti (m — 1) - 2%,

Pozndmka: Hodnota RZ = SSE je v tabulke ANOVA, ktor4 je sii¢astou vystupu regresnej
analyzy v Exceli: Data analysis — Regression.

Rozhodovanie o vysledku testu robime pomocou:

a) kritického oboru:

Ak pre realizaciu testovacej Statistiky plati  |to| > té‘n‘;_l)_zk (1 —%) alebo ak t, patri

do kritickej oblasti W = (—00; —t I(crl:l—l)'zk (1 — %)) U (tg'lr]l—l)'Zk (1 - %), 00) zamietame H,,.
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fla)

a

k(1-9) 0 b uer an X

’ 1 § A W
Wrr=1)2 2 Ty Il-_'"' (1-%)

HO zamietame HO nezamietame (prijimame) HO zamietame

b) intervalu spol’ahlivosti pre b - koeficienty
Testujeme platnost’ hypotézy Hy: b; = 0, preto v pripade, ze ¢islo 0 lezi v (1 — a).100 %-nom

intervale spol'ahlivosti, na hladine vyznamnosti a hypotézu H,, prijimame.

v Exceli: Data analysis — Regression — automaticky hl'add 95% interval spol'ahlivosti (podl'a
zvolenej hladiny vyznamnosti je mozno zadat’ aj inu spolahlivost’ konfidencného intervalu)
¢) p-hodnoty: ak p < a zamietame H, , ak p > a nezamietame H,,

v Exceli: Data analysis — Regression

4.5.2 Test Statistickej vyznamnosti regresného modelu ako celku

Celkovy F test Statistickej vyznamnosti regresného vztahu Y (zavislej premennej) a
X1, X2 (nezavislych premennych). Testujeme na hladine vyznamnosti a. Testujeme hypotézy:
Hy: by = by, = by, = 0 s Hy: 3 aspoii jedno i: b; # 0
Hypotézy vyjadrené slovami su:

Hy: Regresny model nie je Statisticky vyznamny (t. j. vSetky regresné koeficienty b; = 0,1 =
1, 2, 12),

H,: Regresny model je Statisticky vyznamny (aspoii jeden regresny koeficient b; # 0)
Zamietnutie Hy znamena, ze aspon jedna z nezdvislych premennych vplyva vyznamne na Y.

Testovacia charakteristika (Statistika):

T k=1 3G -9
F=—dh—= T (T EEE))
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kde n je rozsah vyberového stiboru (n = m - 2%), k je pocet faktorov resp. aditivnych &lenov
v regresnom modeli, ¥ je priemer nameranych hodnoét, y; je i-ta namerand hodnota, y; je i-ta
modelovana hodnota, SSR je variabilita vysvetlend regresnym modelom (sum of squares due
to regression); SSE je rezidualny sucet Stvorcov — variabilita nevysvetlend regresnym modelom
(sum of squares due to error); SSY je celkova variabilita premennej Y — celkovy stcet Stvorcov

(sum of squares total), obr.25.

Pre dané sucty Stvorcov plati: SSY = SSE + SSR,

iy =¥ =% — 90+ i@ — 9)?

e -
—
-

35 ‘

X Xa X X . :
1 2 i x, X Xy X

Obr. 25 K vysvetleniu SSY, SSE a SSR, ktoré byvaju sucastou tabulky ANOVA

Na obr. 26 je rozklad Stvorca odchylky od celkového priemeru SY na Stvorec rezidudlne;
odchylky SE a $tvorec odchylky vysvetlenej regresiou SR pre pripad i-teho pozorovania.

¥=by+ by X

4 :
SE
0 I i -
v SY - stvorecodchylior od
L e Y T calkovdho priemeru
. R S B < B e i e
\fl hrores odrhviky
Fsveliangl regrasio
i
. o
E X

Obr. 26 Rozklad SY na SE a SR pre pripad i-teho pozorovania
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Testovacia Statistika F* ma Fisherovo rozdelenie so stupiiami vol'nosti k, n — k — 1. Test je
pravostranny — ¢im je SSR v porovnani s SSE vicSie, tym lepSie regresny model vystihuje data.

Rozhodovanie o vysledku testu robime pomocou

a) kritického oboru: Ak je realizacia testovacej Statistiky Fy > Fgf{”’n_k_l)(l — @), potom

hypotézu H, zamietame.

ol

T X
0 EY . (1-a)

HO nezamietame (prijimame) I HO zamietame

b) p-hodnoty: p < a zamietame H,.

Excel: Data analysis — Regression — tabulka ANOVA

4.5.3 F test Statistickej vyznamnosti prinosu k-tej vysvetlujicej premennej
na vysvetlenie variability zavislej (vysvetl’ovanej) premennej

Stcastou ANOVY v statistickych softvéroch st Standardne aj F testy Statistickej

vyznamnosti prinosu k-tych vysvetl'ujucich premennych (nie je sti€astou vystupu v Exceli).

Uvedenym testom testujeme prinos, ktorym dodato¢ne prispieva k-ta vysvetlujlica premenna
(alebo celkova linearna, kvadratickd zlozka modelu) k vysvetleniu variability zavislej
premennej Y. Vyznam tohto testu spociva v tom, Ze v pripade zamietnutia nulovej hypotézy
pri F-teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu chceme vediet’, ktora zo vstupnych
premennych ma Statisticky vyznamny a nevyznamny vplyv na zavisli premennu Y, resp.
chceme vediet, ktoré konkrétne zlozky modelu Statisticky vyznamne prispievaju
k celkovému modelu. Oznacenim dodato¢ny prispevok k-tej vysvetlujucej premennej
rozumieme prinos tejto premennej za predpokladu, Ze sa uz prv uvazovalo s (k —1)

nezavislymi (vysvetlujacimi) premennymi.
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Testujeme na hladine vyznamnosti a. Testované hypotézy su:

Hy: Dodatocny prispevok k-tej vysvetlujicej premennej na vysvetlenie variability
vysvetl'ovane] premennej nie je Statisticky vyznamny.

H;: Dodato¢ny prispevok k-tej vysvetlujucej premennej na vysvetlenie variability

vysvetl'ovanej premenne;j je Statisticky vyznamny.

Testovacia Statistika:

SSRﬁplny model ~ SSRredukovany model

1
SSEuplny model ( )

n—k—1

Plati SSEgping model = SSTotal = SSRiping model> Kde SStoral = SSY je celkova suma Stvorcov
odchylok od priemeru, SSRping model j€ suma Stvorcov odchylok od celkového priemeru
vysvetlend Uplnym regresnym modelom s k prediktormi (Clenmi) a SSRyedukovany model J€

suma Stvorcov odchylok od celkového priemeru vysvetlena redukovanym regresnym modelom
s k — 1 prediktormi (Clenmi). Testovacia Statistika F ma Fisherovo rozdelenie so stupnami
volnosti 1, n — k — 1, kde n je rozsah vyberového suboru, k je pocet faktorov, resp. aditivnych

¢lenov v regresnom modeli. Test je opét’ pravostranny.
Rozhodovanie o vysledku testu robime pomocou

a) kritického oboru: Ak realizicia testovacej Statistiky Fy > F(kll,’n_k_l)(l —a), potom

hypotézu H, zamietame.

fix)

() ‘I: ".1(1_

HO nezamictame (pnjimame) l HO zamieiame

b) p-hodnoty: Ak p < a zamietame H,,.
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Poznamka:
Ak je Clen regresného modelu v tabulke ANOVA signifikantny (Statisticky vyznamny),
interpretacia zavisi od typu daného ¢lena regresného modelu. Interpretacie st nasledovné:
e Ak je spojity faktor signifikantny, je mozné prijat’ zaver, Ze regresny koeficient pre dany
faktor sa 1i$i od nuly.
e Ak je kategoricky (kvalitativny) faktor signifikantny, je mozné prijat zaver, ze
pravdepodobnost’ nastania udalosti nie je rovnaka pre vSetky trovne faktora.
e Ak je interakény vyraz signifikantny, je mozné prijat’ zaver, ze vzt'ah medzi faktorom a
pravdepodobnost’ou nastania udalosti zavisi od ostatnych faktorov v ¢lene.
e Ak je kvadraticky ¢len signifikantny, je mozné prijat’ zaver, ze odozvova plocha (vid’

kap. 7 Response surface metodology) ma zakrivenie.

4.5.4 Test dostato¢ného prisposobenie regresného modelu (Test Lack of Fit)

Test adekvatnosti regresného modelu (Test Lack of Fit) mozno pouzit, ak mame
pre kazdé nastavenie faktora skupinu nameranych hodnét, z ktorej pocitame tzv. ¢istd chybu
(Pure Error). Regresny model dobre popisuje zavislost’ Y od faktorov, ak je variabilita rezidui
modelu priblizne rovnakd ako variabilita vo vnutri skupin. Nadbytocnému rozptylu rezidui
v dosledku zlého prispdsobenia modelu hovorime chyba nedostato€ného prispdsobenia (lack

of fit).

Rozlozime SSE = SSLF + SSPE, t. j. sumu rezidualnych Stvorcov SSE rozdelime na sumu
Stvorcov odchylok SSLF (sum of squares due to lack of fit), ktord vznikla v dosledku
nedostatocnosti modelu, a SSPE ((sum of squares due to pure error), ktord vyjadruje sumu

Stvorcov odchylok, ktord vznikla v désledku chyby merania.

Rozklad stctu rezidualnych Stvorcov na zlozku Pure Error a Lack of Fit pre dve premenné X a Y
vidime na obr.27. Hodnota SSPE je ovplyvnend nasSim meranim, naopak hodnota SSLF je
ovplyvnena regresnym modelom. Pri teste Lack of Fit tieto zloZky prepocitané

na zodpovedajuce rozptyly navzajom porovnavame, obr. 28.
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Obr. 27 Zobrazenie vyznamu SSPE a porovnanie SSLF pre linearny regresny model vlavo dole
a kvadraticky regresny model vpravo dole

Pre dve premenné X a Y bude pre rozklad suctu rezidudlnych Stvorcov platit”:

SSE = SSLF + SSPE

ni m ni m ni

S S - =3 G-+ Y Y -

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1
kde y;; oznaCuje j-te pozorovanie pre x; kde i =1, 2, .., maj =1, 2, .., n; prifom n; je

pocet opakovani x; a m je pocet urovni premennej X (jej réznych hodndt);

Perform a test of lack of fit
¥

I Departure from linearity  LF

I Pureerror PE

With replications

Principle : compare Im I
if I - I > () then change the model
Qbr. 28 Princip testu LOF pre dve premenné X a Y [26]
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Regresny model povazujeme za adekvatny (dostato¢ny), ak sa hodnoty SSPE a SSLF Statisticky
vyznamne neliSia. Ak je rozdiel medzi SSLF a SSPE vyznamny, povazujeme model
za nedostatocny .

Na zéklade uvedeného testujeme aj v pripade viacnasobnej regresie hypotézy:

Hy: SSLF — SSPE = 0 (Regresny model nie je nedostatoény — je dostato¢ny. No Lack of Fit.)

H;: SSLF — SSPE > 0 (Regresny model je nedostatocny. Lack of Fit.)

Pouzijeme jednostranny (pravostranny) F test — v tomto pripade nam v pripade dostato¢ného
prisposobenia postacuje, aby bola zlozka SSLF porovnatel'nd so zlozkou SSPE.
dfLF __ MSLF

Testovacia Statistika F = <55 =
SSP Z MSPE

~F(dfLF; dfPE).

Testovacia Statistika F ma Fisherovo rozdelenie so stupniami vol'nosti df LF, df PE,kde dfE =
dfLF + df PE. Stupne vol'nosti pre Cisti chybu poc¢itame ako stucet z poc¢tu replikacii v kazdom

bode merania minus jeden.

Testujeme na zvolenej hladine vyznamnosti a. Rozhodovanie o vysledku testu robime

pomocou

a) kritického oboru: Ak realizdcia testovacej Statistiky Fp > F(’;’}LF; arpp)(1 — @), potom

hypotézu H, zamietame.

fix)

0 B n(]

HO nezamictame (prijimame) Il HO zamictame

b) p-hodnoty: ak p < a zamietame H,.

Zamietnutie H, znamena Statisticky vyznamnu chybu neprisposobenia, a teda nedostatocny
model.
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4.5.5 Test krivosti (curvature)

Test krivosti (curvature) — vyzaduje meranie v centralnych bodoch — overujeme, €i je potrebny

uplny kvadraticky model f, = by + X¥_; b;t; + Xiy Th_y byjtity + X5 byjt?

Testované hypotézy zapiSeme:

Nulova hypotéza hovori, Ze sucet vSetkych kvadratickych ¢lenov je nulovy — kvadratické Cleny
v regresnom modeli nie su potrebné. Alternativna hypotéza hovori, ze sucet vsetkych
kvadratickych ¢lenov je nenulovy — aspon jeden kvadraticky ¢len je potrebny do regresného
modelu zaradit. Testujeme na hladine vyznamnosti a.

SSCPQ
Testovacie kritérium F = —3— ~F(1; df),

afg

S5 )2
kde  SScpq =7W;(C)+Fm a ncje pocet replikacii v centralnych bodov; np je pocet

faktoridlnych bodov; Yy, je priemerné y v centrdlnych bodoch; yrp je priemerné
y vo faktoridlnych bodoch; ss¢cpq je sucet Stvorcov odchylok kvadratického zakrivenia (sum
of square for pure quadratic curvature); SSE je suma Stvorcov odchylok rezidudlnej chyby Error
(oznacovanej ako reziduum €) a d fz st stupne vol'nosti rezidualnej chyby. Testovacie kritérium

ma Fisherovo rozdelenie s 1 a dfg stuptiami vol'nosti. Test krivosti je pravostrannym testom.

Ak faktorialne body v navrhu nie st replikované (Co znamena, Ze Statistické
vyhodnotenie by pre dfpr = 0 nebolo moZné), je mozné vyuzit pocet replikacii nc
v centralnych bodov na vytvorenie odhadu chyby Error € s (n; — 1) stupfiami volnosti.
Testovacie kritérium pre experiment bez replikacii vo faktoridlnych bodoch s pridanym
opakovanym meranim v centralnom bode mozno vtedy zapisat’ vztahom

SSCPQ

F=—2"—~F(1;n, - 1).
Z(J’i_yc)z ( y Ne )
nec—-1

Testovacie kritérium ma Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s 1 a (ns — 1) stupfiami volnosti.

Pridanie centralnych bodov (opakovanych merani v centrdlnom bode) do faktorového

navrhu poskytuje dostatocnu informéciu o pritomnosti zakrivenia v odozvovej ploche pretoze,
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ak zakrivenie existuje, potom je odozva v centralnom bode vicsia alebo mensia ako v krajnych

bodoch experimentalneho priestoru (faktorovych - faktoridlnych bodoch), vid’ obr. 29.

1 L
i CENEr .
rLns F
Xy 0= H". factorial
runs

(1) |f

-1 @ o

| 1 |

-1 1] +1

Obr. 29 Experiment 2° s pridanym centralnym bodom [9]

Vyznam pridania tretej irovne nezavislej premennej X pri hl'adani regresného modelu
s kvadratickym ¢lenom pre dve premenné X aY ukazuje nasledujici obr. 30. Pri urCovani
linearnej zavislosti Y od X postacuje namerat’ hodnoty zavislej premennej Y v 2 trovniach
nezavislej premennej X. Ak chceme datami prelozit’ regresny model s kvadratickym ¢lenom,

merania v 2 urovniach nezavislej premennej X nam nebudu stacit’.

A
Y A Y Y:b0+b1X+b2X2
°
Y =by+by X °
°
e — 0
° ° ° °
1 1 } >
: : > X1 x, x3 X
xl xZ X

Obr. 30 Minimdliny pocet urovni nezavislej premennej (na vodorovnej osi) je uréeny typom regresného
modelu

Minitab testuje zakrivenie iba vtedy, ked’ ndvrh obsahuje stredové body. Test sa zameriava
na prisposobeny priemer odozvy v stredovych bodoch vzhl'adom na o¢akavany priemer, ak st
vztahy medzi ¢lenmi modelu a odozvou linearne. Na vizualizaciu zakrivenia pouZziva grafy
hlavnych efektov. Na obr. 31 vl'avo je priemer odozvy v stredovom bode blizko usecky, ktora

spaja priemery odoziev vo faktorovych bodov. Zakrivenie pravdepodobne nie je Statisticky
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vyznamné. Na obr.31 vpravo je priemer odozvy v stredovom bode d’aleko od Ciary, ktora spaja

priemery odoziev vo faktorovych bodov, ¢o naznacuje zakrivenie. Testom (pomocou hodnoty

p-hodnoty) overujeme, €i je zakrivenie Statisticky vyznamné.

Main Effacts Plot far 4 dain Effects Plot for &

Obr. 31 Minitab na vizualizaciu otazky zakrivenia pouziva grafy hlavnych efektov - na obr. vlavo

neocakavame, Ze odozvovd plocha bude mat’ zakrivenie, vpravo dano [9]

Poznamky:

1.

Jednym z dolezitych dovodov pre pridanie opakovanych merani prave v centralnom
bode experimentalneho priestoru je, Ze stredové body neovplyvituju odhady efektov
v experimente typu 2¢. Ked pridavame stredové body do stredu experimentilneho
priestoru, predpokladame, ze faktory st kvantitativne.

Pridanie centralneho bodu do planu experimentu nepostacuje na ndjdenie koeficientov
kvadratického regresného modelu b;; (nemame dostatocny pocet stupfiov volnosti).
Zatymto Uelom je potrebné pridat’ merania v axidlnych bodoch (vid® Centralny
kompozitny dizajn), ktoré zvysia pocet nezavislych merani. Meranie v centralnom bode
sluzi iba na vypocet testovacej Statistiky pri teste krivosti — dava informaciu o zakriveni
odozvovej plochy.

Minitab v tabul’ke ANOVA rozdel'uje sumu Stvorcov rezidualnych chyb SSE na sumu
Stvorcov odchylok v dosledku kvadratického zakrivenia SScpgp, sumu  Stvorcov
odchylok v désledku nedostatocného prispdsobenia regresného modelu — Lack of Fit
SSpor @ sumu Stvorcov odchylok v dosledku Cistej chyby SSpg. Plati SSE = SS¢pq +
SSpor + SSpg. Toisté plati aj pre stupne volnosti dfE = dfcpg + dfior + dfpe. Ak je
krivost’ zahrnutd do regresného modelu, potom krivost’ vyjadrend cez SScp, nie je
sucast’ou chyby Error, resp. SSE.

Ak sa krivost’ ukaze ako nevyznamna, potom je vhodné meranie v centralnom bode

v d’alSom Statistickom spracovavani neuvazovat’.
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Rozdelenim merani v stredovych bodoch v priebehu experimentu (jedno alebo dve
merania v centralnom bode na zaciatku experimentu alebo blizko neho, jedno alebo dve
merania v strede a jedno alebo dve merania blizko konca experimentu) poskytuji hrubu
kontrolu stability procesu pocas experimentu. Napriklad, ak sa v odozve vyskytol trend,
kym sa experiment uskuto¢iioval, vykreslenie odoziev centralneho bodu v zavislosti
od ¢asu to moze odhalit’.

Niekedy sa experimenty musia vykonavat’ v podmienkach, ked je k dispozicii malo
alebo ziadne predchéadzajuce informacie o variabilite procesu. V takychto pripadoch
moze byt’ vel'mi uzitocné spustenie dvoch alebo troch merani v centralnych bodov ako
prvych pri spusteni experimentu, pretoze tieto merania mozu poskytnut predbezny
odhad variability.

Centralne body sa zvycCajne pouzivaju, ked su vSetky faktory kvantitativne (vtedy lezia
v strede experimentalneho priestoru). Niekedy existuje jeden alebo viac kvalitativnych
alebo kategorickych premennych a niekol’ko kvantitativnych. Aj v tychto pripadoch je
mozné pouzit centralne body. Na ilustrdciu uvazujme experiment s dvoma
kvantitativnymi faktormi: ¢asom a teplotou, kazdy na dvoch trovniach, a jednym
kvalitativnym faktorom: typom katalyzatora, tiez s dvoma urovne (organicky a
neorganicky). Obr. 32 ukazuje Cplot experimentu typu 2° pre takto zvolené faktory.
Centralne body st umiestnené na protilahlych stranach kocky, ktoré zahtfiaju
kvantitativne faktory. Inymi slovami, merania v centrdlnych bodoch moézu byt
vykonavané na nizkej a vysokej trovni kombinécii kvalitativnych faktorov, pokial

tieto podpriestory nasledne zahffiaju iba kvantitativne faktory.

teplota

cas

katalyzator

Obr. 32 Experiment 2° s jednym kvalitativaym faktorom a dvoma centrdalnymi bodmi
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Pri teste krivosti testujeme hypotézy Hy: Z?=1 bj; =0s Hy: Z§=1 bj; # 0.

fx) '

X

0 Fh e(1-a)

HO nezamietame (prijimame) II HO zamietame

Hypotézy testujeme na zvolenej hladine vyznamnosti a. Vysledné rozhodovanie robime
pomocou

a) kritického oboru: Ak realizdcia testovacej Statistiky Fy > F(’;’}LF; arpe)(1 — @), potom

hypotézu H, zamietame.
b) p-hodnoty: ak p < a zamietame H,.

Zamietnutie H, znamena signifikantna pritomnost’ kvadratického zakrivenie (quadratic effects)
v odozvovej ploche.

4.5.6 Stupne vol'nosti (Degrees of freedom)

Pri vypoctoch testovacich Statistik pri testoch hypotéz a pri parametroch rozdelenia
testovacich Statistik byvaji uvadzané stupne volnosti df. V kontexte DOE je pocet stupiiov
volnosti df spojenych s procesnou premennou o jeden mensi ako pocet trovni pre dany faktor,
tedan — 1. Napriklad pri testovani efektu faktora, kedy porovndvame priemer odozvy na dvoch
urovniach kazdého faktora, bude df = 2 — 1 = 1. Pocet stupniov vol'nosti pre cely experiment
je o jeden mensi ako celkovy pocet merani, napriklad pre Uplny faktorovy experiment

¥ bodoch experimentu sa  df = m-n¥ —1. Stupei volnosti

s mreplikaciami v n
pre interakciu sa rovna suinu stupiia volnosti spojeného s kazdym faktorom zapojenym
do tohto konkrétneho interakéného ucinku. Pre experiment typu n* je vietkych k faktorov
meranych na n urovniach. Stupne volnosti pre kazdu interakciu df = (n — 1)(n — 1). Stupne
volnosti vyjadrené pre vsetky dvojfaktorové interakcie spolu df = (Izc) n—1Dn-1).
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Stupne volnosti pre chybu (Error) suvisiacu s reziduami € sa pocitaju pomocou rozdielu
stupiiov vol'nosti pre cely experiment a stupniov vol'nosti vSetkych ¢lenov pouzitého regresného
modelu. Stupne volnosti pre Cistu chybu (Pure Error) stuvisia s nepresnostou samotného

merania a pocitaju sa ako stucet replikdcii zmenseny o jeden v kazdom experimentalnom bode.

4.5.7 Graficka analyza rezidui — vizualne postidenie vhodnosti regresného modelu
a testy normality rezidui

Graficka analyza rezidui nie je priamo ¢ast'ou tykajicou sa testovania hypotéz, ale je sucast'ou
hodnotenia kvality ziskaného regresného modelu. Poziadavky na rezidud, ktoré by mali byt

splnené pre ,,dobry* regresny model st:

1. N(0; ¢?)
2. homoskedasticita

3. nezavislost’

1. Kontrolujeme normalitu dopocitanych rezidui e; =y; —J;, kde y; je i-ta namerana
hodnota, y; je predikovand hodnota, ktora prislucha trovniam faktorov pre i-te meranie.
Histogram $tandardizovanych rezidui s rozdelenim N(0; 6%) by mal byt umiestneny do nuly
(os symetrie ma prechadzat’ nulou) a nadobudat’ nenulové pocetnosti v tvare Gaussovej krivky
v ramci intervalu hodndt rezidui £3. V pripade malej vzorky mé vacsiu vypovednu hodnotu
ako histogram normalny pravdepodobnostny graf. Rezidua by mali leZat’ priblizne na (Cervene;j)

priamke, obr. 33.

Mintiwpr o of Ball Odasneter Normad Probatiity Piot
o (remponme 3 Motsiry)

. |
L r’u rl . i

‘ : 2 [
| D— Rechaaad

Percent
HSZBTE 2 2

Obr. 33 Histogramom standardizovanych rezidui a normalnym pravdepodobnostnym grafom
kontrolujeme splnenu normalitu Standardizovanych rezidui [18]
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Poznamka: V pripadne nejednoznacnosti grafického vystupu je mozné normalitu overit
(potvrdit’) pomocou testov normality. Podl'a podmienok volime test nulovej Sikmosti a nulove;j
$picatosti, kombinovany test alebo je mozné vyuzit’ v Minitabe ponuku Ryan-Joiner testu, ktory

je modifikédciou Shapiro-Wilk testu, Anderson-Darling test alebo Kolmogorov-Smirnov test.

2. Homoskedasticitu — priblizni konStantnost’ variability rezidui kontrolujeme na grafe
zobrazujucom vztah rezidui a vyrovnanych (fitovanych) hodn6t premennej Y (residuals versus
fit), obr. 34. Rezidud mali by byt priblizne rovnaké bez ohladu na to, ¢i je vypocitana

(predikovana) hodnota velka alebo mala (residuals versus fit).

Residual

Varsus Fits
lrespongs is Curent Average)

I

an

Rasidual

e

ad

Versus Fits
(respanse s U

3 ] L 1 15 Fai) el au
Firted Walie Fitted Valise

Obr. 34 Graf residuals versus fit [17]- rozlozenie rezidui by malo byt sistredené okolo nuly, splitat
zdkon troch o a bez pritomnosti vzoru. Vlavo su tieto poziadavky priblizne splnené, vpravo nie.

3. Nezavislost’ rezidui kontrolujeme na grafe zobrazujicom vztah rezidui a hodndt premennej
X (residuals versus order). Spravanie sa rezidui v ¢ase vzhl'adom na predikované hodnoty by

tiez malo byt konStantné, obr. 35.

Ros<tal

Residuals Versus Temparaturs
limgaaiw

M Divye EMffwromece)

Trmpecatinn

Obr. 35 Graf residuals versus order [17] — vlavo su rezidud nahodne rozdelené okolo nuly, vpravo
vidime, Ze zavislost rezidui od teploty je priblizne linearna



Rézne pripady rozlozenia Standardizovanych rezidui vzhl'adom na hodnoty regresnej

funkcie su zachytené na nasledujucich obr. 36 az 38. [14]

-

Obr. 36 Rezidud neprejavuju systematické tendencie a spadajii do horizontdlneho pdsu sistredeného
okolo nuly [14]

(br. 37 Na roznych irovniach odhadnutych hodnét Y je rézna rozptylenost rezidui (porusenie

homoskedasticity nahodnej zlozky) [14]
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Obr. 38 V spravani rezidui pozorujeme systematické tendencie (porusenie nezavislosti nahodnych

chyb) [14]
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4.6 POROVNANIE ROZNYCH REGRESNYCH MODELOV

Pri rieSeni regresnej ulohy vzdy prichadza do uvahy viacero regresnych funkcii, preto sa

zist'uje, ktory z tychto modelov najlepsie vystihuje zavislost’ medzi skimanymi premennymi —

medzi odozvou a faktormi.

To sa d4 merat’ roznymi charakteristikami (suvisiacimi s reziduami):

saétom rezidudlnych $tvorcov SSE = ¥;(y; — 9;)?— cielom MNS je minimalizovat

hodnotu, t. j. minimalizovat’ variabilitu nevysvetlent regresnym modelom,

SSE

rezidudlnym rozptylom sZ,, = —

9

Standardnou odchylkou rezidui S,., = /S,
koeficientom determinacie R?,
preverit’ roznymi testami (testy normality, testy heteroskedasticity, testy autokorelacie

a nezavislosti rezidui, atd’.).

Z dvoch regresnych modelov, ktoré by teoreticky prichddzali do tvahy, je lepsi na zéklade

analyzy rezidui ten, ktory ma mensie hodnoty SSE, s2,, a S,., a ten, ktory ma vicsiu hodnotu

koeficientu determinacie RZ2.

Okrem charakteristik stvisiacich s reziduami, potencidlne vhodné regresné modely

porovnavame aj z hl'adiska komplexnosti a preparametrizovania (overfittingu):

e vzdy st preferované jednoduchsie modely (predchddzame overfittingu),

e Akaikovo informaéné kritérium AIC (Akaike Information Criterion) je metrika
pouzivana na vyber najlepSicho modelu z viacerych kandidatov. Zohladiuje
presnost’ modelu aj jeho zloZitost', pricom penalizuje modely s nadmernym poctom
parametrov. Sama o sebe hodnota AIC nema vyznam, sluZi iba na porovnavanie
r6znych modelov. Hodnotu AIC pocitame podla vztahu AIC = 2k — 2In(L), kde
k je pocet parametrov, L je funkcia maximalnej vierohodnosti (meria, ako dobre
model vysvetl'uje data, viac v [12]). Model s niz§im AIC sa povaZuje za lepsi.

e Bayesovské¢ informacné kritérium BIC (Bayesian Information Criterion) je podobné
ako kritérium AIC, ale silnejSie penalizuje zlozité modely. Hodnotu kritéria BIC
pocitame vztahom BIC = kln(n) — 2In(L), kde k je pocet parametrov, n je pocet
pozorovani, L je funkcia maximalnej vierohodnosti. NizSie BIC znamena lepsi
model. BIC je konzervativnejsi ako AIC, pretoZe silnejSie penalizuje zloZité modely,

¢im znizuje riziko overfittingu.
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4.7 FAKTOR INFLACIE ROZPTYLU VIF (VARIANCE INFLATION
FACTOR)

Infla¢ny faktor rozptylu (VIF) detekuje v regresnych analyzach multikolinearitu.
Multikolinearita je definovana ako viacnasobna koreldcia medzi prediktormi. VIF nadobuda

hodnoty 1 a viac. Vztah na vypocet faktora VIF pre i-tu nezdvisli premennu je:

1

20
1-R?

VIFL =

kde R? je koeficient determinicie vo viacndsobnom regresnom modeli pre i-tu nezivisli
premennd.

Interpretécia regresného koeficientu b; hovori, Ze hodnota b; predstavuje strednti zmenu
zavislej premennej Y pre kazdi jednotkovi zmenu v nezavislej premennej Ax; =1,
ked’ udrzime vSetky ostatné nezavislé premenné konStantné. Ak existuje multikolinearita
medzi prediktormi, nezavislé premenné maji tendenciu sa menit’ subezne. Preto
multikolinearita stazuje interpretaciu koeficientov, pretoze moze byt tazké rozliSovat ich
individualny vplyv na zavisli premennt. Multikolinearita znizuje silu modelu identifikovat’
nezavislé premenné, ktoré st Statisticky vyznamné (ovplyviiuje bodové odhady koeficientov aj
k nim vypocitané p-hodnoty) pretoze mdze sposobit’ vel'ké fluktuacie v hodnotach odhadnutych

koeficientov. Multikolinearita je tak pri¢inou nizkej spol'ahlivost’ modelu.

Poznamka:

V pripade existujicej multikolinearity je det (XTX )_1 velmi blizky nule, ¢o znamena, zZe
maticu (XTX)~! odhadujeme za cenu velkych Statistickych chyb v odhadoch parametrov v
regresnom modeli.

Faktor VIF hovori, o kol’ko je navySeny rozptyl pre kazdy koeficient v porovnani s tym, ak by
neexistovala jeho korelacia s inymi prediktormi. Napriklad hodnota VIF 1,9 vam hovori, Ze
rozptyl konkrétneho koeficientu je o0 90% vicsi, ako by ste o¢akavali, keby neexistovala Ziadna

multikolinearita medzi prediktormi.

Pravidlo pre interpretaciu VIF:

e VIF =1 hovori, Ze prediktor nekoreluje s ostatnymi prediktormi;
e VIF medzi 1 a 5 hovori, Ze i-ta nezavisld premenna stredne koreluje s ostatnymi
prediktormi;

e VIF viac ako 5 hovori, ze prediktory su vysoko korelované.
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4.8 VYHODNOTENIE EXPERIMENTU BEZ REPLIKACII
(UNREPLICATED FACTORIAL EXPERIMENTS)

Statistické vyhodnotenie vysledkov experimentu (pri nulovej chybe merania) nie je mozné.

Na odhad efektov a interakcii a posudenie toho, ktoré faktory a interakcie su ,,vyznamné*

pouZzivame:

- Normalny pravdepodobnostny graf — identifikujeme v iom efekty a interakcie, ktoré

sa odchylili od linearity v zna¢nej vzdialenosti od referencnej priamky.

- Pareto graf — absolutne hodnoty efektov faktorov a interakcii su v iom zoradené podla

velkosti — vychadzame z toho, ze vicsie efekty budu prisluchat’ tym faktorom, ktoré

maju v procese skutocny vplyv.

Priklad:

Pri iplnom faktorovom experimente typu 2* bez replikicii boli skiimané u¢inky zmeny $tyroch

vstupnych premennych procesu (faktorov): A — katalyzatorovej naplne: [1b]; B — teploty 200 a

230 [°C]; C — koncentracia reaktantu [%]; D — tlaku [psi] na vytazok procesu [%]. Priklad je

prevzaty z [8].

Uvazované hranice experimentdlneho priestoru, resp. zvolené urovne zvolenych Styroch

faktorov su v tabulke 2.

Tabul’ka 2 Vstupné nezavislé premenné (faktory) a ich zvolené irovne

v povodnych jednotkach

v kodovanych jednotkach

Faktory
dolna uroven | hornd Groven | dolnd Uroven | horna Groven
A_ katalyzatorova napln 101b 151b -1 1
B_teplota 200 °C 230 °C -1 1
C_koncentracia reaktantu 10 % 12 % -1 1
D_tlak 50 psi 80 psi -1 1

Poznamka: Libra (1b) je jednotka hmotnosti. PouZiva sa najmé v anglosaskych krajinach, ako

su USA a Velka Britania. Plati, ze 1 libra (Ib) = 0,45359237 kilogramu (kg).
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Nasledujuci obr. 39 ukazuje plan experimentu vygenerovany Minitabom pre zvolené 4 faktory

aich hrani¢né trovne, kde boli do stipca C9 doplnené namerané hodnoty odozvy (vytazku

procesu).

+ c2 a c4 5 6 cr ca o] "

RunOrder CenterPt Blocks katalyzitorova napin [Ib] teplota [*C] koncentricla reaktantu [%] tlak [psl] vytaiok procesu [%]
i 1 1 1 10 220 10 50 70
2 2 1 1 15 220 10 50 &0
3 3 i 1 10 230 10 50 EQ
4 a4 1 1 15 230 12 50 B
5 3 1 1 {y 220 12 50 [
[ 6 1 1 15 220 12 50 48
T 7 1 1 10 230 12 a0 &8
8 B 1 1 15 230 12 50 a2
9 a 1 1 10 220 10 <4} &9
1w 10 1 1 15 220 i Bl 62
" 1 1 1 10 230 10 80 &8
12 12 1 1 15 230 it a0 B1
13 12 1 1 10 220 12 B0 &0
4 14 1 1 3 220 12 a0 a2
15 15 1 1 10 230 12 BO 86
16 16 1 1 15 230 12 BO TG

Obr. 39 Plan experimentu s vygenerovanymi kombindciami vurovni faktorov a zodpovedajiicimi
nameranymi hodnotami odozvy pri spracovani v Minitabe

Na obr. 40 je zobrazeny Cplot nameranych hodnét ako vystup Minitabu.

Cube Plot (data means) for vytaZok procesu [%]

;
koncenfrica reaktantu [%)]
10 15
katalyzatorova napln [1b)
50 - B0
tlak [psi]

Obr. 40 Cplot nameranych hodnét — vystup Minitabu
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Vypocitané velkosti vplyvu ¢lenov regresného modelu linedrneho typu na odozvu, to

znamena, ak uvazZujeme

regresny model so vSetkymi linedrnymi ¢lenmi a so vsetkymi

moznymi interakénymi ¢lenmi, budu:

Term

B
c

D

A*B
A*C
A*D
B*D
c*D
A*B*(
A*B*D
A*C*D
B*C*D

Effect

-8.00
24.00
=5.50
=0.25

1.00
—~0.00

0.75

4.50
—1::25
—-0.25

0.50
-0.75
-0.25
—-0.75

A*B*C*D -0.25

Ak by boli vSetky ucinky (efekty) nulové, tychto 15 odhadov efektov by predstavovalo

jednoduchu ndhodnu vzorku z normélneho rozdelenia s konstantnou smerodajnou odchylkou a

vsetky efekty by boli sustredené okolo Cervenej priamky na obr.41.

99

Mormal Plot of the Effects

951

gp0-
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a0

Percent

30~

[response is vyvaiok procesu [%6]; o = 0,05)
|
Effect Type
I & Mot Significant
III L] B Significant
L =T Factor Mame
L A katalyzétorova napld [Ib]
B teplota [*C]
: c koncentracia reaktantu %]
5 D tak [psi]
o
L
i
mC
|
iy}
|
-10 -5 0 5 10 15 20 25
Effect

Lenth’s PSE= .75

Obr. 41 Normdalny pravdepodobnosty graf efektov v Minitabe
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Vysledky Pareto grafu suhlasia s vysledkami normalneho pravdepodobnostného grafu efektov
na obr. 42.

(response is vytaZok procesu [%] o = 0,05)

B - ] Factor Mame

A katalyzatorova napln [ib]
B teplota [*C]

C kancentracia reaktantu [%]
D tlak fpsi]

ABD -
BCD -
AD -
ABc
€& -

ABCD -

ACD -
AC T

Effect

lenth's PSE=075

Obr. 42 Vystup Minitabu - Pareto graf zobrazuje absolutne hodnoty efektov

Pri vyhodnoteni vychddzame z toho, ze vicsie efekty budu prislichat’ tym faktorom, ktoré
maju v procese skutocny vplyv. Existuje vyrazny rozdiel medzi Styrmi najvacsimi efektami A,
B, C a BC a ostatnymi efektami. V pripade normélneho pravdepodobnostného grafu na obr. 41
st oznacené ako signifikantné na hladine vyznamnosti a = 0,05 prave tieto efekty. Tomu
vysledku zodpoveda aj umiestnenie Lenthovej ,,miery chyby* (,,margin of error*‘) v Pareto grafe
na obr. 42 na hodnote 1,93. Rozpitie chyby ,,margin of error * je si¢inom odhadovanej pseudo

Standardnej chyby Lenth’s PSE = 0,75 a kritickej hodnoty t rozdelenia.

Poznamka:

Lenthova pseudo Standardnd chyba (Lenth’s PSE) sa pouziva na vypocet kritickej hodnoty
efektov KV pri meraniach bez replikacii. Je zaloZena na skutocnosti, Ze smerodajnti odchylku
vzorky z rozdelenia N (0, 6°) mozno odhadnut ako 1,5 nasobok medidnu absolitnych hodnét
efektov. V pripade, Ze niektoré efekty nie si nulové, vylepSenim odpori¢anym Lenthom je

vymazat’ efekty, ktoré presahuji 2,5-nasobok tohto odhadu a znovu prepocitat’ jej hodnotu.
Vzt'ah na vypocet kritickej hodnoty efektov KV je:

KV =PSEx t1, (1-5).

61



kde t,’;”/3 (1 - %) je kritickd hodnota, teda (1 - %) +100% kvantilom t rozdelenia s m/3

stupiiami vol'nosti, kde m je pocet posudzovanych efektov. PSE je hodnota Standardnej chyby

odporicana Lenthom na vyhodnotenie Statistickej vyznamnosti odhadov efektov.

Postup vypoctu PSE je nasledovny:

1. Absoldatne 2. Ich vzostupne

hodnoty efektov usporiadanie

Torm S s Term Effect

A 5.00 A*C 0.00

B 24.00 n 0. 25

c 5.50 C*D 0.25

D 0.25 A*C*D 0.25

::g ;:EE ASBICD . 52 Za predpokladu, 7e efekty st nulové:
A*D 0.75 8. a*p 0.75 Median: Me=0.75

g:g ?-gg g:g:g g-;g Predbeiny odhad Lent h PSE:
e g ASE i 60 1.5%0.75=1.125

A*B*C 0.50 B*D 1.25

::g:g 322 Er ;;23 Vylicenie extrémnych hodnét
B4CH+D 0.5 A .00 2.5x1.125=2.8125

A*B*C*D 0.25 B 24.00

3. Vzostupné usporiadanie efektov po vylicéeni extrémnych hodnét

Term Effect

'z

.00

.25

.25

.25

.25

~§U |  Median: Me=0.5

'?: Spresneny odhad Lent’h PSE:
.75 1.5x0.5=0.75

.00

.25

L
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Kvantil Studentovho rozdelenia: ak df=15/3, potom t£7(0.975) = 2.570582

Kritick4 hodnota pre efekty: KV = 0.75x2.57=1.9275

Poznamka:
Vo vicsine pripadov vylucenim nevyznamnych faktorov ¢i nevyznamnych interakcii ziskame
nenulové stupne vol'nosti pre chybu, ¢o ndm umozni d’alSie Statistické spracovanie aj v pripade

experimentu bez replikacii.
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4.9 KVALITA MODELU VYJADRENA POMOCOU KOEFICIENTOV
(INDEXOV) DETERMINACIE

Hodnotit’ kvalitu regresného modelu a porovndvat’ viaceré regresné modely medzi sebou je

mozné podla:

a) Indexu (koeficientu) determinicie R?, ktory vyjadruje pomer modelom vysvetleného stétu
Stvorcov SSR a celkového suctu SSY — je mierou zhody pozorovanych hodnét s modelom
a vyjadruje, aky podiel variability zavislej premennej Y je danym modelom popisany.

2 ZSS_R:Z()A’L'_V)Z_ 2 _ 1_55_5
ssy  X@yi-9)?’ ssy ”

Vzdy plati 0 < R? < 1. Dokonaly model vysvetl'uje celkovy rozptyl (R* = 1), za dobry model

povazujeme ak plati, ze R? > 0,9. Z dvoch regresnych modelov je ,kvalitnej$i“ ten, ktory ma

vacsi koeficient determinécie.

Pozndmka: Charakteristiky kvality vyjadrované pomocou koeficientu determinacie R? by
nemali byt precefiované. Posudzovat’ kvalitu modelu len na zdklade mier kvality odhadu
(koeficient determinacie) moze byt’ zavadzajuce. Obr. 43 porovnava dva rozne regresné modely

pre dve premenné X a Y s rovnakym R2.

Obr. 43 V oboch pripadoch je koeficient determindcie R* = 0,8

b) Upraveného (korigovaného) koeficientu determinacie RZ, ; (Adjusted R-square)

n—

1
Rz;j=1-(1—-R? m—

kde n je pocet pozorovani, p je pocet vysvetlujucich premennych.

Tato charakteristika penalizuje regresny model za pocet vysvetl'ujicich premennych — pouziva

sa na porovnanie kvality modelov s réoznym poctom vysvetlujicich premennych; vyrazny
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rozdiel medzi R? a R%q; indikuje, Ze do modelu bolo zahrnutych prili§ vel'a premennych. Medzi

R? a R7;; by nemal byt ,,velky rozdiel“. Rj,;;méze mat zaporna hodnotu.

povodny model (pred vylucenim) hierarchicky model {po vyluceni)
Regression Statistics Regression Statistics
Multiple R 0,982855 Multiple R 0,9801791
R Square | 0,96603 R Sguare 0,960751
Adjusted R Square | 0,936419|- -Adjusted-R-5quare—»| 0,9509387
Standard Error 4746117 Standard Error 41,691076
Observations 16 Observations 16

Obr. 44 Z dovodu penalizacie by po odstraneni nadbytocnych clenov z regresného modelu mal

upraveny koeficient determindcie R% 4 j narast

¢) prediktivneho koeficientu R?,red (Adjusted R-square) urcuje ako presne vie regresny model
v rdmci experimentalneho priestoru predikovat’ data (ako presne predikuje spravnu hodnotu
po odstraneni dan¢ho udaju zo siboru dat). Velky rozdiel medzi R? a R}, ., naznauje, Ze
v regresnom modeli je zbyto¢ne vel'a ¢lenov v pomere k mnozstvu dat. Mozné zdévodnenie je,
ze bud’ su data zI¢, alebo boli zvolené nespravne nezavislé premenné. Tuto charakteristiku

Excel neposkytuje, Minitab ano.

Poznamka (zdaverecné zhrnutie):
,Dobry* regresny model by mal spinat’ nasledovné kritéria:
e mat vysoku Statistickil vyznamnost’, t. j. p-hodnotu < 0,05 (high significance);
e mat vysoky index determinicie R?, aj upraveny index determinacie adj R? (vysoku
korelaciu);

e byt bez nedostatocnosti modelu (no Lack of Fit);
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4.10 DVOJUROVNOVY PLAN EXPERIMENTU PRE (k + 1)
FAKTOROV

Je dolezité rozliSovat’ dvojfaktorovy a dvojuroviiovy typ experimentu. Dvojfaktorovy
experiment je experiment typu n? — mame zvolené 2 nezavislé premenné (faktory) a kazdy
z tychto faktorov meriame na n urovniach, resp. pri iplnom faktorovom experimente robime
merania odozvy Y pre vSetky kombindacie n urovni tychto 2 faktorov — podla definicie uplného
faktorového experimentu delime interval kazdého faktora na (n — 1) podintervaly rovnake;j
dizky. Dvojuroviiovy experiment (iplny) s k faktormi oznacujeme ako experiment typu 2%, &o
znamena, Ze uvazujeme k faktorov a kazdy z nich meriame na dvoch urovniach. Tento typ
experimentov patri medzi najCastejSie sa vyskytujuce (skriningové experimenty). Nasledujuci
obr. 45 opisuje postup, ako priddvame do uplného dvojuroviiového experimentu s k faktormi
dalsi faktor. VSeobecne plati, ze Uplny faktorovy plan experimentu pre (k + 1) faktorov

dostaneme z k faktorového planu jeho zdvojenim a pridanim stipca pre d’alsi faktor.

k faktorovy dvojuroviiovy plan (k + 1) faktorovy dvojuroviiovy plan
(2 faktory) (3 faktory)
bod t1 2 13
I -1 -1 -1
I 1 -1 -1
— m -1 1 -1
bod t1 12 v 1 1 -1
1 -1 -1 Vv -1 -1 1
! 1 -1 Vi 1 -1 1
] -1 1 Vil -1 i 1
v 1 1 Vil 1 1 1

Obr. 45 Zdpis kombindcii urovni faktorov pre 2 a pre 3 faktory merané na dvoch vurovniach

Pre tri faktory budeme najcastejSie hl'adat’ funként zavislost’ odozvy od zvolenych troch
faktorov pomocou regresného modelu, ktory méze byt
1. Netlplny kvadraticky (pouZzijeme, ak chceme zistit’ aj pritomnost’ interakcii faktorov).

2. Uplny kvadraticky (viac v kap. 7 RSM).

Vseobecny postup, ktory pritom dodrziavame, je stru¢ne vyjadreny v nasledujucich bodoch.

Pre k faktorov postupujeme rovnakym spoésobom, pri¢om uvazujeme k faktorov.
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4.10.1 Postup najdenia regresného modelu pre tri faktory

Uvazujme neuplny a uplny kvadraticky regresny model pre tri faktory. Postup, ktorym
dostaneme bodové odhady regresnych koeficientov pre uvazovany regresny model, je

nasledovny:

1. Neuplny kvadraticky regresny model — regresny model linearneho typu — postup

stanovenia regresnej funkcie linearneho typu pre tri faktory

1. krok

Stanovime funkciu linearneho typu vyjadrent v povodnych jednotkach:

y = fL(x1,x2,%3) = By + B1x; + Byxy + B3x3 + Bypxy X, + Bisxg X3 + Basxpxs +
B123X1X2X3

2. krok
Vyjadrime transformovani (kodovani) funkciu linearneho typu, ktord bude vyjadrena

v kédovanych jednotkach:

Ve = (fL)e(ty, ta, t3) = bg + byty + byty + bats + bytity + bistits + bastyts + bypstityts

3.krok

Robime odhad transformovanej regresnej funkcie linearneho typu:

Ve = (fL)t(tlrtZ ,t3) = bo + byty + bty + byts + biptity, + bystits + bystyts +
biystityts

4. krok

Navrat k povodnej regresnej funkcii linearneho typu

9 = f(x1,%5,%3) = By + Byxy + Byxy + B3xs + Bipxixy + Bigxix3 + Bysxoxs +

Bip3x1%,%3

2. Uplny kvadraticky model — postup stanovenie kvadratickej regresnej funkcie pre tri
faktory

1. krok

Stanovime funkcia pre Uplny kvadraticky model:

y = f(x1,%3,x3) = By + B1x1 + Byxy + B3xs + By X2 + Byyxs + By3x2 + Biyxix, +
B13X1X3 + Ba3Xxyx3 + Byy3X1X,X3
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2. krok
Vyjadrime transformovanu (kédovanu) kvadraticka funkcia:

Ve = fe(t1, ta, t3) = by + byty + bty + bats + bygtf + byyts + basti + byytyt, +
bystits + bastyts + byastytyts

3. krok

Robime odhad transformovanej kvadratickej regresnej funkcie:

Pe = fe(ty, ta,t3) = by + byty + byty + byts + byyt? + byyt? + byst? + byytyt, +
bistits + bastyts + bygstytyts

4. krok

Odhad povodnej kvadratickej regresnej funkcie vyjadrenej v povodnych nekodovanych
jednotkach:

/5/ = f(xl, X7, X3) = BO + lel + Bzxz + §3X3 + §11Xf + Ezzxg + §33X§ + BllexZ +

Bi3X1x3 + Ba3XaXx3 + Biy3X1XaX3

4.10.2 Typy regresnych modelov pre k faktorov

Pre k faktorov je postup néjdenia regresnych koeficientov regresného modelu
zovseobecnenim predchadzajucich postupov. Na bodové odhady regresnych koeficientov opét
pouzivame transformaciu do koédovanych urovni. VSeobecny zépis regresného modelu

(v povodnych nekddovanych) jednotkach pre k faktorov zavisi od typu regresného modelu:

* Linearny (First-Order Model)

Y = f(xl, xZ Xk) = BO + Z{'czl lel

* Kbvadraticky netplny — regresny model linearneho typu (First-Order Model with
Interaction)

Y = f(xl, X ot .Xk) = BO + Z{'c=1 Bixi +Z{€=_11 ?=i+1 Bl-jxl- XJ

* Kvadraticky tplny (Second-Order Model)

k k k-1 k
Y=f(x1, Xy ....xk) =BO+ZBixi+ZBiixi2+z Z Bijxixj
i=1 i=1

i=1 j=it+1
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S EFEKT FAKTORA A EFEKT INTERAKCIE FAKTOROV
5.1 HLAVNY EFEKT (MAIN EFFECT) FAKTORA

Velkost vplyvu faktora na odozvu oznacujeme pojmom efekt faktora. Hlavny efekt
faktora je priemerné zvySenie (znizenie) hodnoty odozvy Y, ak sa faktor zmeni z dolnej (-1)

na hornu (+1) troveii. Ciselni hodnotu hlavného efektu faktora A vypoéitame podla vztahu:

ef(A) = Yo+ —¥a
kde y 4+ je priemernd odozva pri nastaveni faktora A na horna urovei a y,- je priemernd odozva

pri nastaveni faktora na dolnu uroven .

Vypocet efektu faktora je mozné (v zavislosti od konkrétnej situacie) robit’ roznymi
sposobmi: ako priemer rozdielov, ako rozdiel priemerov, znamienkovou metédou, Yatesovou

metddou, vypocitat’ ako dvojndsobok regresnych koeficientov.

Efekt faktora (main effect) bol v minulosti pocitany pomocou odozvovej tabul’ky
na obr. 46, ktori vymysleli v General Electric — pouZziva rozdiel priemerov odoziev pre faktor

nastaveny na hornej Grovni (+1) a pre faktor nastaveny na dolnej urovni (-1).

faktory inbarakcie

katabyratar

oy K1 tya K2

Obr. 46 Odozvova tabulka z General Electric, ktora sa pouzivala na vypocet velkosti efektov

Grafom efektu faktora je tiseCka s vlastnost'ami:
e pri zobrazovani grafu vZdy na vodorovnl os nandSame Urovne faktora a na zvisli os
priemery nameranych odoziev v danej urovni faktora;
e y-ové suradnice koncovych bodov tusecky zobrazuju priemery odoziev, kedy bol dany

faktor nastaveny na hornej a dolnej tirovni;
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e uhol tsecky s x-ovou osou ukazuje ,,velkost™ efektu;

e aj dizku usetky mozno pouzit' na porovnanie vel’kosti vplyvu faktorov;

e nulovy efekt zodpoveda tisecke rovnobeznej s x-ovou osou;

e smer rastici znamena, ze prechodom z dolnej na hornu troven faktora odozva vzrastie;

e smer klesajuci znamena, ze prechodom z dolnej na hornu uroven faktora klesne odozva.

Vid’ obr. 47.

ef(Ad) =0 ef(Ad) <0

|
e

Obr. 47 Graf hlavného efektu faktora A (main effect) — vliavo pozitivny, vpravo negativny

Poznamka:

1. Vypovedna hodnota grafu hlavného efektu, ktorym popisujeme vplyv faktora na odozvu, je
vel’kd iba v pripade, Ze interakcia medzi faktormi nie je pritomna alebo nie je signifikantna.

2. Pri experimentoch, kde bol faktor merany na viac ako dvoch trovniach, je grafom hlavného
efektu lomena tsecka.

3. U linedrnych a nelplnych kvadratickych modelov hl'addme optimalnu troven faktorov

porovnanim grafov efektov. U kvadratickych modelov sa optimalna uroven faktora vypocita.

5.2 VPLYV INTERAKCIE FAKTOROV (INTERACTION EFFECT)

Interakcia znamena, Ze efekt jedného faktora zavisi na irovni druhého faktora, pretoze
tieto dva faktory nie st nezavislé. Vyznamna interakcia medzi faktormi spdsobuje, ze efekt
faktorov na zavisli premennt Y nie je aditivny a skiimanie hlavnych efektov samostatnych

faktorov sa dostava do uzadia.

Graf interakcii (Interaction plot) je graf zobrazujuci priemery odozvy, ktoré

zodpovedaju kazdej trovni jedného faktora (vyznaceného na vodorovnej osi) pri konsStantne;j
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urovni druhého faktora (uvedeného v legende). Graf interakcie faktorov pozostava z dvoch
useciek, vid. obr. 48. Rovnobezné usecky ukazuju, ze interakcia medzi faktormi neexistuje.

Ak usecky nie su rovnobezné, interakcia medzi faktormi existuje.

- = cTi
E % faktor B ‘g -_"_________._.. +|"H B
8 o

faktor A 4 - faktorA +

Obr. 48 Grafy interakcie faktorov — vlavo bez interakcie, vpravo interakcia

Interakcia medzi dvoma faktormi je pritomnd, ak efekt jedného faktora na odozve Y nie
je rovnaky pre vSetky urovne iného faktora. Nasledujlici obr. 49 ukazuje rozne priklady

moznych efektov interakcii so su¢asnym popisom hlavného efektu faktora A.

Interpreticia grafov interakcii

Nulowy hlavny efekt faktora | Kladny hlavny efekt faktora Zaporny hlavny efekt
A A faktora A
& = -
be o - y T .
z s & N " : t "
) fi faktorB A rfﬁfﬂ faktorB Fi ., faktorB
interakcie | 2 @ *~——e K=} - a T -
= o L " T~
—  fak A + = faktorA — faktora +
4 .- =
1 b S — =
s . e fabetarR f.«fja b w . -
mala Hi e e L [ e faktorB & s S aktorB
| B - 8l 2 R, e
interakcia | = S o = Sl
fakiorA + = faktora + = faktorA +
- » + - .
a\\ P A 3 - o
s ; " ] - ; ""*..H_\_H ) E
FaktorB & -~ aktorB ~._ faktorB
velka : /,»\ 3 8 o a A Jfa
interakcia | 5 _~ o 3. — B o—
- faktora + - faktorA + = faktora +
Obr. 49 Porovnanie réznych vybranych grafov interakcii
Poznamka:

Pri nulovom hlavnom efekte (main effect) faktora A je v pripade malej aj velkej interakcie
hlavny efekt (main efect) faktora B nulovy. Pri vSetkych ostatnych grafoch interakcii je hlavny

efekt faktora B zaporny.
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Pri uréovani hlavného efektu faktora z grafu interakcii faktorov pouzivame defini¢ny
vzt'ah na vypocet vel'kosti efektu faktora ef (A) = y,4 — Y_a, t. j. robime rozdiel v priemernej
odozve na hornej a dolnej urovni daného faktora. Oba hlavné efekty faktorov budi kladné,
faktor B bude mat’ na odozvu vacsi vplyv, pretoze rozdiel priemernych odoziev je vacsi ako

pre faktor A, vid obr. 50.

Hlavny vplyv faktora B na odozvu y bude pozitivny, pretoze ef (B) = V.5 — V_5 > 0.
Hlavny vplyv faktora A na odozvu y bude pozitivny, pretoze ef (A) = V., — y_4 > 0.

Priemery odoziev pre +B a -B budt lezat’ v strede medzi krajnymi bodmi tsecky.

Priemery odoziev pre Grovne
+A a -A budu lezat’ v strede
medzi bodmi odozvy, ktoré
zodpovedaji danym urovniam
faktora A.

—A +A A
Obr. 50 Z grafu interakcie vieme zistit, ¢i hlavny efekt faktorov bude pozitivny alebo negativny

Cervenou tsedkou je zobrazeny efekt faktora A pri nastavenom faktore B na horna trovei.
Modrou useckou je zobrazeny efekt faktora A pri nastavenom faktore B na jeho dolnu Groven.
Medzi faktormi A a B existuje interakcia, pretoZe tisecky st roznobeZné.

Najvicsia odozva bola namerand pri nastaveni faktora A na dolnt uroven a sucasne faktora B
na hornu urovenl. Naopak minimalnu odozvu mozno ocakavat’ pri nastaveni faktora A na dolnu

uroven a su¢asnom nastaveni faktora B na dolnu uroven.

Priklad

Na nasledujicom obr. 51 mozZno vidiet’ rozdiely v zobrazeni pri roznych hlavnych efektoch
pri pritomnosti interakcie medzi dvoma faktormi. Priklad je prevzaty z [20]. Ako odozva bola
zvolena pamadt, resp. pocet zapaméitanych slov. Ako vstupné faktory natlak (stres) a tréning.
Na grafe hore vlavo s oba faktory bez hlavného efektu, pretoze priemery odoziev na oboch
urovniach faktorov splyvaja. Graf vpravo hore zobrazuje pripad, kedy bude pritomny hlavny
efekt faktora tréning — priemer zapaméitanych slov je mens$i pre uroven bez tréningu ako
pre troven s tréningom. Priemer odozvy je rovnaky pre obe Urovne pod natlakom aj

bez natlaku, preto hlavny vplyv faktora natlak bude nulovy. VIavo dolu je graf, v ktorom
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splyvaju hodnoty odozvy pre urovne faktora tréning a bez tréningu — hlavny efekt faktora
tréning bude nulovy. Priemer odozvy pre urovei stres je mensi ako priemer odozvy pre uroven
bez stresu, preto hlavny efekt faktora natlak bude nenulovy (zdporny). Na obrazku vpravo dolu
je okrem interakcie pritomny aj hlavny efekt faktora tréning a hlavny efekt faktora natlak
(stres). Priemery odozvy pre pocet zapamitanych slov su pre obe Urovne faktora natlak r6zne,
pre troven bez stresu je vacsi ako pre urovei so stresom, preto bude hlavny efekt faktora natlak
nenulovy (zaporny). Priemery odozvy pre pocet zapamitanych slov je pri tréningu vacsi ako

bez tréningu, preto bude aj hlavny efekt faktora tréning nenulovy (kladny).

INTERAKCIA INTERAKCIA

BEZ HLAVNYCH EFEKTOV S HLAVNYM EFEKTOM TRENING

pamit pamat’

vel'a slov s tréningom Vel slov /

Bez tréningu

s tréningom

bez tréningu

malo slov malo slov
Il [ |
B n i |
bez.stresu strles natlak bez stresu stres natlak
INTERAKCIA
INTERAKCIA ] S HLAVNYM EFEKTOM TRENING
S HLAVNYM EFEKTOM NATLAK e AJ NATLAK
pamat’ pamat
vela slov vel'a slov
s tréningom S tréningom
’ bez tréningu mélo slov == Bez tréningu
malo slov . . ' :
bezlstrgsu Str.es nétlak bez stresu stres nétlak

Obr. 51 Grafy interakcie faktorov

Spdsoby, ktorymi rozhodujeme, ktoré efekty su vel'ké (vyznamné):
e graf hlavnych efektov (Main effect);
e graf interakcii (Interaction effect);
e vypocitand p-hodnota pre kazdy efekt (ako sucast ANOVA);
e Paretov diagram efektov;

e normalny pravdepodobnostny graf.
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5.3 PARETO DIAGRAM (PARETO CHART)

Hlavny prinos Pareto grafov v DOE je v tom, Ze pomocou nich dokazeme jednoduchym
sposobom vizualne porovnavat’ velkosti efektov faktorov a efektov interakcii faktorov. To, ¢i
je efekt pozitivny alebo negativny, vSak z Pareto grafu nevieme zistit, porovndvame iba ich
absolutne velkosti. To, Ze Pareto grafy umoznuju analyzu odhadov efektov a interakcii pri
meraniach, ma velky vyznam najmid pri experimentoch bez replikacii. Ked’Ze absolutne
hodnoty efektov faktorov a interakcii st v ilom zoradené podl’a absolutnej velkosti, podvedome
predpokladdme, Ze vicSie efekty budu prislichat’ tym faktorom a interakcidm, ktoré maju
v procese skutocny vplyv. Za signifikantné efekty budeme povazovat’ tie, ktoré presiahnu

kriticki hodnotu KV, pricom

KV=PSEx tj5(1—a),

kde PSE je pseudo Standardna chyba (Lenth’s PSE) zalozena na skuto¢nosti, Ze smerodajni
odchylku vzorky z rozdelenia N(0, 6?) mozno odhadnit ako 1,5 nasobok medianu
absolutnych hodndt. Vyznamné efekty st pri spresiiujucich vypoctoch vylucené ako extrémne

hodnoty prevySujuce 2,5 nasobok medianu. Kriticki hodnotu t-rozdelenia urc¢ime ako kvantil
t,’;l”/3 (1 — @), kde pocet stupniov volnosti df = % , pricom m je celkovy pocet odhadov efektov

a interakcii.
Pri experimentoch s uvazovanymi replikaciami je vypocet jednoduchsi. Ked'ze pri DOE
su efekty Standardizované, kriticki hodnotu KV ur¢ime jednoducho ako (1 - %) -100%

kvantil Studentovho rozdelenia tgfl_l)_zk (1 — g) obr. 52.

Pareto Chart of the Standardized Effects
(response s podet stlaceni pruding: a = 0,05)

Term 1778

h ‘
Ad

ap a5 1D 15 a0 25 in 15
Standardized Effect

Factar  Wams
& ol pnading
¥ hriibks dritu

Obr. 52 Ukazka Pareto grafu pre Standardizované efekty s kritickou hodnotou 2,776
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5.4 NORMALNY PRAVDEPODOBNOSTNY GRAF (NORMAL
PROBABILITY PLOT)

Normalny pravdepodobnostny graf zostrojujeme tak, Ze na vodorovni os vynasSame
efekty faktorov a interakcii, na zvisli os relativnu kumulativnu pocetnost’ pocitani podla

vzt'ahu

(i-0,5)-100
p, = 2220

m

kdei=1,2,....m, m je pocet faktorov a interakcii.

Za vyznamné sa povazuju tie faktory a ich interakcie, ktoré sa nachadzaji mimo hlavnej
linie zndzornenej priamkou, ktora predstavuje kumulativne pocetnosti z Gaussovej krivky.

Na obr. 53 je to faktor B.

MNormal Plot of the Standardized Effects
{response is pofet stlaceni pruZiny o = 0,05)

L
;

Effect Typa
& Mot Significant
a5 ¥ W Signaficant
F
50 Fattar  Mams
A dtEka prading
= e 8 hriibka driitu
F]
t= S/
: Tain
a P
E0 ] '
20 A .
i -
Iy
5
e F ] L !
-3 -2 -1 1] 1 2 3 4

Standardized Effect

Obr. 533 Normalny pravdepodobnostny graf Standardizovanych efektov
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6 CIASTOCNY FAKTOROVY DVOJUROVNOVY
EXPERIMENT (FRACTIONAL FACTORIAL
EXPERIMENT AT TWO LEVELS)

Experiment nezostavujeme pre kazdy faktor, ale vedl'ajSie faktory vyjadrujeme pomocou
hlavnych. Pojem vedl'ajsi efekt neznamena, Ze by bol menej dolezity alebo mal mensi vplyv.

Velkosti efektov na zaciatku skimania nepozname.

Uplny dvojuroviiovy faktorovy experiment oznacujeme zapisom: 2;

2 — pocet urovni kazdého faktora, k — pocet faktorov

Ciastoény experiment oznadujeme zapisom: 2%77;

p — stupen zniZenia (pocet vedl'ajSich faktorov)

Podrla stupna znizZenia delime experimenty na:

cvwr

* polovitné — s najniz§im zniZzenim (p = 1);
 saturované (nasytené) — s najvys§im znizenim (napr. 27~%): podet merani (runs) nesmie
byt mensi ako pocet parametrov v linedrnom regresnom modeli;

* stredové — vSetky ostatné.

6.1 ZAKLADNE POJMY, OPERACIE S FAKTORMI A ICH
VLASTNOSTI

Jednotkovy faktor I je faktor, ktory obsahuje iba trovne +1.
Pre operacie s faktormi platia vztahy:

1) A-rA=1

2) A-I=1-A=A

3) (ArB)-C=A-(B-0)

4) A-B=B-A

Generator planu mé oznacenie vedlajSieho faktora, ktory chceme vyjadrit’ pomocou hlavnych
faktorov. V kazdom plane je tol’ko generatorov, kol’ko ma vedl'ajSich faktorov. Generatory

musia byt’ nezavislé.

Slovo oznacuje kazdi kombinaciu faktorov.

Defini¢né rovnice — slova, ktoré su rovné jednotkovému faktoru I.
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Rozlisenie (resolution) R — dlzka najkratSieho slova v defini¢nych rovniciach. Vo v§eobecnom

- . - - o . N - k—
zépise typu planu n*~P zapisujeme rozliSenie R rimskou ¢&islicou ako dolny index : ny *

Priklad
Nasou tlohou je zostavit’ poloviény plan pre pat’ faktorov: A,B,C,D,E.
Riesenie
Zostavime uplny faktorovy plan pre 4 hlavné faktory, napr. zvolime faktory A, B, C, D.
Vedl'ajsi faktor E vyjadrime ako ich kombindaciu, napr. E = ABCD.
E = ABCD je generator
E.E =E.ABCD
I = ABCDE je definicnd rovnica — slovo v definicnej rovnici obsahuje 5 faktorov

Zapisom 27”1 oznaGujeme, ze faktory si merané na dvoch urovniach, faktorov je 5, vedlajsi
faktor je 1, experiment je poloviény, rozliSenie je V, pretoZe slovo v defini¢nej rovnici ma dlzku

5 (5 pismen).

Zamenitelné dvojice — aliasing (confounded) — pomocou defini¢nej rovnice je mozné najst’
dvojice faktorov, resp. interakcii, ktoré tvoria rovnaké postupnosti rovni faktorov, resp. urovni

interakcii (rovnaké postupnosti £1), preto hovorime, Ze ich vplyv je zmieSany (confounded).
Napr.
I= ABCDE
DE.I= DE.ABCDE
DE = ABC interakcie DE a ABC su zamenitelné — aliasing (confounded)

Poznamka:

1. Za najlepSiu zameniteIntl interakciu sa povaZuje td, ktord je tvorena najviac¢Sim poctom
faktorov.

2. Cim dlhsie je slovo, tym mensi ma efekt. Za bezvyznamny sa v praxi povazuje efekt

interakcie s dizkou slova aspoi 3.
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RozliSenie planu experimentu R hovori o tom, ako velmi sa vplyvom pouzitia
generatora budi zmieSavat’ interakcie s hlavnymi faktormi, resp. medzi sebou (aliasing). Cim
je experiment Uspornejsi, tym ma mensiu rozliSovaciu schopnost’.

Definicia: V navrhu s rozliSenim R budt interakcie FI radu rozlisiteIné od inych interakcii radu

nizsieho ako R-FIL

Rozlisenie IIl. Znacenie pre plany na dvoch turovniach s rozliSenim III je Zf];p.

Navrh tohto typu umoziuje odhady hlavnych efektov. Niektoré¢ interakcie druhého radu vsak
budu zmieSané s hlavnymi faktormi a je nutnym predpokladom, Ze s zanedbateI'né.

R=III

FI=1 R-FI=3-1=2 — hlavné efekty budu rozliSitelné navzajom

FI=2 R-FI=3-2=1

Rozlisenie IV. Znacenie pre plany na dvoch urovniach s rozlisenim IV je 2;"“,_ P,

Névrhy tohto typu umoznuju odhadovat’ hlavné efekty nezéavisle na akejkol'vek interakcii

druhého radu. Niektoré interakcie druhého radu st vSak zmieSané dokopy a nemozno ich

odhadnut’.

R=IV

Fl=1 R-FI=4-1=3 — hlavné efekty budu rozlisitelné od vsetkych interakcii 2. radu a od inych
hlavnych efektov

FI=2 R-FI=4-2=2 — 2 faktorové interakcie budu rozlisitelné od hlavnych efektov

FI=3 R-FI=4-3=1

Rozlisenie V. Znac€enie pre plany na dvoch urovniach s rozliSenim V je 25_’9.

Navrhy tohto typu umoznuju odhady hlavnych faktorov a interakcii druhého a tretieho radu.

Interakcie treticho a druhého radu méZu byt zamenitelné.

R=V

FI=1 R-FI=5-1=4 — hlavné efekty budu rozlisitelné od vsetkych interakcii 3. a 2. radu a od
inych hlavnych efektov

FI=2 R-FI=5-2=3 — 2 faktorové interakcie budu rozlisitelné od interakcii 2. radu a od
hlavnych efektov

FI=3 R-FI=5-3=2 — 3 faktorové interakcie budu rozlisitelné od hlavnych efektov

FI=4 R-FI=5-4=1
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Tabul’ka na obr. 54 zobrazuje rozliSenie R podl'a poc¢tu faktorov k a stupiia znizenia p.

Design Resolution

k m v v vi vii Vil

3 25"

4 2y

5 25 2!

6 o 28° 2

7 9 il 20
2"

8 2 2 i
b

Obr. 54 Rozlisenie R pre 3 az 8 faktorov pre experimenty 2;_pp0dl’a stupna zniZenia p [9]

6.2 OPTIMALNE VOLBY GENERATOROV

Pri vybere najlepsieho generétora sa prihliada na to, aby dizka slova v defini¢nej rovnici

bola ¢o najvicsia, t. j., aby sa vol'bou generatora ziskalo ¢o najvécsie rozliSenie. Na obr. 55 je

tabulka optimalnych generatorov prevzatd z [9]. Generatorom E = ABCD oznacujeme, ze

pri ¢iastocnom plane experimentu piaty faktor E (nezavisli premennt xs) vyjadrujeme ako

kombindciu Styroch predchadzajucich faktorov A az D, teda ako kombinaciu nezavislych

premennych x; az x,. Zapis x5 = x4 * X, * X3 * X, byva redukovany na tvar x5 = X534 aten

nasledne na tvar 5 = 1234, resp. 5 = £1234.

k | Design Resolution Design | Runs | Generators
atm 2% 4 3=4112
4 v 47 8 4=4+123
5 | 252 8 4=%12 5=4+13
v e 16 5=41234
6 | M 250 8 4=2%12 5=413, 6 =223
v Ly 16 5=%123 6=+234
vi 2 3z 6 =1%12345
T W 2 a 4=%12, 5=113 6 =123, T =+123
Y b 16 6=2123,6=4234, T=4134
v 2};° 32 6=+1234, 7 = £1245
Vil ol 64 7 = 123456
) v 2,“.;" 16 S=4234 6=2134, T=4123, 8 =+124
v 2?;:" 3z 6=1123, 7 =1124, 8 = £2345
v b 64 T=%1234, 8 = £1256
Vil | 280 128 B = £1234567

Obr. 55 Tabulka optimalnych generatorov podla poctu faktorov a rozlisenia [9]

Poznamka: Minitab obsahuje vstavané nastroje na generovanie optimalnych c¢iasto¢nych

faktorovych planov.
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6.3 VYZNAM POUZITIA CIASTOCNYCH FAKTOROVYCH
EXPERIMENTOV

Ciasto¢né (redukované, frakéné) faktorové experimenty sii experimentmy, pri ktorych sa
skima len vybrand podmnozina vsSetkych moznych kombindcii faktorov a ich trovni. Su
efektivnym rieSenim pri vysokom pocte faktorov, kde by tplny faktorovy experiment bol prili§
nakladny alebo Casovo nerealizovatel'ny, pretoze pocet merani (runs) narasta so zvysujucim sa
poctom uvazovanych faktorov k exponencialne. Tabul'ka na obr. 56 ukazuje poCty potrebnych
bodov merani (runs) v zavislosti od poctu faktorov (2 az 15) a od poctu zvolenych trovni (2 az
3). Vo vSeobecnosti plati, ze pocet potrebnych realizacii merani pre Uplny n — Groviiovy

experiment je geometrickou postupnostou s kvocientom n.

Potet bodov, v ktorych sa realizuje meranie pre Uplny experiment
potet
faktorov 2 drovne 3 drovne
3 4 9
3 g 27
4 16 81
5 32 243
6 64 729
7 128 2187
8 256 | 6561
g 512 | 19683
10 1024 | 59049 |
11 2048 [| 177147 |
12 a096 || 531441 ||
13 g192 [l | 1594323 1|
14| 16332 | 4732969 | |
15| 32763 8 | 14328907 IS |

Obr. 56 Pocet bodov, v ktorych realizujeme meranie narasta pri uplnom faktorov experimente s poctom
faktorov exponenciadlne

Hlavné vyhody pouZitia ¢iastocnych faktorovych experimentov:
e Uspora ¢asu a nakladov;
e minimalizicia experimentdlnych chyb — menej merani (pokusov) znamena mensiu
Sancu na chyby sposobené vonkajsimi faktormi alebo nekonzistentnost'ou v meraniach;
e efektivne ziskanie informacii o hlavnych efektoch faktorov a niektorych interakciach
medzi nimi — pri spradvnom navrhu experimentu sa daji znizovat’ aliasingové efekty,

kedy sa efekty faktorov ,,zamienaju®;
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e moznost dodatoéného roz$irenia.

Nevyhody ¢iastoénych faktorovych experimentov:
o zmieSavanie (aliasing) efektov — ak sa zvoli nespravny dizajn, méze dojst’ k skresleniu
vysledkov;
o strata niektorych interakénych efektov — niektoré vyssSie radové interakcie nie st

pri ¢iasto¢nych planoch experimentov vobec meratel'né.

Priklad
Pri skriningu bol zvoleny ¢&iastoény experiment 25! bez replikacii. Bol zvoleny generator
E = ABCD. Definicnd rovnica 1= ABCDE. Porovnajte vysledky analyzy c¢iasto¢ného

experimentu 27”1 s uplnym faktorovym experimentom 2% vzhl'adom na hlavné efekty faktorov.
RieSenie
Porovname vysledky pre iplny experiment 2° a polovi¢ny faktorovy experiment 2571,

Plan experimentu a namerané hodnoty odozvy pre uplny faktorovy experiment 2° su (obr. 57):

runl A B C D E Y
1 -1 -1 -1 -1 -1 13,1
2 1 -1 -1 -1 -1 9,9
3 -1 -1 -1 -1 8,1
4 1 -1 -1 -1 7,5
5 -1 -1 -1 -1 9
6 1 -1 -1 -1 9,2
7 -1 1 -1 -1 -1
8 1 1 -1 -1 -1
9 -1 -1 -1 1 -1 10,6
10 1 -1 -1 1 -1 8,2
11 -1 -1 1 -1 11
12 1 -1 1 -1 11,2
13 -1 -1 1 1 -1 51
14 1 -1 1 -1 9,7
15 -1 1 -1 4,1
16 1 1 1 1 -1 2,9
17 -1 -1 -1 -1 1 6,4
18 1 -1 -1 -1 1 9,8
19 -1 -1 -1 1 9
20 1 -1 -1 1 6,6
21 -1 -1 1 -1 1 4,9
22 1 -1 1 -1 1 5,3
23 -1 1 -1 1 -5,1
24 1 1 -1 1 -3,7



25 -1 -1 -1 1 1 17,3
26 1 -1 -1 1 1 12,7
27 -1 1 -1 1 1 12,9
28 1 1 -1 1 1 13,7
29 -1 -1 1 1 1 12,4
30 1 -1 1 1 1 12,4
31 -1 1 1 1 1 3,8
32 1 1 1 1 1 4

Obr. 57 Namerané hodnoty pre uplny plan experimentu 2°

Pre Ciasto¢ny faktorovy experiment so zvolenym generatorom E = ABCD, t. j. s defini¢nou
rovnicou I = ABCDE, vyberame z tpIlného planu experimentu iba tie merania, pre ktoré plati
v plane experimentu pre sucin urovni faktorov rovnost E,= ABCD. Vzhladom na

dvojaroviovy experiment s jednym vedl'ajSim faktorom E, dostaneme polovi¢ny experiment
_ 25 . N , , . , .
(2571 = 7). To znamena, Ze pocet bodov, v ktorych bude potrebné realizovat merania, sa

redukuje z 2° = 32 merani na polovicu 2* = 16. Po vybere dostdvame (obr. 58):

Design Summary

Factors 3 Base Design 3 16 Resolution: v
Runs 16 Rephcates 1 Fractior 172
Blecks: 1 Center pts {total): ]

Design Generators: E = ABCD

run2 A B C D E=ABCD  runl Y
1 1 1 -1 1 1 17 6,4
2 1 1 1 1 1 2 9,9
3 1 1 -1 1 1 3 8,1
4 1 1 1 1 1 20 6,6
5 1 1 1 1 1 5 9
6 1 1 1 22 5,3
7 1 1 1 1 1 23 5,1
8 1 1 1 1 1 8 1
9 1 1 -1 1 1 9 10,6
10 1 1 1 1 1 26 12,7
11 1 1 1 1 27 12,9
12 1 1 1 1 12 11,2
13 1 1 1 1 1 29 12,4
14 1 1 1 1 1 14 9,7
15 1 1 1 1 15 4,1
16 1 1 1 1 32 4

Obr. 58 Vyber nameranych hodnét pre polovicny pldan experimentu 231 so zvolenym generdtorom
I = ABCDE
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Porovnanie poc¢tu a rozmiestnenia bodov, v ktorych budeme realizovat’ merania pre uplny
apolovicny pldn experimentu pomocou zodpovedajicich Cplotov z Minitabu, je
na nasledujucich dvoch obrazkoch. Na obr. 59 je 32 bodov uplného faktorového experimentu

s nameranymi 32 hodnotami odozvy.

Cube Plot (data means) for ¥

90 [65];
!
43
_____
0[50

en

Obr. 59 Cplot nameranych hodnét pre uplny faktorovy experiment 2°

Cplot na obr. 60 ukazuje ,,rozmiestnenie* 16 vybranych bodov, v ktorych bolo realizované
meranie pri poloviénom faktorovom experimente 25! s generdtorom E = ABCD, ktory
jednozna¢ne uréuje, ktoré body merania z uplného experimentu 2° ponechame a ktoré
vylucime.

Cube Plot (data means) for ¥

| - k I
. | | |
. Bl  __ G
¥ leg] c % p
.I -1
1 1
-4 D

Obr. 60 Cplot nameranych hodnét pre polovicny faktorovy experiment 25
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Vyhodnotenie Gplného faktorového experimentu

Vzhl'adom na zadanie a na fazu skriningu a s tym suvisiacu potrebu zredukovania faktorov,
teda vylucenia faktorov s nevyznamnym vplyvom na odozvu Y z d’alSieho skimania, budeme
pri vyhodnocovani uvazovat iba hlavné efekty faktorov. O interakciach faktorov neuvazujeme.
Vysledky analyzy ANOVA su na obr. 61. Na obr. 62 je normalny pravdepodobnostny graf
zobrazujuci zvolené hlavné efekty faktorov A-D. Na obr. 63 je Pareto graf zobrazujuci hlavné
efekty faktorov A-D. Zo vSetkych vystupov vyplyva, Ze za signifikantné faktory, ktoré

zahrnieme do d’alSieho experimentalneho skimania, povazujeme faktory C, B, D.

Analysis of Variance

Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value

Meode 5 579040 115808 11,70 0,000
Linear 5 579040 115808 11,70 0,000
A 1 0320 0320 003 0859
B 1 162000 162000 16,36 0,000
C 1 288000 288000 29,09 0,000
D 1 128000 123000 1253 0,00
E 1 0,720 0,720 o7 0,790
Erro 26 257 440 8902
Tota 31 835430

Obr. 61 Vysledky regresnej analyzy pre uplny faktorovy dizajn

Mormal Plot of the Standardﬁzed Effects

(= I...--:.._- 15 Y a =101

ag
Effect Type
@ Not Significant
a5 ® Signdficant
o) ,-'. Factor Mame
; LB} A A
1 B B
B c L*
T L] D o
t w0 E E
v s -
a4 40
10 =B
20 7
L s
L]
5
-5 -4 -3 -2 -3 1] 1 2 3 4

Standardized Effect

Obr. 62 Normdlny pravdepodobnostny graf pre Standardizované efekty pre uplny experiment
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Pareto Chart of the Standardized Effects
[response is Y, o = 0,03)

Tarm 2,056

monesz

0 1 2 3 1 5 5
Standardized Effect

Obr. 63 Pareto graf pre Standardizované efekty pre uplny experiment

Vyhodnotenie ¢iastoéného (polovi¢ného) faktorového experimentu

Vyhodnotenie pre ¢iasto¢ny faktorovy experiment 2571 je na obr. 64 az 66. Z porovnania
vystupov pre Uplny a polovi¢ny experiment vyplyva, Ze pri poloviénom pocte merani, vysledny
zaver o ponechani faktorov C, B, D zostava rovnaky. Realizcie testovacich Statistik
a zodpovedajice p-hodnoty sa samozrejme zmenili, pretoze hlavné vplyvy faktorov st
zmieSané (aliasing, confouding) s interakciami 4. radu. Prispevok tychto interakcii je vSak
nevyznamny, preto zavery tykajuce sa vyhodnotenia hlavnych efektov faktorov zostavaji

nezmenene.

Analysis of Variance

Source DF  Adj55 AdjMS F-Value P-Value

Madel 5 272160 54432 515 0,013

Linear 5 272160 54432 515 0,013

£ 1 0.000 0,000 0,00 1,000

8 1 TT44D TTA4D 733 0,022

= T 100000 00,000 947 0,012

O 1T 827160 82160 873 0,014

E 1 2,560 2560 024 0,633
Error 10 105600 10560

Total 15 377,760
Obr. 64 Vysledky regresnej analyzy pre polovicny faktorovy dizajn
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Mormal Plot of the Standardized Effects

(response isY; a = 0.03)

o e :
* Effect Type
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Standardized Effect

Obr. 65 Normdalny pravdepodobnostny graf pre Standardizované efekty pre polovicny experiment

Pareto Chart of the Standardized Effects

(response is Y; o = 0.05)

Tedm 220
Factor  Name
L A
€ ] i
[ c
o o]
E E

D.IJ a5 Lo 15 20 2.5 a0 33
Standardized Effect

Obr. 66 Pareto graf pre Standardizované efekty pre polovicny experimentu

Poznamka:
Rovnaké vysledky by sme dostali aj pri zvolenej doplnkovej frakcii E = —ABCD.

Minitab ponuka pri vybere planu faktorového experimentu pomocnu tabulku na vhodné
znizenie po¢tu merani pri planovani a realizacii experimentu vzhl'adom na rozliSenie R, vid’
obr. 67. Pre 5 faktorov mame pri zostavovani planu experimentu na vyber uplny faktorovy
experiment s 32 bodmi merania (runs), polovi¢ny faktorovy dizajn s rozliSenim V pri 16
roznych bodoch merania a Stvrtinovy faktorovy dizajn s rozliSenim III, pri ktorom sta¢i merania
robit’ v 8 roznych bodoch faktorového priestoru. Experiment 272 je podfarbeny &ervenou,

pretoze je saturovany, vicSie znizenie nie je mozné. Sucasne pri rozliSeni III je nutnym
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predpokladom, Ze interakcie su zanedbatelné, pretoze v pripade silnych interakcii mdze
vyhodnotenie viest k nespravnym vysledkom. Vzhl'adom na to, Ze sme pri vyhodnocovani
interakcie neuvazovali, bolo by mozné pouzit’ Stvrtinovy plan experimentu, t. j. vyhodnocovat’
iba 8 Specialne vybranych nameranych hodnot.

i Create Factonal Design: Display Available Designs x

Avalable Factoria Designs (with Resolution)

Factors
B| 9 |10[11/12[13[14[15

w
L Ry L R S B B R

NN W Ry | I IV

PN v v v

Ayaliable Ressiurbon I Plackett-Barman Designs

Factors  Runa Factors Runs Factors  Runs
27 12,20,2%.28,..,,48 2023 24.38,32.36,..., 9 33 08
8-11 12:20,249.28,...,9 2447 18.32,36,90,44.98 40-43 198
1215  X0,24,248,35,,..,49 28-31  32,36,40,44,48 4447 48
15-1% 20,24,28,32,....4 3235  3B40.4.98

v | x|

Obr. 67 Pomocna tabulka Minitabu pomaha uzivatelovi s vyberom vhodného planu experimentu

vzhladom na pozadované rozlisenie R

Osem bodov experimentalneho priestoru, v ktorych by bolo potrebné robit’ merania
pri experimente 2772 s odporu¢enymi generatormi D=AB a E=AC, je zobrazenych v Cplote
na obr. 68.

Cube Plot (data means) for ¥

RS, P,

e

D
Obr. 68 Cplot nameranych hodnét pre §tvrtinovy faktorovy experiment 2372
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Pri vyhodnocovani $tatistickej vyznamnosti sa vypocitané p-hodnoty pre faktory B a D dostali

blizko hrani¢nej hodnoty 0,05, obr. 69.

Analysis of Variance

Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value

Model 5 209860 41972 2895
Linear 5 209860 41972 2895
A 1 0,000 0,000 0,00
B 1 25820 25920 17,68 !
C 1 144500 144500 99,66
D 1 25820 25920 17,88 |
E 1 13,520 13,520 832
Error 2 2,900 1,450

Total T 212760
Obr. 69 Vysledky regresnej analyzy pre stvrtinovy faktorovy dizajn

S tymto vysledkom koreSponduje Pareto graf Standardizovanych efektov pre 2772
na obr.70. Vzhl'adom na hrani¢né hodnoty by sme faktory B a D ponechali v d’alSej faze

experimentov, t. j. z d’alSieho skimania by sme ich nevylucili.

Pareto Chart of the Standardized Effects
(response 15 Y, o = 0.03)
T _ 430

Factor e

m B M e
monemeE

o 2z £ 5 8 0
Standardized Effect

Obr. 700 Pareto graf pre Standardizované efekty pre Stvrtinovy experiment

Vyhodnotenie faktorového experimentu s uvazZovanymi interakciami faktorov

Ak by sme pri vyhodnocovani experimentu 23! uvazovali okrem hlavnych efektoch aj

o interakcidch medzi dvoma faktormi, ¢o ndm rozliSenie V umoziuje, potom ziskavame

nasledujiice vysledky. Na obr. 71 su vysledky ANOVY pre Gplny faktorovy experiment 25.

Porovnanim p-hodndt mozno prijat’ tvrdenie, ze faktory B, C, D maju signifikantny vplyv
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na odozvu. Z interakcii budi mat’ na odozvu Statisticky vyznamny vplyv interakcie faktorov B
a C, faktorov D a E. Interakcia faktorov B a D ma p-hodnotu 0,049 vel'mi blizku 0,05. Podl'a
Pareto grafu na obr. 72 Standardizovany efekt tejto interakcie dosiahol kriticka hodnotu 2,120.
Vzhladom na Gvodnl fazu skimania, by sme interakciu BD ponechali ako Statisticky

vyznamn.

Analysis of Variance

Source DF AdjsS AdjMS F-Value P-Value
Model 15 781360 52091 1512 0,000
Linear 5 579040 115808 3362 0,000
A 1 0320 0320 0,09 0764

8 1 162000 162000 47,02 0,000

C 1 288000 283000 43,60 0,000

D 1 128000 128000 3716 0.000

E 1 0,720 06,720 021 0,654

2-Way Interactions 10 202320 20232 587 0,001

A*B 1 0000 0000 000 1,000
AC 1 6480 6480 188 0189
A*D i 008C 0080 002 0881
A*E 1 0080 0080 002 0881
B C 1 98000 98000 2845 (0000
2D 1 15680 15680 455  |oo49) 1
B°E 1 2000 2000 058 0457
D 1 2880 2880 084 0374
CE 1 5120 5120 149 0240
DE 1 72000 72000 2090

Errar 16 55120 3445

Total 31 836480

OQbr. 71 Vysledky regresnej analyzy pre uplny faktorovy dizajn po pridani interakcii 2. radu

Pareto Chart of the Standardized Effects
{response i5 Y o = 0,05)

]

2120
[ Facior Pl
B A A
B ]
b c £
BC D o
DE E E
80
AC
CE
[as]
BE
£
A,
AD
AE
AB
T T T T T T T T T
a 1 2 3 4 - & 7 8 9
Standardized Effect

Obr. 72 Pareto graf pre Standardizované efekty pre uplny faktorovy dizajn
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Statistické vyhodnotenie experimentu typu 2! nie je mozné. Pocet merani bez replikacii
pre 16 merani s uvazovanymi interakciami medzi dvojicami faktorov neumoziuje vypocet
stupiiov vol'nosti df pre experimentalnu chybu Error, vid’ obr. 73.

Analysis of Variance

Source DF  AdjsS AdiMS F-Value P-Value

Madel 15 371760 25184 : "

Linear 5 272160 54432 " "

A 1 0,000 0,000 £ o

B 1 77440 77440 " »

C 1 100000 100,000 " =

D 1 92160 92160 " .

E 1 2,560 2,560 . .

2-Way Interactions 10 105600 10560 - e

A°B 1 0,160 0,160 . *

AT 1 1440 1.440 " =

A*D 1 1440 1,440 " »

A'E 1 1,000 1,000 . g

BC 1 70560 703560 ’ .

] 1 4840 4840 . .

B*E 1 0160 0,160 - 2

D 1 1,960 1.960 - *

CE 1 1,000 1,000 ’ .

D E 1 23040 23040 ; ’

|Error [} | U .

Total 15 377,760

Obr. 73 Vysledky regresnej analyzy pre polovic¢ny faktorovy dizajn po pridani interakcii 2. radu

Pareto graf efektov na obr. 74 pomocou Lentzovej pseudostandardnej chyby umoziiuje
vypocet kritickej hodnoty, s ktorou porovnavame velkosti vypocitanych efektov pri
experimentoch bez replikéacii. V tomto pripade sa interakcia BD javi ako nevyznamna. Ostatné
vysledky st rovnaké ako pri vyhodnoteni iplného faktorového experimentu s 32 nameranymi

hodnotami.

Pareto Chart of the Effects
I'FE".'-|JCI="-SE‘ 15 Y a=005)

]

2314

Bcior

ME oW

>»ERRAEAREBnBRBaon

Effect
Lenth's PSE =08
Obr. 74 Pareto graf efektov pre polovicny faktorovy dizajn
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Obr. 75 a 76 porovnavaji normalny pravdepodobnostny graf pre Uplny a polovicny plan
experimentu rieSeného prikladu. Interakcia BD, ktora sa v pripade uplného faktorového
experimentu nachadza v blizkosti hrani¢nych hodnot (p-hodnota bola blizka 0,05), je na obr. 75
dostato¢ne vzdialena od referencnej Ciary, aby bol jej vplyv vyhodnoteny ako signifikantny.
V pripade pouzitia polovi¢ného planu experimentu sa v dosledku premieSania vplyvov s inymi
interakciami, hodnota efektu priblizi k tejto Ciare a je vyhodnotend ako nevyznamna, obr. 76.
Vsetky ostatné vysledky st zhodné. Délezité je uvedomit’ si, Ze na ziskanie ,,rovnakych*

vysledkov postacovala polovica nameranych hodnot.

MNarmal Plot of the Standardized Effects

L.
tfect Type

! ® oot Signifcant
a5 | P LB W Significant
A .".I LI Facter  Mame

X N man A
B /4 A

Percent
efa
e
»
P GE R
-

i';: b Vplyv interakcie BD je v experimente 2°
20| o "_,-’ vyhodnoteny ako signifikantny na hladine
w0 LE ! vyznamnosti 0,049.
5 BC III.I

|lll.
1-[-.'.I_L'l -?. 5 -‘}.l:l -E_-.T l:l.l:I 2.5 50

Standardized Effect

Obr. 75 Normalny pravdepodobnostny graf pre Standardizované efekty

Marmal Plot of the Effects

response s Y o

o957 ’ : -

__-f Effect Type
_;' # Not Significant
55 i BO | m mgnificant
™ - m oz Factor  Nam
. ke s
701 # H :
= L 3
£ 80 & o o
& 50 Pa £ E
& 40 o/
:: < Vplyv interakcie BD je v experimente 23'1
| L - ,-J ., . ege ,
“ ma / vyhodnoteny ako nesignifikantny.
5 m S f
."r
L
50 .5 Qi 5 50
Effect
Lenth's PSE = 0.9

Obr. 76 Normalny pravdepodobnostny graf pre efekty
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7 METODA ODOZVOVEJ PLOCHY (RESPONSE SURFACE
METHOD AND DESIGN)

Metoda odozvovej plochy (RSM) je subor matematickych a Statistickych technik
uzito¢nych pre modelovanie a analyzu problémov, v ktorych je odozva ovplyvnena viacerymi
premennymi (faktormi) s cielom optimalizovat’ tito odozvu. Ak je vo vSeobecnosti odozva
y = f(xq,x3,...X,) + €, kde € predstavuje Sum alebo chybu pozorovani v odozve y, potom
plocha reprezentovana funkciou f(xq, x5, ... x,) sa nazyva povrch odozvy (odozvova plocha).
Analyzou odozvovej plochy hl'adame také nastavenie faktorov, kde tato plocha ma maximum
alebo minimum. Ak odozvova plocha vzhl'adom na zvolenu experimentalnu oblast’ optimum
neobsahuje, potom analyzou danej plochy hl'adame smer, ktorym mdme zmenit' nastavenie
faktorov, aby sme optimalne nastavenie nasli. RSM je vo vSeobecnosti sekvenénym postupom.
Castokrat, ked’ sme v bode na povrchu odozvy, ktory je natol’ko vzdialeny od optima (napr. to
modzu byt aktualne prevadzkové podmienky), ze v systéme je malé zakrivenie, potom model
prvého radu (linearny alebo linearneho typu) je vhodny. Cielom RSM je viest’ experimentatora
rychlo a efektivne po ceste zlepSovania smerom k vSeobecnej blizkosti optima. Ked’ sa najde
oblast’ optima, nasledne je vhodné pouZzit’ prepracovanej$i model, napr. model druhého radu
(Gplny kvadraticky model) a jeho analyzou najst’ optimum.

Z obr. 77 vidime, ze analyzu odozvovej plochy mozno povazovat’ ,,lezenie na kopec*,
kde vrchol kopca predstavuje bod maximaélnej odozvy. Ak je skuto¢nym optimom bod

minimalnej odozvy, potom moZeme mysliet’ na ,,zostup do tdolia“.

. r -
# P y
/ / : )
/| i % Region [ N Region of
UV T 0¥\ oftha Iy operability
1 g \
| |88 | ] E (optimum for the
| T J process
! L. A -_\
.
\ \ e :
N —T N, e~ Contours
X, ey
<1} . Path aof S of constant
85 "o Improvemant W TREpOnES
\ : 5 ; \
ll 80 e 76 70
' —— f
. <" Currant =" 65 |
e operating .. ¢
conditions P A
L] =l

Obr. 77 Sekvencny pristup RSM na hl'adanie optima [9]
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Vystupom metdédy RSM byva odozvovéa plocha, resp. hyperplocha, pomocou ktorej
hl'adame optimum. Pouzivame kvadratické modely, preto st pri ich navrhu potrebné najmene;j
tri irovne kazdého faktora. Vzhl'adom na to, Ze trojuroviiové experimenty byvaju neefektivne,
do tychto pldnov byvaju zaradené aj axialne body. Medzi plany odzvovej plochy (Response
surface design RSD) umoziujuce zachytit’ kvadratické zakrivenie patria, obr. 78:

a) trojurovilovy plan (Three level design) — je neefektivny;

b) kombinovany plan (Composite design);

¢) box-Behnkenov plan (BBD).

a) Full factorial, b) CCD, ¢) BBD,
n=27 n=15 n=13

Obr. 78 Vybrané centralne kompozitné plany pre 3 faktory — CCF, CCC, BBD [19]

Pri tychto typoch experimentov pouzivame uplny kvadraticky model, pricom jeho potrebu
pouzitia overujeme:

* testom krivosti;
¢ testom Lack of Fit;
* pomocou ANOVY.

Koeficienty uplného kvadratického modelu nie st polovicou efektov, ako to bolo pri linedrnom

a netplnom kvadratickom modeli.

Poznamka:

1. Optimalne hodnoty vyznamnych parametrov pre uUplny kvadraticky model hl'adame
v stacionarnych bodoch (viac vid’ kap. 7.3).

2. U linearnych modelov hovorime o optimalnej urovni faktora (dolnej alebo hornej) —
extrémy nemad, pretoze grafom je rovina, resp. nadrovina.

3. Centralny kompozitny dizajn (CCD) je povazovany za najpresnejSi a Box-Behnkenov
dizajn (BBD) je efektivnejsi z pohl'adu Casu a ndkladov. Oba patria v praxi pre svoju

praktickost’ medzi najviac pouzivané.
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4. RSD st najucinnejSie pre menej ako 5 faktorov. Minitab ponuka vyber poctu spojitych
faktorov pre CCD z intervalu 2 az 10, pre BBD z intervalu 3 az 10. Sucasne mozno oba

typy experimentov rozsirit’ o 0 az 10 kategorickych faktorov.

7.1 CENTRALNY KOMPOZITNY PLAN (CENTRAL COMPOSITE
DESIGN CCD)

Centralny kompozitny plan (CCD) je pataroviiovym Ciastoénym faktorovym
dizajnom. Vyvinuli ho Box a Wilson [19]. Plan dizajnu obvykle pozostava z 2% bodov tiplného
faktorového dizajnu pre k faktorov a 2k axialnych bodov a n. replikacii v centrdlnom bode.
Celkovy pocet merani (runs) je N = 2% + 2k + n.. Replikécie v centrdlnom bode st potrebné
na odhad variability experimentalnych merani, ktor potrebujeme pri testoch vhodnosti alebo

zakrivenia modelu — byvaju pocitané vzhl'adom na dostato¢nt silu testov.

Centralny kompozitny plan je zvac¢Sa experimentom, ktory realizujeme v dvoch etapéch.
V prvej faze sa robia merania vo faktorovych (vrcholovych) bodoch a v centrdlnom bode.
V druhej faze sa po vyhodnoteni Statistickej vyznamnosti krivosti k pdvodnym meraniam
pridavaji merania v axidlnych (hviezdicovych) bodoch. Na obr. 81 st tri druhy centralnych
kompozitnych planov pre dva faktory, ktoré sa odliSuji umiestnenim axialnych bodov v rdmci
experimentalneho priestoru. Pri opisanom centrdlnom kompozitnom plane (Circumscribed

Design — CCC alebo CCD) axidlne body urcime ako priese¢niky opisanej kruznice so stredom

v centralnom bode a s polomerom a = ‘i/poéet faktorovych bodov (pri 3 faktoroch gul'ovej
plochy, ...) a suradnicovych osi vyc¢nievajlcich z povodného experimentdlneho priestoru.
Vyhoda tohto typu experimentu je v tom, Ze splnend rotabilita planu — presnost’ predikcie je
rovnaka vo vSetkych smeroch, t. j. vo vSetkych bodoch, ktoré st rovnako vzdialené od stredu

experimentalneho priestoru.

V pripade, Ze zvd¢Senie rozsahu experimentaleho priestoru robi problémy pri realizécii
merania, tak volime centralny kompozitny plan s axidlnymi bodmi v strede kazdej steny (Face
Centered Design — CCF). V niektorej literatare a softvéroch byva oznaCovany aj ako
experiment FCD. Nevyhodou tohto typu experimentu je, Ze predikcia vo vSetkych smeroch
od centralneho bodu kompozitného planu nie je rovnakd. Porovnanie mozno vidiet’ na obr. 79
a 80. Vrstevnice konstantnej Standardnej odchylky predpokladanej odozvy pre CCD na obr. 79
st sustredné kruhy. Pre FCD na obr. 80 je symetria vzh'adom na stred porusena.
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Obr. 79 Smerodajna odchylka predikovanej odozvy je pre rotabilny CCD konstantna vzhladom
na vzdialenost od stredu [9]
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Obr. 80 Smerodajnej odchylka predikovanej odozvy pre FCD sa meni [9]

Tretim druhom centralneho kompozitného planu je vpisany kompozitny plan (Inscribed
Design - CCI), kedy st pévodné hranicné body jednotlivych faktorov vyjadrené ako axidlne
body, t. j. axidlne body leziace na opisanej kruznici (gul'ovej ploche...) nevyc¢nievaju z pévodne
uvazované¢ho experimentalneho priestoru. Na obr. 81 si zobrazené vSetky tri navrhy
centralneho kompozitného planu pre 2 faktory. NajcastejSie su pouzivané prvé dva typy

dizajnov CCD a FCD, pri¢om oba st vyborné pri hl'adani optimélneho riesenia.
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Opisany — oto¢ny (rotovatel’ny) centralny
kompozitny plian (Circumscribed Design —
oznacovany CCC alebo CCD)

Centralny kompozitny plan s bodmi v strede stien —
ploSne centrovany centralny kompozitny plin
(Face Centered Design — CCF — niekedy oznacovany ako

Vpisany centralny kompozitny plan
(Inscribed Design - CCI)

Obr. 81 Tri typy centrdlnych kompozitnych planov pre 2 faktory [19]

Minitab ponuka prehl'ad poctu pozadovanych realizécii merani vzhl'adom na zvoleny pocet

(spojitych) faktorov, typ dostupnych RSD a blokovanie, vid’ obr. 82. Experimenty mozu byt’

uplné aj ¢iastocné az po stupeni znizenia p = 3.

§ Create Response Surface Design: Display Available Designs

Available Responss Surface Designs

Help

Design L Cedhemesfaces
|2 /3]|4|5|6]|7 |8 |9 18]
: unblocked [13] 20 31 52 90 152
Central composite full  |piocked | 14/ 20 30 | 54 %0 160
] |unblocked 32 | 53| 88 | 154
i ] romeemel® |oded | |33 54| 90 160
| unblocked 90 | 156
Central composite quarter blocked 90 160
Central composite eighth !ml-l-- I—!:-Ed— ﬁ
‘unblocked 15 27| 4% 54 | &2 130 170
Box-Sehnken blocked 27 | 46 | 54 | 62 130 170

Obr. 82 Pomocna tabulka Minitabu s poctami bodov experimentu vzhladom na pocet uvazovanych

faktorov v experimente a typ dizajnu odozvovej plochy (RSD)
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Na obr. 83 a 84 je porovnanie dvoch CCD pre 2 faktory bez replikacii vzhl'adom na zvolené
alebo nezvolené blokovanie. Ak dokdZzeme experiment zrealizovat’ za rovnakych podmienok
bez preruSenia, volime experiment bez blokov. Vtedy postacuje celkovy pocet 13 merani,
pri¢om 22 = 4 merania robime vo faktoriadlnych bodoch, 2 - 2 = 4 merania v axialnych bodoch
a plan experimentu je doplneny o pozadovanych 5 replikacii v centralnom bode. Na obr. 83
vidime vystup Minitabu v podobe planu experimentu s jeho charakteristikami. Typ bodov je
oznaceny 1 pre faktorové body, -1 je oznacenie pre axidlne body a 0 oznacuje centralny bod.
Vsetky merania st naplanované v 1 bloku, ozna¢enom v stipci Blok 1.

Design Summary

Factors: 2 Replicates: 1
Base runs: 13 Total runs: 13
Base blocks: 1 Total blocks: 1 Point Types
Cube points: 4
a =141421 Center points in cube; 5
Axial points: 4
Two-level factorial: Full factorial Center pointsinamat 0O
Vsetky merania budu urobené v 1 bloku — ¢@ oznacené 1.
RunCrder PiType\ Blocks A B
1 1(-1,00000 -1,00000) Faktorové
2 1 1| 100000 -100000| body su bez
3 1 1| -1.00000 1,00000] replikacii.
4 i i \H,D-I}DD'D 1,0{1{%0{5)
5 -1 1141421 000000)  Aidlne body
6 -1 1| 141421 000000 ibez
7 -1 1| 000000 -141421 replikacii.
B -1 i \I},GI}D&D 1,43421)
9 0 1/ 0,00000 000000 Meranie
10 0 1| 000000 0,00000 v centralnom
1 0 1| oooo00 000000 bode sa vztahuje
12 0 1] 000000 000000 na faktoroyé
body a ma 5
13 0 1N\ 000000 0,00000/ replikécii.

Obr. 83 Nerandomizovany CCD pre 2 faktory bez blokov

Poznamka:

1. Hodnota a pre rotovatelny opisany CCD pre 2 faktory po¢itana podla vztahu a = V4.
2. Pri randomizacii sa zvyknu merania v centralnom bode rozptylit’, aby boli rovhomerne
rozptylené v priebehu merania, t. j. tak, aby dokazali zachytit’ systematicka chybu.

3. Pocet replikécii v centralnom bode byva preddefinovany, ale je mozné ho zmenit'.
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Na obr. 84 je CCD pre 2 faktory bez replikacii pri zvolenom blokovani. Ak nedokézeme

zabezpecit’ realizaciu experimentu v rovnakych podmienok a bez preruSenia, potom volime

experiment s blokmi. Preddefinovany celkovy pocet merani je 14, pricom 22 = 4 merania

robime vo faktorialnych bodoch, 2 - 2 = 4 merania v axidlnych bodoch a plan experimentu je

doplneny o 3 replikacie v centralnom bode vzhl'adom na faktoridlne body a 3 replikécie

v centralnom bode vzhl'adom na axialne body. Typ bodov vo vystupe Minitabu v stipci PtType

je oznaceny 1 pre faktorové body, -1 je oznacenie pre axialne body a 0 oznacuje centralne body.

Bloky v stipci Bloks st oznadené 1 a 2.

Design Summary

Factors: 2 Replicates: 1
Basze runs: 14 Total runs; 14
Base hlocks: 2 Total blocks: 2

o= 141421

Two-level factonal: Full factorial

Point Types

Cube points:
Center points in cube:
Axial points:
Center points in axial:

Vsetky merania st rozdelené do 2 blokov — st oznacené 1 a 2.

RunOrder PtTyp Blocks

1 1
2 1
3 1
4 1
3 0
o 0

7
-1

Spolu

replikécii = L
v centralnom -1
bode. N =
12 ]
13 0
14 0

A B
(-1,00000 -1,00000)
1,00000 -1,00000
-1,00000  1,00000
\_1,00000 1,00000
[ 0,00000 0,00000)
000000  0,00000
000000 000000
: 141421 0,00000 :
141421  0,00000
000000 -1,41421
\ 0.00000 141421
(000000 0,00000
0,00000 0,00000
[ 0,00000 0,00000 )

Obr. 84 Nerandomizovany CCD pre 2 faktory s dvomi blokmi

4 faktorové
body

Centralny bod
vzhl'adom na
faktorové body.

4 axiédlne body

Centralny bod
vzhl'adom na
axialne body.

Minitab ma pre Centralny kompozitny plan pre 3 faktory preddefinovanych 20 merani,

obr. 85. Uzivatel ma mozZnost’ vyberu z planu s jednym, dvoma a troma blokmi. Ak mé byt

opisany CCD rotabilny, potom a = /8.
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Create Response Surface Design: Designs *

Designs Runs Blocks Center Points Default
Total Cubse Axal
Full 20 2 6 4 2 1,633
Full 20 3 £ 4 2 1,633
Mumber of Center Points Pocet
{* Default % Lo
™ Custom replikacii
Cube block: | T Avalt (— rovny 1
oznacuje
Value of Alpha Mumber of repicates: | 1 :
FCD | = Deh_,r experiment
P Face Canbred I™" Block on replcates bez replikcii

o mozno zmenit’ -4

" Cusmm:]_
Help | oK I Cancel i

Obr. 85 Ponuka Minitabu pre rotabilny CCD dizajn pre 3 faktory

Po vybere opisaného oto¢ného CCD s troma faktormi pri vybere merania v jednom
bloku s preddefinovanymi poctami replikdcii v centralnych bodoch a preddefinovanou
hodnotou @ = /8 dostavame vystup s charakteristikami daného planu experimentu spolu
s vypisom planu experimentu, ktory bude mat 23 =8 faktoridlnych bodov, 2-3 =

6 axialnych bodov a 6 replikacii v centrdlnom bode, obr. 86.

Design Summary

Factors: 3 Replicates: 1
Ease runs: 20 Total runs: 20
Base blocks: 1 Total biocks: 1 .
Point Types
- 168179 Cube points: g
== Center points mcuber 6
Axial points: 6
Two-level factorial: Full factorial Center points in axial; 0

Obr. 86 Charakteristiky rotabilného opisaného CCD pre 3 faktory

Na obr. 87 je vystup Minitabu, ktory pontka zvoleny plan experimentu CCD pre tri
faktory. Typ experimentalnych bodov je v stipci PtType, priom znacenie je rovnaké , ako bolo

opisané v predchadzajicej asti. Bloky v stipci Bloks st oznatené 1, pretoze nebolo zvolené

blokovanie.
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RunOrder PiType  Blocks A B C

: 1 1@1}1}&& -1,00000 —1,0&@\
2 1 1| 1,00000 -1,00000 -1,00000 )
3 1 1| -1,00000 1,00000 -1,00000 8 faktorovych

bodov

4 1 1| 1,00000 1,00000 -1,00000
5 1 1] -1,00000 -1,00000 1,00000
g 1 1] 1,00000 -1,00000 1,00000
7 1 1| -1,00000 1,00000 1,00000
g 1 1 \1,00000 1,00000 1,1}&[@/
g -1 1 /41,68179) 0,00000 0,00000\
10 1 1| 1,68179 000000  0,00000
11 4 1| o00000 -168179 0,00000 6 axialnych
12 1 1| ooooo0 168179 000000 | bodov
13 -1 1| 0,00000 0,00000 -168179
14 1 1 \0,00000 000000 1,6817%/
15 0 1/ 0,00000 0,00000 0,00000)
16 o 1] 000000 000000 O00000 6 replikécii
17 4] 1| 000000 000000 000000 v centralnom
18 o 1| o.00000 000000 000000 bode
19 0 1| ooooco  o00000 000000
20 0 1\_0,00000 0,00000 0,00000/

Obr. 87 Nerandomizovany CCD pre 3 faktory bez blokov

Pri vybere centralneho kompozitného planu s bodmi v strede stien, t. j. ploSne centrovaného
centralneho kompozitného planu FCD, vid’ obr. 88, st axidlne body v pripade zvolenych troch

kvantitativnych faktorov umiestnené v stredoch stien kocky.

Qbr. 88 FCD pre tri faktory [28]

Vystup Minitabu s charakteristikami a pldnom experimentu FCD pre tri faktory je
zobrazeny na obr. 89. V pocte bodov experimentalneho priestoru, v ktorych budeme realizovat’

merania, sa ni¢ nezmeni. Preddefinovany pocet je 20. Zmenia sa iba suradnice axialnych bodov,
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ktoré nebudu ,,vy¢nievat™ von z experimentalneho priestoru, ked'ze a = 1. Kazdy faktor bude

merany na troch Grovniach. Vysledny dizajn nie je oto¢ny (rotabilny).

Design Summary

Factors: 3 Replicates: 1
Baze runs: 20 Total runs: 20
Base blocks: 1 Total blocks: ;
Point Types
il E::Ef;:};s in cube: i
/ Axial points: 6
Two-level factorial: Full factonial Center pointsin axiak 0
Hodnota a sa pri FCD zmeni z /8 na 1.
nOrder PtType  Blocks A B C
T O\
-1 -1
1 1| 8 faktorovych
1 -1] bodov
-1 1
-1 1
1 1
I
0 )
01 6 axidlnych
11 7 1 0 7 o| bodov
i2 -1 1 o 1 o
13 -1 1 ] ] -1
14 -1 1\ 0 0 'V
15 0 1/ 0 0 D\
16 o 1 o o o
17 0 1 0 0 ol 06 replikacii
8 o i o o ol Vv centralnom
bode
19 1] 1 1] 1] 1]
20 o 1 \ o o y

Obr. 89 Nerandomizovany FCD pre 3 faktory
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7.2 BOX - BEHNKENOYV DIZAJN (BOX-BEHNKEN DESIGN)

Box-Behnkenov dizajn (BBD) patri medzi experimenty odozvovej plochy merané
na troch urovniach. Minitab umoziiuje navrh planu experimentu a Statistickl analyzu
nameranych hodndt pre 3 az 10 faktorov. Vystup Minitabu s charakteristikami a planom
experimentu BBD pre tri faktory je zobrazeny na obr. 89. RozloZenie bodov, v ktorych budeme

realizovat’ merania v experimentalnom priestore pri tomto type experimentu pre tri faktory, je

mozné vidiet’ na obr. 78 ¢).

Typ bodov, ktor¢ lezia
na hranach kocky, je
oznaceny 2.

Poznamka:

Hlavné vyhody pouzitia BBD — su to Usporné experimenty, pri ktorych minimalizujeme
naklady na realizaciu experimentu. Pouzivaja sa vtedy, ked’ nie je mozné nastavit’ kombindacie

viacerych extrémnych urovni faktorov. Medzi hlavné nevyhody ndvrhov BBD patri, ze maja

RunOrder
1

L ¥ = o = B B O T R ¥

wh | b | sk | b | ol | omh
L 5 R - R L

nizsiu presnost’.

PtType

[ T o N 5 R L I L% B o R L5

[ N L R 5 R

Lo Y e Y 5

Design Summary

Factors:

Base runs:
Base blocks:

Center points/

Blocks

.

3 Replicates! 1
15 Total runs: 15
1 Total blocks: 1

':JEQG ':l

o
o e
\= =2 <

=
= \E\
-1 0
1 0
1 0
0 -1
0 -1
0 1
0 1
-1 -1

Qbr. 90 Nerandomizovany BBD pre 3 faktory
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Vsetky merania budi urobené
v jednom bloku.

12 bodov,
ktoré sa
nachadzaju
na (vSetkych)
hranach
kocky

3 replikacie
v centralnom
bode



7.3 UPLNY KVADRATICKY MODEL PRE DVA FAKTORY —
VYPOCET OPTIMALNEHO RIESENIA

Popiseme postup, ktorym hl'adame extrém pre regresny model s predpisom:
Ve = fe(t1,t2) = bo + bity + byty + bygt] + byots + bystit,

Extrémy hl'adame v stacionarnych bodoch. Pre stacionarny bod plati:

0y; _ _
- = b1 + 2b11t1 + b12t2 = 0
at,

d

_yt == bz + szztz + bthl == 0
at,

2b11t1 + b12t2 = _b1

szztz + b12t1 = _bz

(2b11 b1z ) ) (t1) _ <b1)
b1z 2by/ \t; b,

b,
, b — _(t1)__<b1)
b, tz) — \b
7 b=

Stradnice stacionarneho bodu najdeme rieSenim maticovej rovnice
1p-1
Z'B'th—b :xt:__B b,
2

pricom bolo pouZité maticové znacenie

b14 oL t b
B = 2 ;xt=(1);b=(1).
== by

Uplny kvadraticky model pre dva faktory
Ve = fe(t1,ty) = bo H bty + boty + byit] + byyts + byytyt,

zapisany pomocou matic y; = fi(t;,t, ) = by + x! b + x! Bx;,

b t b1 bz
kdeb=<1),x= Y, B = 2
bz t (tz) b1z b22

2
Stacionarny bod vyjadreny ako stipcovy vektor je: x, = — % B71b.
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Typ extrému sa urci podl'a koretiov charakteristickej rovnice matice B:

det(B—AI) =0,
kde I je jednotkova matica.
a) Pre 44,4, > 0 je staciondrny bod minimom.

b) Pre 14,4, < 0 je stacionarny bod maximom.

¢) Pre rozne znamienka A4, 1, je stacionarny bod sedlovym bodom.

Optimalna hodnota odozvy je pre najdeny vektor x; optim sa nasledne vypocita:

— T T
YVt optim = bO + Xt optimb + Xt optimet optim

Poznamka:

rowr

Korene charakteristickej rovnice sa nazyvaju charakteristické ¢isla alebo vlastné ¢isla matice B.

7.4 OPTIMALIZACIA V MINITABE

Optimalne rieSenie v softvéri Minitab h'adame postupnost’ou prikazov na obr. 91 az 94.

Geaph Vien Help JAaustane Predictive Anshytics Module  Additional Tools
Brwc Matabcs ’ 3 - - .

Regresnon ’

wr moler | Fasporne Optumizes

ANOVA

.
’
Screens »
I 0ot I ——— Qoo o 5 33 Iemorems
{ ool Coar s Factowl  IT CruteFactomsiDengn s
.
'

Queity Took Responte Sorface v 15 Define Custom Factorisl Desgn Moleim Vet D3 ot e
fotubity/Surave g Matye ’
.

Pradhtve Anah oy ’ Tagachn » By PrePrecens Ropeme for Analyze Verabd| ocimce
MuRwanate LA a "o :

Ty Modfy Design ba Anaigre Factonsl Design
Tune Sevies o . A e . & 2

K3 Dupley Design Ta Anabye Bnaey Response
Tebles » e

- Arahe Gradiay

Nonparsmetncy ,

Equrestence Tests

¢ Factonal P
Power and Seenple S ’ > Foctonel Victs {
- "1

57 CubePlct

—~ |

'
Fits and Diagnostics for Unusual Cf & Respomse Optenizer. |
molecular —_ .
pooe Optsizey
Obs weght e SEmt %0 Resid StdResid DelResid W
‘ a Q a c G (] a <}
Stiiertar RunCieder Contae®t  Riacks A & c n

Obr. 91 Spustenie optimalizacie v Minitabe
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Response Optmuzen Sebp 3
[rre— Gosl | Lower Target Upper wraht Lempertane
Mplenier Waght Torges ﬁ E}‘lﬁ T 1 H
P skt e for chffpoars uss b sengitts afect thae s
AT e reanonss ST IR v FIETEE Tk FEICHE
depagr &
Ty R e T g —
. . | f fl -. : |
i : l | 1 .II, | | |
| o Yy ; =10 18, o _,._"
-y e ! T g b e ay
= | e

Obr. 92 Nastavenie pozadovanej hodnoty odozvy v Minitabe

i Respanie Dptivser Qptiong =
Comarants
| T are Congtrae ko regon >
mml“ EEM "‘.
Tesm T corutimrds -
Eisrtng Values = I
Variable Starting Yalur
wise
Caniyst condenirabn
Tiew:
Coridenge vl o ol nierasi |3
Type o confdence e Two-acerd -
= | = | o= |

Obr. 93 Nastavenie obmedzeni (constraint) pre vstupné parametre (faktory) v Minitabe

I Mumber of solutions to display: |1| V4

¥ erediction
¥ variable ranges

(odporuca sa).

oK J Cancel ]

Response Optimizen: Results x
o Preddefinovany pocet
aramets ndidenvch rieseni 1 mosn
7 Solutons jdenych rie§ 0Zno

zmenit’ na 'ubgvol'ny pocet

Obr. 94 Zadavanie poZiadaviek na vystup vysledkov v Minitabe
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Po nastaveni poZzadovanej odozvy (obr. 92), obmedzeni pre intervaly jednotlivych faktorov
(obr. 93) a zobrazeni pozadovanych vystupov a poc¢tu ndjdenych rieseni (obr. 94) Minitab

zobrazuje vystup v tvare na obr. 95:

Parameters

Response Goal Lower Target Upper Weight Importance
Molecular Weight Maximum 2300 ZrTS 1 1
Solution
Molecular
Catalyst Weight Composite
Solution Temperature concentration Time Fit Desirability
1 200 B 30 273787 092171

Obr. 95 Vystup Minitabu s ndjdenym optimalnym rieSenim

Pre nami pozadovant hodnotu odozvy 2775 bolo ndjdené rieSenie 2737,81. Tato odozvu
by sme mali ziskat' pri nastaveni faktora teplota na troven 200 a koncentracie katalyzatora
na uroven 8. O vhodnosti najdené¢ho riesenia hovori funkcia vhodnosti (Desirability function).
Cim viac sa jej hodnota blizi k hodnote 1, tym mozno povaZzovat’ najdené riesenie za lepsie.
Néjdené viaceré rieSenia blizke pozadovanej hodnote odozvy byvaju usporiadané zostupne

podl'a hodnoty tejto funkcie.

Poznamka: Pri viacerych analyzovanych odozvach na rovnakom experimentdlnom priestore
mozno pouzit’ multikriteridlnu optimalizaciu a hPadat’ optimum, ktoré bude spiiat’ optiméalne
hodnoty pre viac skimanych odoziev stcasne. V tomto pripade mozno v pripade potreby
vizualnej predstavy vyuZzivat prekryvajice sa vrstevnicové grafy (overlaid contour plots).

Ich ukéaZka je na obr. 96.

Contour Plot of Strength, Density, Insulation

s

950

InjTemp
.
’
w

9090

s

‘tl
80 20 100 m 120 130 o 150
InjPress

Obr. 96 Ukdazka prekryvajucich sa vrstevnicovych grafov pri sucasnom skumani troch odoziev
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7.5 OPTIMALIZACIA V EXCELI

Optimalne rieSenie v Exceli hl'adame pomocou spustiteIného doplnku Excelu s nazvom
Riesitel’ (Solver). Na obr. 97 je naznaceny postup ndjdenia optimalneho rieSenia pomocou
vyuzitia regresného modelu ziskaného v predchadzajucom kroku pri regresnej analyze.
Pred samotnym spustenim algoritmu je potrebné zadat’ vypocet predikovanej hodnoty, ktoru
chceme optimalizovat’, vid’ stipce G a H. Funkcia =SUMPRODUCT zabezpe¢i skalarny suéin
vektora bodovych odhadov regresnych koeficientov a vektora urovni faktorov vystupujtcich
v regresnom modeli. Volime, ¢i chceme, aby cielova hodnota — vypocitand (modelovana,
predikovand) hodnota bola miniméalna, maximdlna alebo nadobtdala presnii hodnotu.
Pred spustenim RieSitel'a je potrebné zadat’ obmedzenia vzt'ahujuce sa na hranice skimaného
experimentalneho priestoru a vyber metddy rieSenia (v tomto pripade bol zvoleny evolu¢ny

algoritmus).

Coefficients Standard Error. t 5tot P-volug lower S5%Upper 95%

Intercept 7975 1213605281 657133 BA4E-10 76,7804 82,7196
t1 987474747 0858148524 114488 2 7E05 7,72493 11,9246
2 471599026 0858148524 491289 000168 2,11618 63158
t1*2 7,75 1213605281 -63859 000069 1072 -4, 7804
£112 §475 0959439217 -9,2502 JED5 -11,223 EE373
1242 5135 0959439217 53417 000176 -7.4727 |Freeedesiciafe &

Doplnok Excelu — Riesitel (Solver)

padnnts
F G H [ | K
41 Optimalizacia - hladame maximalnw b tu odazvy - rlesenie cep Solver n
42 Intercept 79750 1 | an s
43 1 9,82474747| 0,558192709 i riedenie hladdme frudal
44 12 421599026 001073203 i iba v rAmci T
45 | t1*2 -1,75] -0.00535054 experimentiineho
46 t1n2 -B.875] 0,311579101 priestoru Tavan
47 1212 -53,125) D,000115177
—— - CMisgal sLHE g
48  y modefovane= B2,46542817 e aptimalna hodnota odoevy
1 gl UAmiA
nastavene h“'_"“:"k. ktore L [] vt nenigmm madmr presmngsh, e a ber aamedmen
budu poulité pri wpodte 1 L. 1" TR P — . it
maxima funkcie i =
felln bz ) = by + Iyt + st sl
byty 4+ bygtyty + byytf + ETTELITIT] Sb iurte v Somre R s Tpny nesnEEe mobiee wEedE il ey
Baals - L sigertens G80. Ak (ol R anede [rahitmy, sybpre ndeh o Semplem | P sigaroeur. 4
22k 3 =H4347 dhowte 16 lH negiHE prokidory, wsbevEr nidhg Felarey sgamima
=H444]
=SLIMPRODUCT{GA2:G4T:HA2: HAT) Poma e Rt Tl

Obr. 97 Hladanie optimalneho riesenia v Exceli pomocou doplnku Riesitel’

Podl'a najdeného rieSenia na ziskanie maximalnej hodnoty odozvy je potrebné kdédované
urovne faktorov nastavit’ na urovne 0,558 a -0,011.
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8 UPLNY FAKTORIALNY DIZAJN S MERANIM
V CENTRALNOM BODE — RIESENY VZOROVY
PRIKLAD

Bola skimana zavislost’ rychlosti nitridového leptania plazmovych dostiCiek v zavislosti
od vybranych premennych: medzery medzi elektrédami, prietoku plynu a vykonu na katode,
pricom x; € (0,8;1,2) je medzera medzi elektrodami v cm, x, € (125;200) je prietok plynu
v cm’/min, x3 € (275;325) je vykon na katode vo W. Zadanie prikladu a namerané hodnoty

boli prevzaté z [9], str. 245.

Pri uvazovanom experimente typu 23 boli namerané hodnoty v 10"'®m/min:

£(0,8;125;325)=1052; £(0,8;125;275)=550; 1(0,8;200;275)=601; £(1,2;200;275)=635;
£(1,2;125;275)=669; £(0,8;200;275)=633; f(1,2;125;275)=650; £(0,8;125;275)=604;
£(1,2;200;,275)=642; 1(0,8;125;325)=1037; 1(1,2;125;325)=749; £(1,2;200;325)=860;
£(1,2;125;325)=868; 1(0,8;200;325)=1075; £(1,2;200;325)=729; £(0,8;200;325)=1063

Pri dvojuroviiovom experimente bola zavisla premenna (odozva) — rychlost’ nitridového
leptania pre vstupné nezéavislé premenné (faktory) vZzdy merana na dolnej Urovni, t. j. pri

nastavenej minimalnej hodnote a hornej Urovni, t. j. pri maximalnej hodnote ako uvadza

tabul’ka 3.

Tabul’ka 3 Vstupné nezéavislé faktory a ich urovne

Faktory v povodnych jednotkach v kodovanych jednotkach
dolna uroven | hornd Groven | dolnd urovenl | horna Groven
A_medzera medzi elektrodami 0,8 cm 1,2 cm -1 1
B_prietok plynu 125 cm*/min | 200 cm*/min -1 1
C_vykon na katode 275 W 325 W -1 1

Zapis nameranych hodnot a linearna transforméacia

Pocet bodov experimentalneho priestoru, v ktorych bolo realizované meranie, je
pri iplnom faktoridlnom experimente typu 23 rovny 8. Vzhl'adom na 16 nameranych hodnot a
predpokladajuc, Ze experiment bol vyvazeny, boli pri experimente pouzité 2 replikacie.
Prehl'adny zéapis nameranych hodnot zodpovedajiici roznym kombindciam urovni faktov je

v tabulke 4.

107



Tabul’ka 4 Nitridové leptanie, namerané hodnoty
ty t, t3 y1 [10°m/min] | y, [10°m/min] | ¥ [10'° m/min]

(1) -1 -1 -1 550 604 577

a 1 -1 -1 669 650 659,5

b -1 1 -1 601 663 617

c -1 -1 1 1037 1052 1044,5

ab 1 1 -1 642 635 638,5

ac 1 -1 1 868 749 808,5

be -1 1 1 1063 1075 1069
abc 1 1 1 729 860 794,5

Cplot na obr. 98 s nameranymi hodnotami a ich vypocitanou priemernou hodnotou

v jednotlivych experimentadlnych bodoch poskytuje vizualnu predstavu o vysledkoch

experimentu vzhl'adom na nastavené tirovne faktorov.

1037

1063
1075

729
BB

]
748

1052

250

601
B33

vykon

642 _
B35

o

604

659
650

medzera

+

-

prietok plynu

1044,5

1069 7a4.5
BOB,S h
&
wykon
617 6385
+
659.5 v
= prietok
L i plynu

medzera

Obr. 98 Grafické znazornenie nameranych hodnot a ich priemerov v jednotlivych experimentalnych
bodoch pri experimente typu 23

Stredy intervalov s a polovi¢né dizky variaéného rozpitia intervalov A na nasledujiicom

obr. 99 su pouzité pri kodovani vSetkych urovni vstupnych hodnét na obr. 100.

B | W |

Xy

L EH

i

U v
5 .I..a rﬁ.hr.da
={0,841,2)/2 =(1,2-0,8) /2
24|=(125+200)/2 ={200-125)/2
=(275+325)/2 =(325-275)/2

T u L
1 5 lambda
2 o 1 0,2
3 ¥ 162,5 1.5
- Xyl 300 25

Obr. 99 Vypocet stredu a polovice variacného rozpdtia intervalov faktorov x4, X, a X3
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Obr. 100 Transformdcia pévodnych virovni faktorov do kédovanych hodnét realizovand v Exceli

Koeficienty B pre regresny model linearneho typu y = By + Z?=1 Bjxj + X Xi<j Bij xix;

pouzijeme vztah

1

09

Vypocet bodovych odhadov koeficientov regresného modelu MNS

odhadujeme pomocou b-koeficientov transformovaného regresného modelu, t. j. pomocou

transformovanej regresnej funkcie linearneho typu (fL)t(tl, ty, t3) = by + Zle bit; +

2 Xi<j bij tit; . Ak pri bodovych odhadoch regresnych koeficientov pouzijeme MNS, potom

J K L M M 5} P q R 5
: Transformacia; - . o B
x1 x2 %3 Y | £l 12 i3 ¥
jz 08 125 325 1052 k‘«f&usz;!s'.rsz =[L3-SUS3)/SWST =[M3-SUSE)/5V! 1052
{2 08 125 275 550 ={K4-5USZY/SVE2  =[Le-SUS3)/SVSS =(Ma-SUSA)/Svsd  XES0
3 08 200 75 601 ={K5-SUS2)/SVS2 =(LS-5US3)/5WS3  =[MS5-5US)/5VES 1
|2 12 200 75 535 =(K6-5U52)/5V52  =[LE-5U53)/5W53 =[MB-5U54)/5V54
{5 12 125 775|669 =(KF-SUS2)/SVSZ =(L7-5UST)/SW53. | =({M7-SUSH) V54
|6 08 200 275 633 ={KE-SUS2)/SVSZ  =(LE-SUS3)/SWES [=(ME-SUSS)/5VES
{7 12 125 275 650 =(KS-5U52)/5W52  =(LS-5US3)/5WE3  =(MS-5US4) 5V
|8 08 125 75 als =(K10-5U52) /552 =(L10-5U53)/5V53 =[MI10-5U53)/5V54
{9 12 2 275 842 =(K11-5U52)/5V52 =(L11-5US3H/5V53 =[M11-5U54)/5V54
|10 0.8 125 325 1037 ={K12-5U52)/5V52  =(L12-5US3)/5v5E3 =(MI12-5US4)/5v5a  [RO37
111 12 125 325 740 ={K13-5US/5VE2 =(L13-SUS35VE3 =(MI13-3U54)/5V54
i1 1,2 200 325 860 =(K14-5U52)/5V52  =(L1d-5U53)/5V53 ={M14-5UI54)/5v54
{13 12 125 375 258 =(K15-5U52)/5V52 =(L15-5U53)/5V53 =(M15-5U154) /5054
{14 08 200 325 1075 = K16-5USZI/SVS2  =(L16-SUIS3)/SVE3 =[M16-5U154)/5vs4 [ROTS
{15 08 00 325 1063 =(K17-5U52)/5W52  «[LI7-5US3)/5VE3  |=[MI17-5U54)/5V54 F1063
{16 12 200 325 b} 18-5US2)/SVS2  =[L1B-SUS3|/SVSI  =(M1B-SUS4)/SVS¥ |729
: # K L Il M G P | Q R 5
1 _ITransfurmécia: 1
2 | x1 %2 %3 Y £l t2 t3 ¥
3 | 1| o8 125 325 1052 -1 -1 1 N\ 1052
4 | 2 08 135 275 550 -1 -1 -1 550
5 _! 3| o8 200 275 601 -1 1 -1 601
6 | 4 12 200 275 635 1 1 -1 635
7 | 50 12 125 275 669 1 -1 1 669
8 | 6| 08 200 75 633 -1 1 -1 633
9 | 7 A 125 Z75 650 1 -1 -1 650
10 I 8 08 135 275 604 -1 -1 -1 604
11 | 9] 12 200 275 642 1 i -1 642
12 | 10 08 125 325 1037 -1 -1 1 1037
1_3_| il 12 125 325 749 1 4, 1 749
14 | 12| 1.2 200 325 B60 1 1 X 860
15 | 13| 1.2 125 35 B68 1 -1 1 868
16_! 14 0.8 200 325 1075 -1 1 L 1075
17 | 15 028 200 325 1063 -1 1 1 1063
18 | 16| 1.2 200 325 729 1 1 1 ) 19
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Pri vypocte v Exceli vytvorime maticu planu experimentu X z povodnych kédovanych
hodnét na obr. 101 pridanim stipca 1 pri by a stipcov, ktoré reprezentuju interakcie faktorov
v modeli. Su¢in transponovanej matice planu experimentu X”a matice nameranych hodnét

zodpovedajucich prislusnym trovniam faktorov Y delime poétom nameranych hodnot m - 2%

na obr. 102.

Li T | M L M | MDA | N M | M| W | MO A | M AM i g
1 i1 LFl LE] 2 '3 g 3 b P ]
2 bd bl b by =2y PL] i} B33 W
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'] g 1 1 1 1 4 =1 i 3%
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] Q 1 -1 -1 -1 -1 1 i ESC
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21
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Obr. 101 Matica planu experimentu X potrebnad na vypocet bodovych odhadov koeficientov regresného
modelu
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Obr. 102 Vypocet bodovych odhadov koeficientov regresného modelu realizovany v Exceli

Hierarchicky regresny model a identifikacia signifikantnych faktorov a interakcii

faktorov

V prvej faze vyhodnocovania experimentu nas zvy€ajne zaujima vplyv ktorych
faktorov, resp. interakcii mozno povazovat’ za signifikantny a ktory mozno zanedbat’. Bodové
odhady regresnych koeficientov, hodnoty testovacich Statistik, p-hodnoty a intervaly
spol'ahlivosti vieme jednoducho ziskat' cez analyzu dat v Exceli postupnostou prikazov

Data— Data analysis— Regression.

Vstupné udaje, ktoré pouzijeme v regresnej analyze st na obr. 103, pricom ako nezavisla
premenna X musi byt zapisana suvisla oblast’ obsahujuca stipce predstavujuce vietky &leny,
ktoré maju v regresnom modeli vystupovat, t. j. vSetky faktory aich interakcie vyjadrené
v kodovanych jednotkach. Ako zavisli premennt Y zaddvame namerané hodnoty odozvy
v prislusnom poradi kombindcii tUrovni vstupov. Ak oznafime aj riadok, v ktorom sa
nachadzaju oznacenia prisluSného faktora alebo interakcie, potom je potrebné v dialogovom

okne potvrdit’ Labels.
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Obr. 103 Zaddvanie vstupnych udajov pouzitych pri regresnej analyze s viacerymi vstupnymi

parametrami v Exceli

Vystup regresnej analyzy v Exceli je na obr. 104 a 105.

Regression Statistics

Multiple R
R Sguare

Adjusted R Square

Standard Error
Observations

0,382898753

0,96608997

0,936418694
4746116834

16

Obr. 104 Vystup regresnej analyzy v Exceli — vSeobecné charakteristiky tykajiice sa ndjdeného
regresneho modelu
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ANOVA

i 55 M5 F  Significance F

Regression 7 5134004375 73342,9 32,5598 2,89617E-05
Residual 8 18020,5 2252,56
Total 15 531420,9375

Coefficients Standard Error tStat  P-value Lower 35% Upper 5%
Intercept 776,0625 11,86529208 65,4061 3,3E-12 748,7010874 80342391
i1 50,8125 11,86529208 -4,28245 0,00268 -78,1739126 -23,45109
t2 3,6875 11,86529208 0,31078 O,76301) -23,6739126 31048913
13 1530625 11,86529208 12,9 1,2E-06) 125,7010874 15042391
t1*%2 -12,4375 11,86529208 -1,04823 0,32517 -35,7989126 14,923913
t1*13 -76,8125 11,86529208 -6,47371 0,00019 -104,173913 -4945109
t2*3 -1,0625 11,86529208 -0,08355 0,93085 -28,4239126 26,258513
11%12%t3 2,8135 11,86529208 0,23704 0,81859 -24,5489126 30,173913

Obr. 105 Vystup regresnej analyzy v Exceli — tabulka ANOVA a tabulka so statistikami tykajucimi sa
regresnych koeficientov

Stipec Coefficients obsahuje bodové odhady b koeficientov transformovanej regresnej
funkcie linearneho typu fi(ty,t, t3): by = 776,0625 (&iselna hodnota zodpoveda
aritmetickému priemeru vsetkych nameranych hodnét Y), 131 = —-50,8125, 132 = 3,6875, 133 =
153,0625, by, = —12,4375, by3 = —76,8125, b,; = —1,0625, by,3 = 2,8125. Su to

koeficienty, ktoré sa vyskytuji pri faktoroch a interakciach faktorov v regresnom
modeli (f;)(t1,t,t3) = bg + bity + bty + bats + byatity + bygtits + bystyts + byystytyts.

Pri rozhodovani o d’alSom ponechani, resp. vyluceni faktorov v d’alSom skimani mézeme
napriklad pomocou p-hodnoty v stipci P-value identifikovat’, ktoré koeficienty, a tym aj ktoré
¢leny modelu v iom majl zostat’ a ktoré mézeme vylucit. Rozhodneme vplyv ktorych faktorov
¢i interakcii je ¢i nie je Statisticky vyznamny (signifikantny) vzh'adom na skiimant rychlost’
nitridového leptania. V naSom pripade mozno na hladine vyznamnosti 0,05 vylucit' faktor
prietok plynu spolu so v§etkymi interakciami s tymto faktorom, pretoZe p-hodnota je vicsia ako
nami zvolené @ = 0,05. K rovnakému vysledku by sme sa dopracovali aj pri rozhodovani na
zéklade intervalov spolahlivosti. Pri kazdom z vyluc¢enych ¢lenov modelu ndjdeme interval
spol'ahlivosti obsahujtci 0. Po vylic¢eni nevyznamnych ¢lenov z podvodného regresného modelu
dostaneme regresny model, ktory spiiia podmienku hierarchickosti - ak v modeli zostava ¢len,
ktory obsahuje interakcie, ponechdvame v modeli aj vSetky Cleny, ktoré v interakcii vystupuju
bez ohl'adu na ich Statistickt vyznamnost'.

V pripade rieSenia pomocou softvéru Minitab volime metddu postupnej spitnej eliminacie

(Backward elimination), kedy postupne z modelu vylic¢ime Cleny Statisticky nevyznamné

na zvolenej hladine vyznamnosti.
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Po opitovnom spusteni regresnej analyzy dostdvame nové aktualne hodnoty R?, ANOVY a
testovacie Statistiky tykajice sa ¢lenov regresného modelu. Hodnoty regresnych koeficientov
ponechanych ¢lenov zostavaju rovnaké nakol’ko s vynimkou tplného kvadratického modelu su
vzdy rovné polovici velkosti efektov.

Pri d’alSom vyhodnoteni z dovodu prepocitania vysledkov je potrebné regresni analyzu
spustit’ opakovane. Ponechané vstupy musia byt v Exceli uvedené ako suvisla oblast, vid’

obr. 106. Vystup regresnej analyzy je na obr. 107.

tl 13 t1*13 yl
-1 -1 1 550
1 1 1 604
1 1 1 669
-1 -1 650
-1 -1 1 633
-1 -1 1 601
1 -1 -1 642
1 -1 -1 635
-1 1 -1 1037
-1 1 -1 1052
1 1 1 749
1 1 1 868
-1 1 -1 1075
-1 1 -1 1063
1 1 1 729
1 1 1 800

Obr. 106 Pri dalsom vyhodnoteni z dovodu spravnych vysledkov je potrebné regresnu analyzu spustit’
opakovane. Ponechané vstupy musia byt'v Exceli opdt uvedené ako suvisla oblast.

SUMMARY QUTPUT

Regression Statistics
|Multiple R 0,980179
R Square 0,960751
Adjusted R Squa 0,950939
|Standard Error  41,69108

|Dbservations 16
AMNONA

df 55 M5 F gnificonce F
Regression 3 510563,2 1701877 9791338 1,05E-08
Residual 12| 2085775 1738,146
Total 15! 5314209

Coefficlentandord Err & Stof P-value lower 35%Upper 95%

|Intercept 776, 0625 1042277 7445838 2,29E-17 753,3532 798,7718
1l 50,8125 1042277 -4,87514 0,000382 -73,5218 -28,1032
t3 153,0625 1042277 14,6854 4,95E-09 130,3532 175,7718
'3 -76,8125 1042277 -7,36968 8,62E-06 -99,5218 -54,1032

Obr. 07 Vystup regresnej analyzy v Exceli po vyluceni nevyznamnych faktorov a interakcii
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Bodovy odhad transformovanej regresnej funkcie linearneho typu (fL)t(t1: t,, t3), ktort
dostaneme po vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov je

(fL)t(tl,tg) = 776,0625 — 50,8125t; + 153,0625t; — 76,8125t,t;

Odtial’ vieme vyjadrit bodovy odhad regresnej funkcie linearneho typu f; (x1, X5, x3),
ktora bude v podvodnych jednotkdch. V neupravenom tvare po spdtnom dosadeni

transformacnych vztahov
fu(xq, x3)

= 776,0625 — 50,8125

Y1 530625 0 2681257 1. %3 —300
0.2 ‘ 25 ’ 0.2 25

Po uprave

fi(xy, x3) = —5415,375 + 4354,688x, + 21,485x; — 15,3625x, X3

Individualne t-testy Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov

M4 medzera medzi elektrodami vyrazny vplyv na rychlost’ nitridového leptania?
Pouzijeme individudlne t-testy Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov. V principe si
mézeme zvolit lubovolni mald chybu I. druhu «, ktorej sa mozeme dopustit
pri vyhodnocovani hypotéz. Najcastejsie sa v praxi voli @« = 0,05, resp. 0,01 alebo 0,1. Pre nase
ucely bude z dévodu nazornosti vypoctov volena vzdy ind mald hodnota « . Napr. na hladine
vyznamnosti 3% chceme otestovat’, €1 je samostatné pdsobenie faktora x; — medzera medzi
elektrodami, na hodnotu regresnej funkcie linedrneho typu Statisticky vyznamné.

Pri testovani vzdy pouzivame koédované hodnoty, resp. transformovant regresnu
funkciu, preto samostatné pdsobenie faktora x; na hodnotu f; (x;,x3) vyhodnocujeme ako
samostatné posobenie transformovaného faktora t; na hodnotu (f;):(ty,t3) = by + bty +
bsts; + byt t;. Samostatné pdsobenie transformovaného faktora t; testujeme pomocou
koeficientu b;. Nulova hypotéza H, hovori, ze regresny koeficient b; nie je Statisticky
vyznamny, oproti stoji obojstranna alternativa Hy,regresny koeficient b; je Statisticky
vyznamny: Hy: by = 0 s Hy: by # 0.

Z vystupu Excelu na obr. 108 pouzijeme riadok, v ktorom sa nachadzaji tidaje suvisiace

s koeficientom b .

Coefficients Stondard Error G5ttt | P-volue Lower 35% Upper 95% |Lower 37.0% Upper 37.0%

Intercept T76,0625 10,42376305 7445838 2.29E-17 753,353337 798771763 730.4151305 BOL, 7098055

[ =} -50,8125 10,42276905 -4,87514 0,000382 -73,521763 -28,10332371 -76,4598095 -25,16519048 l
13 153,002 10,32276005 19,6008 4,000-09 130,303237 1/5,771768 L2/ aroioes 178,
t1 3 -76,8125 10,42276905 -7,36968 B,62E-06 -99,521763 -54,1032371 -102,45981 -51,16519043

Qbr. 108 Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a k nim prislichajiicimi hodnotami
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Testovacia charakteristika (Statistika) t(b,) = SEIEZ = t(n—k —1), kde by je bodovy
1

odhad regresného koeficientu by: b; = —50,8125, SE(b;) = 10,42276905, je $tandardna

chyba tohto odhadu, n = 16 je celkovy pocet nameranych hodnét, k = 3 je pocet ¢lenov
testovaného regresného modelu (¢leny b;t;, bstza bystits) . Odtial n—k—1=16—-3 —
1 = 12. Parameter Studentovho rozdelenia vyjadreny podla vztahu (m — 1) - 2% je rovny
(4 —1)-22 =12, nakol’ko vylu¢enim faktora prietok plynu sa experiment zredukoval
na experiment typu 22, pri¢om pod&et replikacii pri zachovani celkového po¢tu nameranych
hodnot sa zvysil na 4. Zapis t(b;) ~ t(12) ¢itame: testovacie $tatistiky pre koeficienty b; maju

Studentovo rozdelenie s 12-timi stupfiami vol'nosti.

Na zaklade analyzovanych tdajov vypocitana hodnota testovacej Statistiky, t. j. realizacia

508125 . —4,87514. Tato hodnotu najdeme v stipci 7 Stat.

testovacej $tatistiky t,(b;) = Toasre90s

Vizualnu predstavu o rozdeleni testovacej Statistiky t(b;) , 0 umiestneni hodnoty testovacej
Statistiky t, vzhl'adom na kriticka oblast’ W zamietnutia nulovej hypotézy H,, ktort sme urcili
podl'a zvolenej hladiny vyznamnosti a, o velkosti p-hodnoty v porovnani s hodnotou a dava

nasledujuci obr. 109.

fix)

e '-r amielame

1V (0.015) = -2.4607 0 15 (0.985)=2,4607 X

0" Hpy zamictams

ATw
k4

i _"' ||.:||-'\

Obr. 109 Grafické rieSenie pre testovanie hypotézy o koeficiente by

O vysledku testu hypotéz rozhodujeme 3 spdsobmi, pricom vZdy musime dostat’ rovnaky zaver:

a) Pomocou kritickej oblasti (kritického oboru) W = (—o0; —2,4607) U (2,4607, ), kde
kriticki hodnotu uréime ako 98,5% kvantil tk¥(0,985) = T.INV(0,985;12) =
2,4607.

1. moznost’ vyhodnotenia: |t,(b,)| = 4,87514 > t¥(0,985) alebo
2. moznost’ vyhodnotenia: realizacia testovacej Statistiky t,(b;) = —4,87514 € W,
preto zamietame H, : b; = 0, vid obr. 109.
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b) Vyhodnotenie pomocou p-hodnoty

Tuto hodnotu najdeme v stipci P-value. Ked'ze p-hodnota predstavuje pravdepodobnost’, Ze
dostaneme rovnaky alebo eSte extrémnejsi vysledok v pripade, ze by platila nulova hypotéza
H,, jej ¢iselnt hodnotu vieme vypocitat’ pomocou distribu¢nej funkcie.
p(by) = 2 * min{F (ty(b;)); 1 — F(to(b,))} = 0,000382
Vypocet p-hodnoty v Exceli je na obr. 110.

F{t0) =T.DIST{-4,87514;12;1) F{t0)={ 0,00013082
1-F(t0) =1-563 0,59380318
p==2"MIN[563:564) p=  0,00038164

Qbr. 110 Vypocet p-hodnoty pomocou distribucnej funkcie

V pripade p-hodnoty nepotrebujeme kriticku oblast’ W, t. j. nie je potrebny ani vypocet
kvantilu t&¥ (1 — %), pretoze p-hodnotu porovnavame so zvolenou hladinou vyznamnosti o.

Cim je p-hodnota mensia, tym viac sme presvedéent, Ze nulova hypotézu treba zamietnut’,
p = 0,000382 < 0,03 = a, preto zamietame H, : b; = 0

¢) Vyhodnotenie pomocou (1 —a)-100% intervalu spolahlivosti, alebo tzv.

konfiden¢ného intervalu.

Pri vyhodnoteni testov hypotéz pomocou intervalu spol'ahlivosti, o prijati alebo zamietnuti
nulovej hypotézy rozhodujeme na zéaklade toho, ¢i 0 patri alebo nepatri do (1 — a) - 100% IS,
obr. 111. V naSom pripade a = 0,03, preto potrebujeme 97% IS pre koeficient b,. Dolni
hranicu intervalu najdeme vo vystupe regresnej analyzy v tabulke na obr. 108 v stipci Lower

97%, hornu hranicu v stipci Upper 97%. 97% IS pre koeficient by : (-76,4598; -25,1652)

76,4598 25,1652 0

Obr. 111 Cislo 0 nepatri do 97% IS pre koeficient b,

Na vypocet hranic pouzijeme vztah b; + A, kde A = SE(b,) - té(‘:l—l)'zk (1 - g), obr. 112.

| J I J

55 | 55 |

56 bl= 56 | b1= 50,

57 SE{bl)= J0.4227690458558 ET. SE(bl}= QO42277
58 | tkv 12 (0,985)= FT.AINV|1-0,03/2;12) 38 .tivw 12 [0,985])=

59 delta= 59 delta= §5,64731

&0 bl-delta=
1]  bidelts-

&0 bl-delta=
&1 | bl+delta=

Obr. 112 Vypocet intervalu spolahlivosti pre koeficient b; v Exceli
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Nulova hypotéza Hy : b; = 0 hovori, Ze regresny koeficient b; je nulovy, preto sme
overovali, ¢i 0 patri alebo nepatri do daného konfiden¢ného intervalu.
Kedze 0 & (—76,4598; —25,1652), so spolahlivostou 97% mézeme hypotézu Hy : b; = 0

zamietnut’.

Zaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,03 mozno konStatovat’, Ze regresny koeficient b; je
Statisticky vyznamny, t. j. samostatny vplyv faktora t; na hodnotu transformovanej regresne;j
funkcie (f;):(tq,t, t3) je Statisticky vyznamny, t. j. nemozno ho zanedbat. Medzera medzi

elektrédami je dolezity faktor pre proces nitridového leptania.

Ma vykon na katode Statisticky vyrazny vplyv na rychlost’ nitridového leptania?
Zvolime hladinu vyznamnosti napr. 2%. Chceme otestovat’, ¢i je samostatné pdsobenie
faktora x3 — vykon na katdode na hodnotu regresnej funkcie linedrneho typu Statisticky
vyznamne.

Testujeme hypotézy Hy: b; =0 s Hy: by # 0, pretoze samostatné pdsobenie kodovaného
faktora t; vystupuje v transformovanej regresnej funkcii (f;).(tq,t3) = by + byt + bt +
bi3t t; v predposlednom €lene bsts, t. j. budeme testovat’ nulovost’ regresného koeficientu bs.

Z vystupu Excelu pouzijeme riadok, v ktorom sa nachadzaju tidaje stvisiace s koeficientom b,

obr.113.

Coefficients Stondord Error $5tot | P-volue  Lower 95% Upper 95%  Lower 88,0% Upper 38,0%
Intercept 76,0625 1042276505 7445838 2,29E-17 7533,353237 798,771763 T48,1190771 B04,0059229
il -50. 8125 10,42276905 -4 87514 0.000382 -73.521763 -28,1032371 -78,7559229 -22 8690771
t3 153,0623 10,42276205 14,6854 4,95E-09 130,353237 175771763 1351190771 181,0059229
£1%t3 76,8125  10,42276505 -7,36968 B8,62E-06 -99,521763 -54,1082371 -104,755923 -48,8690771

Obr. 113 Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a im prislichajiicimi hodnotami

Grafické rieSenie je na obr. 114.

Jx)

W Hyzamietame W Hyzanuetame

£
- 5]
2= 0.01

i

o2 =10.01

4 (0,01) 2,681 0 15 (0.99)=2,681 it 1ACERY

Obr. 114 Grafické riesenie na testovanie hypotézy o koeficiente b3
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Kritickda oblast W = (—o0; —2,681) U (2,681,), kde 99% kvantil t{¥ (0,99) =

153,0625
10,42276905

T.INV(0,99; 12) = 2,681. Plati |to(bs)| = = 14,6854 > 2,681 = t£2(0,99).

Z grafického rieSenia pre test hypotézy o koeficiente b; na obr. 114 realizécia testovacej
Statistiky to(b3) = 14,6854 € W, preto zamietame H, : b; = 0.

Rovnako p-hodnota p = 4,95-107° < 0,02 = a , preto zamietame H, : b; = 0.
P-hodnotu vieme vypocitat’ vztahom:
p(bs) = 2 * min{F(ty(bs)); 1 — F(to(bs))} = 2 » MIN(T. DIST(14,6854; 12; 1); 1 —
T.DIST(14,6854;12;1)) = 4,95-107°.

Graficky p-hodnota predstavuje dvojnasobok velkosti plochy pod krivkou hustoty
rozdelenia Studentovho rozdelenia #(12) od realizacie testovacej $tatistiky ty(bs) vpravo, vid’
obr. 114.

Vypocet 98% IS pre koeficient b; je na obr. 115.

H | J K I | J
70 ba=f153,0625 70| " b3 153,065
80 se(b3)q 10,42277 80 | se(ba)d 10,42277
81 t kv 12 {0,99)4 =T.INV{1-0,02/2;12) tkv12(0,99)d 2,680998

g2 deltag =180*181 27,94342
23 b3-deltaq =i79-182 [ 1251191
B4 b3+delta=\al75+J82 B4 b3+delta=\ 181,0059

Obr. 115 Vypocet intervalu spolahlivosti pre koeficient bs v Exceli

Z tabul’ky na obr. 113 je 98% IS pre koeficient b3: (125,119; 181,006).

0 125,119 181,006

Obr. 116 Cislo 0 nepatri do 98% IS pre koeficient bs

Kedze 0 € (125,119; 181,006), so spol'ahlivostou 98% mozeme hypotézu Hy : b; = 0

zamietnut’, vid’ obr.116.

zZaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,02 mozno konstatovat’, ze regresny koeficient b; je
Statisticky vyznamny, t. j. samostatny vplyv faktorov t; na hodnotu transformovanej regresnej
funkcie (f1):(ty,ty, t3) je Statisticky vyznamny, nemozno ho zanedbat. Vykon na katode je

dolezity faktor pre rychlost’ nitridového leptania.
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Ak chceme napr. na hladine vyznamnosti 1% otestovat’, ¢i je spolocné posobenie
faktorov x; — medzera medzi elektrodami a x; — vykon na katéde na skumanit odozvu
Statisticky vyznamné, postavime hypotézy: Hy: b3 =0 S Hy: b3 # 0, pretoze spolocné
posobenie je vregresnom modeli (f;):(t;,t3) = by + bity + bsts + b3t t; vyjadrené
v poslednom ¢lene b;3t;t;. Testujeme nulovost’ tohto ¢lenu regresného modelu pomocou
koeficientu b, 3. Postupujeme rovnako ako v predchédzajicich pripadoch.

Ciselné hodnoty potrebné k testovaniu hypotéz berieme z riadku, ktory predstavuje interakciu

koédovanych faktorov t; a ts, obr. 117.

Coefficients Standord Error ¢ 5tot | P-volue  Lower 5% Upper 95% [lower 99.0% Upper 99,0%

Intercept 776,0625 10,42276905 74,45838 2,296-17 753,353237 798,771763 744,225739 207,8992607
i1 -50,8125 10,42276905 -4,87514 0,000382 -73,521763 -28,1032371 -B2,649261 -18,9757393
t3 153,0625 10,47276905 14,6854 4,95E-09 130,353237 175771763 121,235739 184, 8992607

76,8125 10,42276505 -7,36968 8,62E-06 -99,521763 -54,1032371 -108,64926 -44,3757333

Obr. 117 Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a im prislichajicimi hodnotami

Ak o vysledku testu rozhodujeme pomocou kritickej oblasti W = (—o0; —3,05) U (3,05, =),
kde 99,5% kvantil Studentovho rozdelenia t*¥ (0,995) = T.INV(0,995; 12) = 3,05, potom

-76,8125

m| = 7,3697 > 3,05 = t¥¥(0,995). Z grafického rieSenia pre test

plati [¢o(by3)| = |
hypotézy o koeficiente b;3 v tabulke na obr. 117 realizacia testovacej Statistiky ty(by3) =
—7,3697 € W, preto zamietame Hy, : b;3 = 0.

Rovnako p-hodnota p = 8,62 -107° < 0,01 = a , preto zamietame H, : b;3 = 0.

P-hodnotu  vieme  vypogitat:  p(by3) = 2 * min{F(to(by3)); 1 — F(to(b13))} = 2 =
MIN(T. DIST(—7,36968;12;1); 1 — T.DIST(—7,36968; 12; 1)) = 8,62 - 107°. P-hodnota je
rovna dvojnasobku velkosti plochy pod krivkou hustoty rozdelenia Studentovho rozdelenia

1(12) po realizaciu testovace;j $tatistiky to(b;3), vid obr. 118.

f(x)

=il

" Hy zamietame " Hy zamietame

W

i
< :
o' = 0,005 o2 = 0,003

5V (0,005)=-3,05 0 t57(0,995)=3.05 X
(I E
Obr. 118  Grafické riesenie na testovanie hypotézy o koeficiente by

Vypocet 99% IS pre koeficient b,3 je na obr. 119.
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H [

102 b13=f 153,0625 102 bl3=
103 SE{b13) 1042277 103 SE(bl13}=
104 tkv 12 (0,995) =T.INV(1-0,01/2:12)| kbt ~
105| delta<] =1103°1104 105 delta=
106 bi3-delta=] =1102-1105 106 bi3-delta=
107 bl3+delta=\=1102+J105 107 bl3+delta=

Qbr. 119 Vypocet intervalu spolahlivosti pre koeficient bis v Exceli

Z tabul’ky na obr. 117 je 99% IS pre koeficient b;3: (—108,6493; —44,9757).

-108,6493 44,9757 0

Obr. 120 Cislo 0 nepatri do 98% IS pre koeficient b;;

Kedze 0 ¢ (—108,6493; —44,9757), so spolahlivostou 99% mozeme testovani

hypotézu Hy, : by3 = 0 zamietnut’.

Zaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,01 moZzno konStatovat, Ze regresny koeficient b, je
Statisticky vyznamny, t. j. spolo¢ny vplyv faktorov t; a t; na hodnotu transformovanej regresne;j
funkcie (f7):(tq, t2, t3) je Statisticky vyznamny, teda ho nemozno zanedbat’. Interakcia medzi
medzerou medzi elektrodami a vykonom na katdode je dolezitd pre rychlost’ nitridového

leptania.
Kvalita modelu vyjadrena pomocou RZ, upraveného Rczldj a prediktivneho R;Z;red

Kvalitu ziskaného regresného modelu moézZeme charakterizovat pomocou indexu
determinécie (koeficientu determinacie) R2. Hodnota R? je sti¢astou vystupu regresnej analyzy

v Casti Regresné statistiky uvedena ako R Square, obr. 121.

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

R Sguare 0,960750593
Adjusted R Square 095092373
Standard Error 416910762
Obszervations 16

Obr. 121 Statistiky R? a adjusted R? tikajiice sa ziskaného regresného modelu ako vystup regresnej
analyzy v Exceli
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Ciselnd hodnotu indexu determinacie vieme vypoéitat’ aj z tabul’ky ANOVA (obr. 122),
pretoze R? vyjadruje, aky je podiel variability zavislej premennej, ktory vieme vyjadrit
ziskanym regresnym modelom. V naSom pripade suma Stvorcov odchylok nameranych hodnot
rychlosti nitridového leptania od celkového priemeru je SSTotal = 531 420,9375. Z toho
variabilita vysvetlend regresnym modelom je SS Regression = 510 563,1875.

ANOWA

df 55 M5 F Significonce F
|Regression 3 |514}5ﬁ3,l$?5 ll?ﬂ-iﬁ?,? 97,91338 1,05385E-08
Residual 12 20857.75 1733,146

Total 15 I531420,93?5 I

Obr. 122 ANOVA ako sucast vystupu regresnej analyzy v Exceli

Podiel variability pozorovanych dat, ktora vieme vysvetlit' ziskanym modelom je R? =

510 563,1875

———— = 0,960751, ¢o interpretujeme nasledovne: 96,1% variability nameranych hodnot
510 563,1875

pri nitridovom leptani vieme vysvetlit' regresnym modelom (regresnou funkciou linearneho

typu), iba 3,9% variability nameranych hodno6t zostalo modelom nevysvetlene;.

Hodnotit' kvalitu modelu iba podl'a indexu determinicie R? nie je spravne, pretoze
pridanim prediktorov (¢lenov v regresnom modeli) R? vzdy narastie. Vi&Siu vypovednl
hodnotu ma pre nas upraveny index determinacie RZ; ; uvedeny v tabulke na obr. 121 ako
Adjusted R Square. RZ, ; = 0,95093873 tiez vyjadruje mieru zhody nameranych dat
a fitovanych hodnét (95,1%), ale zohladiiuje pritom pocet Clenov (prediktorov) v modeli.
Upraveny index determindcie RZ; ; penalizuje model za Cleny, ktore st v lom navyse, preto
po vyliceni nevyznamnych faktorov a interakcii RZ, ; narastie, vid obr. 123. Medzi R?aR2, :
by nemal byt ,vel’ky rozdiel“ (v opatnom pripade ocakédvame pritomnost” nevyznamnych

¢lenov v modeli).

povodny model (pred vylucenim) hierarchicky model {po vyluceni)
Regression Statistics Regression Statistics
Multiple R 0,982855 Multiple R 0,9801791
R Square | 0.96603 R Sguare 0,960751
Adjusted R Square | 0,936419|- -Adjusted-R-5quare—»| 0,9509387
Standard Error 4746117 Standard Error 41,691076
Observations 16 Observations 16

Obr. 123 Po odstraneni nevyznamnych c¢lenov z regresného modelu upraveny index determindcie
narastie
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Prediktivne R;red urcuje ako presne vie model predikovat’ spravnu hodnotu po odstraneni
daného tdaju zo suboru dat (93,02%). V nasom pripade mdézeme hovorit’, Ze nd§ model vie
v rAmci experimentélneho priestoru velmi dobre predikovat’ data. Velky rozdiel medzi R? a
R} eq naznaduje, Ze v regresnom modeli je zbytoéne vela ¢lenov v pomere k mnoZstvu dat.

Mozn¢é zdovodnenie je, ze bud’ su data zI¢é, alebo boli zvolené nespravne nezavislé premenné.

Excel prediktivnu hodnotu R;red nepocita. Vystup z Minitabu je na obr. 124.

Model Summary

5 R-sq R-sgladj) R-sq{pred)

416911 0508% 95 00% 93.02%

Obr. 124 Vystup Minitabu s R?, upravenym R? a prediktivnym R?

Kvalita modelu vyjadrena celkovym F testom Statistickej vyznamnosti regresného modelu

Kvalitu modelu vieme vyhodnotit’ tiez celkovym F testom Statistickej vyznamnosti

regresného modelu, testom adekvatnosti (testom Lack of Fit) a analyzou rezidui.

Celkovym F testom $tatistickej vyznamnosti nasho regresného modelu (f,).(t;,t3) =
by + bit; + bst; + bzt t3 testujeme nulovi hypotézu, ze regresny model nie je Statisticky
vyznamny, t. j. vSetky jeho koeficienty st nulové oproti alternativnej hypotéze, Ze regresny
model je Statisticky vyznamny, t. j. aspoil jeden koeficient je nenulovy:

Hy: by = b3 = b3 = 0 s H;:existuje aspoii jedno b; # 0

Pri celkovom F teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu pre testovaciu

charakteristiku (Statistiku) plati:
SSR
- k ‘n—k—
F = <SE F(ksn—k—1),
n—k—-1

kde n je po¢et nameranych dat (n = m - 2¥) a k je pocet &lenov v regresnom modeli. Citame
testovacia Statistika F' ma Fisherovo rozdelenie so stupnami volnosti k, n — k — 1. Testovacia
Statistika porovnava rozptyl dat vysvetleny regresnym modelom s rozptylom, ktory zostal
modelom nevysvetleny. Cim je tento podiel va¢si, tym regresny model lepsie vystihuje

spravanie skimanych dat. Preto je tento test jednostranny (pravostranny).
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Realizaciu testovacej Statistiky, stupne volnosti, p-hodnotu vieme ziskat’ z regresnej
analyzy z tabul'ky ANOVA na obr. 125. Pri vypocte testovacej Statistiky pouzivame hodnoty
SSR = SS Regression, a SSE = SS Residual a udaje z nich vypocitané.

ANOWA

df 55 M5 F Significance F
Regression 3 510563,1875 170187,7 9791338 1,0538B9E-08
. Residual 12 20857.75 1733,146
Total 15 531420,9375

Obr. 125 ANOVA ako sucast vystupu regresnej analyzy v Exceli

Ak zvolime napr. @ = 0,03, potom kriticka oblast’ bude ohrani¢end kritickou hodnotou
F(’?"lz)(O,97). Jej hodnotu vypocitame ako 97% kvantil Fisherovho-Snedecerovho rozdelenia
F.INV(0,97; 3; 12) = 4,205. Kriticka oblast W = (4,205; ).

Realizdcia testovacej Statistiky Fy sa nachddza v tabulke na obr.125 v stlpci F:
510 563,1875

F, = 3 _ 1701877 97,91338 > 4,205 = FXV__.(0,97
0~ 20857,75 T~ 1738,146 > % - (3,12)( 97)
12

Pretoze Fy = 97,91338 € W (vid’ obr. 126), zamietame Hy: by = b3 = b3 = 0 a prijimame

alternativnu hypotézu H;: existuje aspon jedno b; # 0.

fx)

W Hy zamietame

W

o =0.03

lo £ (0,97)=4.205

312

Obr. 126 Graficke riesenie pre celkovy F test o Statistickej vyznamnosti regresného modelu

Pri vyhodnoteni podl'a p-hodnoty jej ¢iselnti hodnotu najdeme v tabulke na obr.125
v stipci Significance F, alebo vypogitame pomocou distribuénej funkcie v realizcii testovacej

Statistiky Fy: p = 1 — F(F,) = 1 — F.DIST(97,91338; 3; 12; 1) = 1,054 - 108,
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Ak p-hodnotu porovname so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,03, dostaneme rovnaky
zdver otom, ze zamietame H,y:b; = b3 = b;3 =0 aprijimame alternativhu hypotézu

H,: existuje aspon jedno b; # 0.

Zaver:
Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,03 mozno konStatovat’, Ze regresny model linearneho

typu je Statisticky vyznamny.

F test Statistickej vyznamnosti prinosu k-tej vysvetlujicej premennej

Sucastou ANOVY, ktora obsahuje celkovy F test Statistickej vyznamnosti regresného
modelu, zvycajne byvaju aj F testy Statistickej vyznamnosti prinosu k-tych vysvetlujucich
premennych. Rovnako ako pri individualnych t-testoch Statistickej vyznamnosti regresnych
koeficientov na zaklade uvedenych testov vieme rozhodnut’, ktory faktor a interakciu faktorov
v regresnom modeli ponechdvame ako signifikantné, ktoré cleny z modelu je mozné vylucit'.
Uvedenym testom testujeme prinos, ktorym dodato¢ne prispieva k-ta vysvetlujuca premennd k
vysvetleniu variability zavislej premennej. Vyznam tohto testu spoc¢iva v tom, ze v pripade
zamietnutia nulovej hypotézy pri F-teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu
uvedeného d’alej chceme vediet, ktord zo vstupnych premennych ma Statisticky vyznamny
anevyznamny vplyv na zavisli premenni (chceme vediet, ktoré konkrétne premenné
Statisticky vyznamne prispievaju  k modelu). OznaCenim dodatoény prispevok k-tej
vysvetl'ujucej premennej rozumieme prinos tejto premennej za predpokladu, Ze sa uz prv

uvazovalo s (k — 1) nezavislymi (vysvetl'ujucimi) premennymi.

Testované hypotézy st:

Hy: Dodatocny prispevok k-tej vysvetlujicej] premennej na vysvetlenie variability
vysvetlovanej premennej nie je $tatisticky vyznamny.

H;: Dodato¢ny prispevok k-tej vysvetlujicej premennej na vysvetlenie variability

vysvetlovanej premenne;j je Statisticky vyznamny.

Testovacia Statistika:

SSRﬁplny model — SSRredukovany model

1
F = ~F 1,n—k—1 ’
SSEﬁplny model ( )
n—k—1
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kde SSRyping model J€ suma Stvorcov odchylok od celkového priemeru vysvetlena Gplnym
regresnym modelom s k prediktormi, SSRredukovang model J€ suma Stvorcov odchylok
vysvetlena redukovanym regresnym modelom s k — 1 prediktormi, ich rozdiel nazyvame
prispevok k-tej vysvetlujucej premennej, n je pocet nameranych dat a k je pocet Clenov
(prediktorov, vysvetlujucich premennych) v Gplnom regresnom modeli. Tento test je
pravostranny, nakol’ko chceme, aby bol prinos k-tej vysvetlujiicej premennej ¢o najvacsi,
v opacnom pripade je mozné k-tu vysvetl'ujucu premennt z modelu vylucit'.

Vysledok uvedeného testu vyznamnosti prinosu vieme ziskat' v Minitabe, Excel tento
test neposkytuje. Jeho zavery tykajlice sa ponechania alebo vylucenia ¢lena z modelu st totozné
s vysledkom t-testu Statistickej vyznamnosti regresného modelu, napriek tomu, Ze oba testy su

zalozené na inom principe, t. j. testuji nieco iné.

ANOVA z Minitabu na obr. 127 poskytuje vysledky F testu Statistickej vyznamnosti
prinosu pre nami zvolené¢ (ponechané) premenné. Ukazka vypoctu hodnoty prispevku
cez rozdiel SSR pre model s k-tou vysvetl'ujicou premennou a bez nej pre transformovany

faktor t;— medzera medzi elektrodami v Exceli je na obr. 128.

Analysis of Variance

Source DF Agyss Adik pyale Pvakie
badel 3 510563 170188 o7 000D
naar 3 15161 POR0E0 11971 0 00
r:ied:-!'a 1 41N 41311 23,77 000D l
wylean na katode 1 374880 374850 115 B6 0000
2-Wavy Interachans 1 Q4403 S4403 5431
medzera®vyion na katode 1 94403 Bda03 543 10, ey
Error Z 20858 738
Leck-of-Fit 4 % 09 ] 860
Pure Error 8 18021 2253
Total 5 53an

Obr. 127 Vystup Minitabu pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu faktora medzera

Chceme za predpokladu, Ze sa uz v predchadzajicej Casti uvazovalo o ostatnych ¢lenoch
modelu napr. na hladine vyznamnosti 0,1, overit’ Statistickil vyznamnost’ prinosu premennej
medzery medzi elektrodami na vysvetlenie variability rychlosti nitridového leptania.
Testované hypotézy pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu faktora medzera medzi
elektrodami st:

Hy: Dodato¢ny prispevok faktora medzera na vysvetlenie variability rychlosti nitridového
leptania nie je Statisticky vyznamny.
H;: Dodatocny prispevok faktora medzera na vysvetlenie variability rychlosti nitridového

leptania je Statisticky vyznamny.
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Obr. 128 Vypocet prinosu ty pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu t,

Pre vypocet hodnoty testovacej Statistiky je potrebné dopocitat’ sumu rezidualnych

Stvorcov pre Uplny model, t. j. s k vysvetl'ujucimi premennymi:

SSE¢ping model = SSTotal — SSRiping model, kde SStotal je celkova suma Stvorcov odchylok
od priemeru, SSRping model J€ Suma Stvorcov odchylok od celkového priemeru vysvetlena

uplnym regresnym modelom s k prediktormi. Vypocet tychto hodnét v Exceli je na obr. 129.
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A F
" g c B L o E

I ANOUA L ANCVA
2 df 55 2 df 55 M3 F Significance F
5 Regrestion 3 510563, 1875 3 Regression 3 510563,2 I7DIE7.7 97,91338 105389608
4 Residual 12 POA%T. TS d Residual 12 2085775 1738.146
5 [Total 15 531430,5375 5 Total 15 5314209
] &
7 7
a prinostl: 41310,56

] priros 11 41330, 5625 s
§ | [SRpre tig 510563 1875 — )k e 10 510563,2

0 SEE[t1): =C5-B 10 BSE(t1): 2085775
1] FO= =|BA/1)/{810/{18-3-1} 13 = 23176703

Obr. 129 Vypocet SSE pre uplny model pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu t

41 310,56
Realizacia testovace;j Statistiky F(t,) = 55585555 = 23,76703.

16—3-1

Kritickda oblast’ bude pre a = 0,1 ohrani¢ena kritickou hodnotou F(klll’lz)(O,9). Jej hodnotu

vypocitame ako 90% kvantil Fisherovho rozdelenia, t. j. F.INV(0,9;1;12) = 3,176549.
Kriticka oblast’ je potom W = (3,177; o).

PretoZe vypocitana hodnota testovacej Statistiky Fy(t;) = 23,767 lezi v kritickej oblasti W

(vid’ obr. 130), zamietame nulovu hypotézu H,, a prijimame alternativnu hypotézu H; .

Jx)

W il“f.ll'nlutiuuc

b

lo Fh (09)= 3177 |
1,12
Obr. 130 Grafické rieSenie pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu t;

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p = 1 — F(F,) = 1 — F.DIST(23,767;1;12;1) =
0,000382. Vo vystupe Minitabu v ¢asti ANOVA sa nachddza P-Value rovna 0,000 nakol'ko
dany softvér uvadza vysledky iba v tvare desatinného Cisla s maximalne tromi platnymi
Cislicami. Ak p-hodnotu porovname so zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,1, dostaneme

rovnaky zaver, t. j. zamietame H, a prijimame alternativnu hypotézu H;.
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Zaver:

Na hladine vyznamnosti & = 0,1 za predpokladu, Ze sa uz uvazovalo s premennou t;-
vykon na katdde a interakciou ta t3, t. j. vzajomnym pdsobenim faktorov medzera na elektrode
avykon na katéde, mozno povazovat dodatocny prinos premennej t;- medzera medzi

elektrédami Statisticky vyznamny.

Obdobnym sposobom je mozné testovat’ dodatocny prinos vsetkych ostatnych ¢lenov

modelu, t. j. vSetkych prediktorov.

Kvalita regresného modelu vyjadrena testom dostato¢ného prisposobenie regresného

modelu (testom Lack of Fit)

Pri teste Lack of Fit testujeme adekvatnost (dostatocnost’) regresného modelu.
Vzhl'adom na to, Ze merania boli robené iba na dvoch tirovniach, je potrebné doplnit’ opakované
merania (zvy&ajne 3-5) v centralnom bode so suradnicami [1cm; 162,5 cm®/min; 300 W]. Nech

boli namerané tieto hodnoty: 779; 770; 775; 777; 760 [107'° m/min].

Nech zvolena hladina vyznamnosti je a = 0,05.

Testované hypotézy pri tomto teste:

Nulové hypotéza je Hy: SSLF = SSPE. Mozny je tiez zapis: No LOF — regresny model nie je
nedostatocny.

Alternativna hypotéza Hy: SSLF > SSPE, resp. iny zapis: LOF — regresny model je

nedostatocny.

Testovacia Statistika:

SSLF
_dfip _ MSLF .
dfpr

Pri tomto druhu testu rezidud, resp. sumu Stvorcov rezidudlnych odchylok SSE
rozdel'ujeme na také, ktoré vznikli chybou merania, t. j. v dosledku ¢istej chyby (pure error),
a také, ktoré vznikli z dévodu nedostatoéného prispdsobenia regresného modelu (lack of fit).
V tomto pripade bude model tym lepSie vystihovat’ spravanie dat, ¢im bude suma Stvorcov

odchylok spdsobena nedostato¢nostou modelu o najmensia.
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Excel vypocet testu Lack of Fit neposkytuje. Ukdzka vypoctu velkosti Cistej chyby PE
napr. pre bod [-1;-1] a prisluchajuce stupne vol'nosti df je na obr. 131. Stupne vol'nosti uréime

ako pocet merani v danom bode zmenseny o jedna.

A[&i8] € o E F i A|B| T =] E [ F |

1 I'HJ wyluceni 5la1lstl;:k‘|r neyymmamnych faktorov: 1 :WWWEE“F ﬂﬂtﬁ-““‘!'m"ﬁ'fh faktarow:

2 uBuE oy~ PE \dfprepe 2 tLEUMS v PE_ . ‘" & Méme 4 namerané
3 -1-1 1 S50 =DEVECY D304, D7:08) 3 3f-1-1] 1 S50 3570

211 1| soa 4l1-1)1 o504 hodnoty v bode
5|11 -1 o660 |=DEvsaiosoeogoio; | 3 §{1-1 -1 668 45 3 [-1;-1], preto stupne
61-1 -1 | &50 gl 1| &0 volnosti df pre
7|-1-1 1 [FEE) Tf-1-1) 1 B33 . ;
T alia s01 tento bod st rovné
8(1-1 1 642 911 1 62 4-1=3.

0i1-1 -1 635 0(1-1 -1 635

11 _-1 I -1 1oay =|Z:IE‘|."5‘I:I,1I:I].ZI:!:IIJ_:I:IJ_'I:IZ:IZF.ﬁnj1 3 -1 1| -1 1037 ?3-'1,'-"-‘.':

1211 -1 w082 ] 1211 -1 1082 J

1311 1 749 |=DEvSQyDiDisDazDug)] 3 1311 1 788 15857 Cisté chyba PE
1411 B6E {11 1 =68

1511 -1 107s _— v bode [-1;-1] je
611 -1 1063 16i-11 -1 1063 vyjadrena ako suma
g1, 1 1.1 1. 19 $tvorcov odchylok
B{11 1 860 i 11 1 ®60 i X

1200 0 779 |=DEVSQ|D19:023) 1 1200 o 7 230,83 4 nameranych
X000 770 Voo o IO hodnot y od

Moo 0 75 oo o TS priemernej

oo 0 T 2200 0 TR

oo o 760 3300 0 T60 nameranej hodnoty
24 \CSUM(E3:E23) 6 24 .|zmas.55’ L] 597.

Sucet PE a df pre vSetkych 5 experimentalnych bodov dosadzame do tabul’ky ANOVA.

Obr. 131 Vypocet cistej chyby a vypocet stupiiov volnosti pre cistii chybu

Tabulku ANOVA v Exceli doplnime o dva riadky, ktor¢ predstavuju rozklad sumy Stvorca
rezidudlnych odchylok SSE = SSLF + SSPE, obr. 132.

| Y N | & b | E i G .
145 df 55 M5 F F krit Significance F
146 R 054 875 A : H 3 95 R 146°F L AR 1480 ABE-
4 _43:1_'-:|r:|u.1|l L7 21145, 3835285714  1243.84611344538
148/ Lack of fit =B147-B143 =C147-C149 =C148/B148 =0148/0149 =F.INV|0,35;B148:R149) =1-F.DIST{EL45;B1458:814%;1)
148 Pure arror  =F24 =£24 =C149/8149
150, Total 20 531708,5 71428571

; A B e | s | F F G
142 @ =0,05
'I-L:I-_tes't Lack of fit (LOF)
1H AMOVA
145 d}f 55 M5 F Fkrit  Significance F
146 Ragresson 3 S10563,188 1701877 1368238 3196777 4.20575E-12
14f| Residual 17| 211453839 1243846
14g Lack of fit 568339286 5683393 004312 4,493933 0838119053
148 Bure emor I 1&-' 210m8,55] 1318034

R—
130 Total 20| 531708,571

Obr. 132 Vypocet hodnét potrebnych pri teste Lack of Fit
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Testovacia Statistika ma Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s 1 a 16 stuptiami volnosti,

pretoze dfpp sme vypocitali rovné 16 a odtial’ df;, = 17 — 16 = 1.

56,834
., ) .. 56,834
Realizécia testovacej Statistiky Fy = 1 = .
] Yy Fo 2108855 — 1318034

16

= 0,04312

Test je jednostranny, preto kriticka oblast’ bude pre a = 0,05 ohrani¢ena kritickou hodnotou
F(kl"’lﬁ)(O,95). Jej hodnotu vypoclitame ako 95% kvantil Fisherovho rozdelenia, t. j.
F.INV(0,95; 1; 16) = 4,493998. Kriticka oblast’ je potom W = (4,494; ).

Pretoze vypocitana hodnota testovacej Statistiky F, = 0,043 nelezi v kritickej oblasti W (vid’

obr. 133), nezamietame, t. j. prijimame nulovu hypotézu H, .

fix)

H ill-].f.llﬂll_'lill‘.lc

b

oL =) 05

0.043 FP(095)=4494 X
1.la

Obr. 133 Grafické riesenie pre test o adekvatnosti regresného modelu

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p =1—F(F,) =1 —F.DIST(0,043;1;16;1) =
0,838119093 tto hodnotu porovnavame so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, pricom

musime dostat’ rovnaky zaver, t. j. Ze nezamietame H, a zamietame alternativnu hypotézu H;.

Zaver:
Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 mozno konstatovat’, ze regresny model linearneho
typu nie je nedostato¢ny (je dostatocny) a nie je potrebné do modelu zarad’'ovat’ kvadratické

Cleny.
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Test krivosti

Na urcenie toho, ¢i je potrebné do modelu zaradit’ kvadratické ¢leny, sa pouziva aj test
krivosti, ktory porovnava priemer odozvy vo faktorialnych bodoch s nameranym priemerom

odozvy v centralnom bode, obr. 134.

Obr. 134 Experiment 2° s pridanym centralnym bodom [9]

Vseobecny zapis uplného kvadratického modelu s k faktormi vyjadrenymi v transformovanych
jednotkach je (f,),(t1, tz, t3) = bo + X1 bjtj + X Xic; bij titj + L=y bj;tf. Cheeme zisti,
¢i su v regresnom modeli kvadratické Cleny signifikantné. Testujeme hypotézy:

Nulova hypotéza hovori, Ze kvadratické ¢leny v regresnom modeli nie st potrebné, ¢o zapiSeme

Hy: 2?:1 bj; = 0, alternativna hypotéza tvrdi opak, t. j. Hy: Z?zl bj; # 0.
Test je pravostranny.

Testovacia Statistika:

SScPQ 2
F = <5557 ~F(1;dfpg), kde SSCPQ = W je suma Stvorcov Cistého kvadratického
F C
afpg

zakrivenia a np je pocet merani vo faktoridlnych bodoch, n; je pocet replikacii v centralnom
bode, y; su namerané hodnoty v centrdlnom bode, yr je priemernd odozva vo faktoridlnych
bodoch a y. je priemerna odozva v centralnom bode. Vypocet hodnoty testovacej Statistiky
realizovany v Exceli je na obr. 135. Cisti chybu PE bolo potrebné po pridani nameranych

hodnot odozvy v centralnom bode CP opétovne prepocitat’, vid’ obr.136.
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Obr. 135 Vypocet Fy pri teste krivosti real. y v Excel
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Obr. 136 Vypocet Cistej chyby PE pri teste krivosti

Test krivosti ako stic¢ast ANOVY v Minitabe je mozn¢ vidiet’ na obr. 137.

Analysis of Variance

source DF Adjss AdjMs F-Value P-Value
Modei £ 510620 127655 96,63 0.000
Linsar 2 418161 208080 15787 0,000
A 1 41311 4N 3134 0,000
c 1 374850 374850 28440 0000
2-Way Interactions 1 84203 G403 762 0,000
we 194403 odana  71A3. 0000
dwature 1 57 s7 004 0838 |
Error 16 21083 1318
Total 20 531709

Obr. 137 Test krivosti realizovany v Minitabe
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56,834

Realizacia testovacej Statistiky Fy = 5ga5zz = 0,04312.
16

Ak zvolime a = 0,05, potom je potrebné vypocitat Ff%(0,95), pretoZe test je jednostranny.
Tato hodnotu vypocitame ako 95% kvantil Fisherovho rozdelenia F(1;16), teda
F.INV(0,95; 1;16) = 4,493998. Kriticka oblast’ je W = (4,494; o). Pretoze vypocitana
hodnota testovacej Statistiky F, = 0,043 nelezi v kritickej oblasti W (vid obr. 138),

nezamietame, teda prijimame nulovu hypotézu H,, Z?zl b;; = 0.
Pri vyhodnocovani testu hypotéz podla p-hodnoty:
p=1-F(F,) =1—F.DIST(0,04312;1; 16;1) = 0,838119495.

Tato hodnotu porovnavame so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, pricom musime

dostat’ rovnaky zaver, t. j. Ze nezamietame H: Z§=1 bj; = 0 a zamietame alternativnu hypotézu
vk

Hl' Z]=1 b]] ¢ O.

fix)
#h

W Hy zamietame

~

o =0.05

0 r-posa j-‘j’h'(u,ﬂi}—*l.ﬂ-i x
A6

Obr. 138 Grafické riesenie pre test krivosti
Zaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,05 prijimame hypotézu, Ze do regresného modelu nie je

potrebné zarad’ovat’ kvadratické ¢leny, nie je potrebny uplny kvadraticky regresny model.
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Graficka analyza rezidui regresného modelu

Stcastou posudenia kvality akéhokol'vek regresného modelu by mala byt minimalne
graficka analyza rezidui, kedy vizualne kontrolujeme normalitu a nezévislost’ rezidui. Vystup

Minitabu s grafmi rezidui je vidiet na obr. 139.

Residual Plots for y

Mormal Probability Plot Versus Fits
0
]
L ]
a0 [
I__E g L] L}
= 2 b S e .
L & - .
400 o "
L
i 700 L a0 1000
Residual Fitted Value
Histogram Versus Order

10,00

Fraguency

Resiclual

-B0 -0 -40  -20 o il 40 21}

Residual Observation Order

Obr. 139 Vystup Minitabu umoznujici analyzu rezidui

Vizuélnu kontrolu normalneho rozdelenia rezidui umoZziuje normalny pravdepodobnostny
graf (Normal Probability Plot) a histogram (Histogram). Normalny pravdepodobnostny graf
zobrazuje rozdelenie rezidui oproti teoretickym kvantilom normalneho rozdelenia. Kvantily,
t. J. percentily predstavuju podiel dat menSich ako dané reziduum, ak by rezidud mali normélne
rozdelenie. V idedlnom pripade by mali zobrazené body lezat’ na Cervenej diagonalnej priamke,
¢o interpretujeme ako splnent normalitu analyzovanych dat. V tomto pripade sa rezidua
vacsinou nachadzaju blizko Ciary, su vSak viditeI'né urc¢ité odchylky v dolnej a hornej cCasti
grafu, ¢o naznacuje mierne odchylky od normdalneho rozdelenia. Tieto odchylky mozu
naznacovat’ pritomnost” odlahlych hodndt alebo systematickych chyb. Ak na posudenie
normality rezidui pouZijeme histogram, tento by mal mat’ pre normalne rozdelené¢ rezidua
priblizne tvar zvona. Na§ histogram ukazuje vel'mi mierne asymetrické rozdelenie, o moze

naznac¢ovat’ mierne skreslenie dat.
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Graf rezidui verzus fitované hodnoty (Residuals versus Fits) ukazuje, ¢i existuje nejaka
systematickd zavislost’ medzi reziduami a predikovanymi hodnotami. Idedlne by rezidua mali
byt rozptylené nahodne okolo nulovej osi dodrziavajic zakon troch sigma. V nasom pripade je
viditeI'ny relativne ndhodny rozptyl rezidui, ale je vidiet’ r6zne zhluky pre rézne fitované

hodnoty, co moze naznacovat’ heteroskedasticitu (nekonzistentnost’ rozptylu) rezidui.

Z grafu rezidui verzus poradie (Residuals vs Order) vieme zistit’, ¢i existuje trend, nejaka
funk¢né zavislost’ v zaznamenanom c¢asovom poradi rezidui. Idedlne by mali byt hodnoty
rezidui nahodne rozptylené, Co by naznaCovalo absenciu autokorelacie. Spravanie rezidui
v Case v naSom pripade nenaznacuje ziadny trend. Rezidua st ndhodne rozptylené bez vzoru

v poradi, ¢o naznacuje, Ze nie je pritomna autokorelécia.

Celkovo mozno zhodnotit, Ze grafy naznacuji, ze model je vhodny a rezidua maju

pozadované vlastnosti pre ,,dobre sediaci* model.

Test normality

Testy normality su dolezité najmd preto, ze mnohé Statistické testy a metddy
predpokladaju splnenti podmienku normality dat. Existuje niekol’ko r6znych testov normality,
napr. test nulovej Sikmosti, test nulovej Spicatosti, kombinovany test, Kolmogorov-Smirnov
test a mnohé d’alsie. Kazdy z tychto testov ma svoje Specifické podmienky a pouzitie. Ciel'om
testu normality v naSom pripade je overit, ¢i rezidua po fitovani dat regresnym modelom
sleduji normélne rozdelenie, ¢o je dodlezity predpoklad pri analyze vysledkov regresného
modelu pomocou ANOVY. V Minitabe st k dispozicii, Ryan-Joiner test (modifikovany

Shapiro-Wilk test), Anderson-Darling test a Kolmogorov-Smirnovovho test:

Shapiro-Wilk test (S-W test) je odporti¢any pre malé vzorky - zvyCajne do 50 udajov, pretoze
je citlivy na malé odchylky od normality. Pre faktorovy dizajn s replikaciami je Shapiro-Wilk
test najcastejSie pouzivany vo vicSine Statistickych programov (napriklad R, Python, SPSS
atd’.). Minitab poskytuje jeho modifikovanu verziu, tzv. Ryan-Joiner test (R-J test). Shapiro-
Wilk test (S-W test) sa zakladd na pomere variability, zatial ¢o Ryan-Joiner test (R-J test)

pouziva korelaciu medzi usporiadanymi datami a oCakéavanymi kvantilmi.

Anderson-Darling test (A-D test) je tieZ ¢asto pouzivany, najmi ked’ je dolezité zohl'adnit
extrémne hodnoty (outliers), pretoze je citlivejSi na odchylky v chvostoch rozdelenia. Je

povazovany za robustnejsi ako Kolmogorov-Smirnov test (K-S test).
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e Kolmogorov-Smirnov test (K-S test) moze byt pouzity na zistenie zhody s normalnym

rozdelenim, avSak pre malé vzorky byva menej presny ako Shapiro-Wilk test.

Pri vacSich vzorkach su preferované Kolmogorov-Smirnov alebo Anderson-Darling,
pretoze poskytujii robustnejsie vysledky. Udaje by viak nemali obsahovat’ extrémne odl'ahlé
hodnoty (vyrazne vicsie nez o¢akavané rozmedzie 2 alebo 3 Standardné odchylky od priemeru
pre Standardizované rezidud), pretoze mozu vyrazne ovplyvnit’ vysledky testu. Ak su pritomné

odl'ahlé hodnoty (Grubbsov a Dixonov test), je vhodné ich najskor identifikovat’ a zvazit’ ich

vplyv.

Pred testom normality rezidui je potrebné hodnoty Standardizovanych rezidui vypocitat’
a nasledne je mozné ich rozdelenie testovat’. Ponuka testov normality v Minitabe je na obr.140,

Standardizované rezidua boli zapisané v stipci SREZI. Excel vtomto pripade rieSenie

neposkytuje.
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Obr. 1401 Postup spustenia testov normality v Minitabe

Vystup v podobe normalneho pravdepodobnostného grafu spolu s vypocitanou hodnotou
testovacej Statistiky, p-hodnotou, parametrami rozdelenia a rozsahom suboru mézeme vidiet
na obr. 141. Pre analyzovanych 21 hodnét bola vypocitana strednd hodnota 5,1.107'° a
Standardnd odchylka 1,032. Na zéklade uvedeného analyzované data (Standardizované rezidud)
spihajii parametre $tandardizovaného normaélneho rozdelenia N(0;1). Hodnota testovace;

Statistiky je vyjadrend ako korela¢ny koeficient r = 0,966. Pretoze vypocitana p-hodnota > 0,1,
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modzeme prijat’ nulovl hypotézu Hy: Data pochadzajii z normélneho rozdelenia a zamietnut’

alternativnu hypotézu H;: Data nepochadzaju z normalneho rozdelenia.

Probability Plot of SRES1

Mormal

]
blian SI0ITISE-16

/}. StDev 1032
ag N 21

e

. ] 0568
20 / P-¥alua =000
g
an- r-EE
70 e

&
] 5/
e &0
5o f
S a0 /.‘
an H o
.
A .
z0 g
&
10 S
5 ,’/
L
.
1+ - . - . '
-3 -2 -1 o 1 Z 3
SEEST

Obr. 141 Normdlny pravdepodobnostny graf's vystupom zvoleného Ryan-Joiner testu

K rovnakému zaveru sa dostaneme pomocou grafického zobrazenia normalneho

pravdepodobnostného grafu, kde je prednastaveny Anderson-Darlingov test (obr. 142).

Graph  Wiew Help  Asusheed  Prediciive Sesbdics Moduls  Addibonel Tocls
M Gieek Builder. A

[ Besberplet
F Binned Scatteplot.,
Felairm Plot...
B Cometcgrm. Prabability Plot of SRES1

v Bubhbls Plot.

w Protmhility Pt of SREY] = =

B WORKESHEET 2

Marginal Fist.

il Halogram
. Diiplet

Probability Plot of SREST
© Siermand-leal srmal - 55% 1

Pmmmt} ' | imm ]
~ EDewd
+ Empimcal COF.. ’ - 1 !
Protshiity Plat __, i
Probabrty Cn s / -

e 53 b

-
Wl Baspéct APSD EThmAE pT e L X
4 It Pict

i13 Indvedual Value Plot.

frrrenl
w @ ¥EBEE

L= Fint
P Paallel Coordnete Plot.
all Bar Chas..
FR testrap *
) Pie Chait. ¢
s Torrmn S Flet.
8f Aees Graph..
B Comuur Pl
) entterplot,

oy 3D Bt ece et

B Thil eiiysaingd ST

Obr. 142  Normalny pravdepodobnostny graf's vystupom Anderson-Darling testu
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Grafy hlavnych efektov faktorov a interakcii faktorov

Cielom DOE byva porovnat’ velkost' vplyvu faktorov aich interakcii na skiimanu
odozvu y. Porovnavame, ktoré faktory a interakcie medzi faktormi maji najvyznamnejsi,
t.j. najvacsi vplyv na vysledni nameranti hodnotu experimentu. Velkost' vplyvu faktora
na odozvu kvantifikujeme efektom faktora. Hlavny efekt faktora A vyjadruje zmenu priemerne;j
hodnoty odozvy, ktora sa prejavi pri zmene urovne tohto faktora z dolnej na hornt, ked’ ostatné
faktory zostavaju konstantné, ¢o zapiSeme vztahom ef (A) = y,+ — ¥4-. Ak je hlavny efekt
faktora kladny, potom pri zmene faktora z dolnej na hornt Groveit odozva y narastie, ak je

zaporny, hodnota odozvy y klesne. Hlavny efekt faktora zobrazujeme useckou.

Grafy hlavnych efektov skiimanych faktorov st na obr. 143. Hlavny efekt faktora
A medzera medzi elektrodami je zdporny, t. j. zmenou z dolnej na hornu troven faktora
namerana rychlost’ nitridového leptania klesla. Hlavné efekty faktorov B prietok plynu
a C vykon na katode su kladné, t. j. zmenou z dolnej na hornu uroven faktora rychlost’
nitridového leptania narastla. Velkost’ vplyvu faktora na odozvu je v pripade faktora B _prietok
plynu v porovnani s ostatnymi faktormi zanedbatelny. Pre vizudlne porovnanie velkosti

vplyvov faktorov na odozvu je potrebné na y-ovej osi zvolit’ rovnaky rozsah, obr. 144.

Hizyny efekt faktora medzera Hlavry efekt faktora prietok phymu Hbawry efekt faktora vwkon na katode

Obr. 143 Zobrazenie grafov hlavnych efektov skumanych faktorov v Exceli

2l Hlawry efekt fakior prietok plynu Hiavmy efekt faktora wion na katode

Obr. 144 Vizudlne porovnanie velkosti hlavnych efektov skimanych faktorov umoznuje nastavenie
rovnakej mierky y-ovej osi v Exceli

Prehl'adné porovnanie vel'kosti vplyvov skimanych faktorov na odozvu zobrazuje vystup
Minitabu na obr. 145. Vypocet priemernych hodndt odozvy na jednotlivych trovniach faktorov

v Exceli spolu vypocitanymi velkost’ami efektov je na obr. 146.
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Main Effects Plot for rychlost nitrideveho leptania
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Obr. 145  Grafy hlavnych efektov skimanych faktorov v Minitabe

4 A [ B | c|lH [r]y K L
1 At Bt2 C13 i
2 1 -1 -1 550 Aﬂ\r efekt faktora \
il -1 |1 leoa 1 =AVERAGE[H2:H3;HE:H7;H10:H11;H14:H15)
4 1 -1 -1 669 1 =AVERAGE(H4:H5;H3:HS;H12:H13;H16:H17)
st a1 |1 |ese ef{A)= =14-L3
6t 1 |2 |s3
71 1 |1 [em
g1 1 -1 642 hlavmy efekt faktora
9. 1 1 -1 635 -1 =AVE HﬂGEEHZ:HS:Hlﬂ:HlS]
W1 1 1 1037 1 =AVERAGE(HE:H9;H14:H17)
111 1 1 (1052 ef{B)= =L10-L9
21T a1 1
131 1 1 868
14 -1 1 1 1075 hlavny efekt faktora
151 1 1 1063 | " AVERAGE[H2:H3)
%1 1 1 72 k " AVERAGE[H10:H17) /
w1 1 1 860 ef(C)= =L16-L15
a8} & | 8 i e G5 M
1| An | B2 cm yi
2_ -1 -1 -1 550 /ﬁuny efakt faktora 4_ medzera \
1 1 -1 604 1 826,875
4| 1 -1 -1 669 1 725,25
5 1 -1 1 650 ef(a)= -101,625
Bl -1 1 1 633
S 1 -1 601
3"- 1 1 -1 642 hlavny efekt faktora B_prietok
9| 1 1 1 635 1 772,375
10 -1 -1 1 1037 1 779,75
n| -1 1 1052 ef(B)= 7,375
o 1 1 1 749
13| 1 -1 1 868
| -1 1 1 1075 hlavny efekt faktora C_wykon na katode
5 1 1 1063 1" 623
6 1 1 1 729 1] 929,125
2 1 1 1 860 \EF[C}: 306,125

Obr. 146  Vypocet hlavnych efektov faktorov v Exceli. Hlavny efekt faktora je rozdiel v priemernej
odozve, ked’ sa faktor meni z dolnej urovne na hornu, pricom ostatné faktory zostavaju
konstantné.
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Okrem hlavného efektu faktorov skimame vel'kost’ vplyvu interakcie faktorov na odozvu,
kedy nehodnotime len samotny vplyv faktora, ale aj to, ako jeho u¢inok ovplyviuje kombinacia
s inymi faktormi. Grafy interakcie faktorov v dvojuroviiovych experimentoch zobrazuju
pomocou dvoch useciek pre faktor a jeho Uroven (na vodorovnej osi) priemernu nameranu
hodnotu odozvy pre obe urovne druhého faktora (v legende). Ak su usecky v grafe paralelné,
potom neexistuje interakcia medzi faktormi. Vplyv jedného faktora na odozvu je rovnaky
pre vSetky urovne druhého faktora. R6znobezné useCky naznacuju, Ze existuje interakcia medzi
faktormi, t. j. vplyv jedného faktora zavisi od tirovne druhého faktora. Cim vécsi je rozdiel
v sklone useciek, tym silnejSia je interakcia. Vypocet priemerov odozvy pre zvolené Grovne

faktorov je v nasledujucich tabul’kach na obr. 147 - 149.

| A | B | = D E _ F
1| Aanlv| Bz* cv yi vl
Zli-1 -1 -1
3 1-1 -1 -1 604
4 1 -1 -1 B6S
5 -1 -1 650 Pomocou filtrov je moZné vybrat poZadované
6 -1 -1 633 urovne faktorov, pre ktoré poditame priemer
ail-1 = 4 oot nameranej odozvy.
8 1 -1 642
g 1 -1 635
10-1 -1 1 1037
111 -1 1 1052
121 1 749
13 1 1 B6E
id -1 1 1 1075
15-1 1 1 1063
151 1 1 729
171 1 1 860
18
19 efekt interakcie faktora 4 a C - pocitame efekt faktora C pri konstantne| urovni faktora A alebo naopak
20
21f A
22 0,8 1,2
23 -1 1
24 c 275 -1 =AVERAGE[D2:D3;06:D7) =AVERAGE(D4;D5;08;09] =AVERAGE(E25;D24)
25 325 1 =AVERAGE(D10;011;014:015) [=AVERAGE(D12;013;016;017) |=AVERAGE(D25;E24)
26\ ef(AC)= =F24-F25
19 | efekt interakcie faktora A* - pocitame efekt faktora C pri konstantne] urovni faktora A alebo naopak
20
21 A
22 0,8 1.2
23] 1 1
24 c 275 -1 597 645 695,25
25 335 1 1056,75 B01,5| 852,875
26\ _ ef(AC)= -153,625

Obr. 147  Tabulka s vypoctom priemerov odoziev pre zvolené tirovne faktorov A a C
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23 :efe kt interakcie faktora A a B - pocitame efekt faktora B pri kenstantnej urovni faktora A alebo nacpak
29

g A

31 0,8 1,2

32 -1 1

33 5 125 A =AVERAGE(DZ;D3;D10;011)  |=AVERAGE|{D4;D5;D12;D13] |=AVERAGE(E34;D33)
34 200 1 =AVERAGE({DS;D7;D14:D15)  |=AVERAGE|DS:D9;D16;017) |=AVERAGE(D34;E33)
35\ ef{AB)= =F33-F34

28 Eefek‘r_ interakcie faktlr& A a B - pocitame efekt faktora B pri konstantnej urovni faktora A alebo naopak

29 |
A
0,8 1,2
-1 1
125] -1 810,75 734| 763,625
200 1 843 716,5 7345

ef{AB)= -24875

Obr. 148 Tabulka s vypoctom priemerov odoziev pre zvolené tirovne faktorov A a B

37 .efek't interakcie faktora B a C - pocitame efekt faktora C pri konstantne| urovnl faktora 8 alebo naopak

38

wf B

40 125 200

41 -1 1

42 c 275 -1 =AVERAGE(DZ;03;D4;D5) =AVERAGE|D6;D7;D8;D3) =AVERAGE(E43;D432)
43 375 1 =AVERAGE(D10;011;012;013) |=AVERAGE(D14;015;016;017) |=AVERAGE|{DA3;E42)
44 ef(BC)= =F42-F43

a7 iEfEk‘t interakcie faktlra B a C - pocitame efekt faktora C pri konstantnej urovni faktora B alebo naopak

|
L B

40 125 200

41 -1 1

2| |25 1 618,25 627,75 75
43 25| 1 826,5 931,75 777,125
44N\ ef[BC)=  -2,125

Obr. 149  Tabulka s vypoctom priemerov odoziev pre zvolené urovne faktorov B a C

Pri zobrazovani grafov interakcie faktorov (na obr.150-152) po oznaceni prislusnej celej
tabulky s vypocitanymi hodnotami priemerov odoziev pre zvolené urovne faktorov volime
ponuku ViozZit — Zavislost: bodovy graf s priamkami a znackami. Po naformatovani grafu
(napr. v ponuke Zdrojové udaje) vieme graf interakcii jednoduchym spdsobom skopirovat’ a
zmenit prepnutim riadku a stipca v ponuke Ndstroje pre grafy v &asti Navrh. Rovnako ako
pri hlavnych efektoch aj v pripade interakcie dvoch faktorov kazda usecka zobrazuje efekt
faktora, ktorého urovne st vynesené na vodorovnej osi, pricom legenda poskytuje informaciu

o tom, na akej urovni bol nastaveny druhy faktor vystupujuci v uvazovanej interakcii.
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Interakcia faktorovA a C
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Obr. 1500 Grafy interakcie faktorov A_medzera medzi elektrodami a C_vykon na katode
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Obr. 151  Grafy interakcie faktorov A_medzera medzi elektrodami a B_prietok plynu
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priemerna rychlost nitrid

priemerna rychlost nitrid

Interakcia faktorovB a C
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Obr. 152 Grafy interakcie faktorov B_prietok plynu a C_vykon na katode

Prehladny graf s interakciami vSetkych kombinécii dvojic faktorov, v ktorom je mozné

jednoducho porovnavat’ roéznobeznost’ zobrazovanych useciek, teda velkost interakcie

uvazovanych faktorov, poskytuje vystup Minitabu zobrazeny na obr. 153.
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Obr. 153 Grafy interakcii faktorov v Minitabe
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Z grafu interakcie faktorov vyplyva:

1) medzi B_prietokom plynu a C_vykonom na katdode nie je pritomnd interakcia —
zobrazené Usecky su rovnobezné;

2) medzi A medzerou medzi elektrédami a C vykonom na katdéde je pozorovana
najvicsia interakcia — uhol medzi iseckami ja najvacsi;

3) najvacsiu odozvu mozno ocakavat’ pri nastaveni faktora A__medzera medzi
elektrédami na dolnu uroven, faktora C vykon na katéde na hornt uroven a faktor
B_prietok plynu na hornu uroven, pricom vplyv faktora B mozno povazovat za
zanedbatelny.

4) najmenSiu odozvu mozno ocCakavat’ pri nastaveni faktora A_ _medzera medzi
elektrodami na dolnu Groven, faktora C_vykon na katdde na dolnu roven, vplyv faktora

B_prietok plynu mozno zanedbat’.

Pareto graf — porovnanie vel’kosti efektov faktorov a interakcii

Na vizudlne porovnanie velkosti vplyvu jednotlivych faktorov aich interakcii
na vysledni premennt (odozvu) experimentu je vhodné pouzit' Pareto graf, vid’ obr.154
alebo obr.155. Pareto graf zobrazuje absolutne hodnoty Standardizovanych velkosti efektov
zoradenych zostupne ako pruhovy graf. Standardizované efekty su t-tatistiky, ktoré testuju
nulova hypotézu, Ze regresny koeficient je 0. Zobrazované pruhy (alebo stipce) st zoradené
podl’a velkosti, preto je 'ahké identifikovat’ faktory a interakcie s najvyznamnejSim vplyvom.
Plati pravidlo, ¢im va&si je pruh (alebo stipec) pre urgity faktor alebo interakciu, tym vAcsi je
jeho vplyv na odozvu. Typicky byva v grafe zobrazena aj kritickd hodnota (critical value) CV
ako referencnd Ciara, ktord odliSuje vyznamné efekty od nevyznamnych. Pri vypocte hodnoty
CV rozliSujeme, ¢1 vieme urcit’ stupne volnosti pre experimentalnu chybu, t. j. rozliSujeme, ¢i
experiment mal alebo nemal replikacie.

Kriticka hodnota pre experiment bez replikacii sa pocita podl'a vztahu:

CV = PSE -tk"/g(l —a), kde PSE je pseudoStandardna chyba (Lenth’s PSE) zaloZena

m
na skuto¢nosti, ze smerodajni odchylku vzorky z rozdelenia N(0, 6*2) moZno odhadnut’ ako
1,5 nasobok medianu absolitnych hodn6t. Vyznamné efekty s pri spresitujicich vypoctoch

vylucené ako extrémne hodnoty prevysujuce 2,5 nasobok medidnu.

Kvantil Studentovho t-rozdelenia t,’ﬁl"/g(l — a) ma pocet stuptiov vol'nosti df = % , priCom m

je celkovy pocet odhadov efektov a interakeii.
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Pre experiment s replikdciami je kritickd hodnota CV rovné kvantilu Studentovho t-rozdelenia
tg':l_ 1.2k (1 — a/2), kde k je pocet faktorov a m je pocet replikacii v kazdom experimentalnom

bode. Pre zvolené a = 0,05 je 97,5% kvantil té(zv_l)_23(1 —a/2) =T.INV(0,975;8)=2,306004.

Pareto graf standardizovanych efektov

AC

AB

ABC
BC

4 6 8 10 12 14
2,306 Standardizovane efekty

Obr. 154 Pareto graf standardizovanych efektov v Exceli

Poznamka: Z Pareto grafu, ktory zobrazuje absoltutne hodnotu Standardizovanych efektov, je
mozné urcit’, ktoré efekty su velké, ale nemdézeme urcit’, ktoré efekty zvysuju alebo znizuja
odozvu. Velkost' a smer ucinkov je mozné zistit' z tabul’ky, ktord obsahuje bodové odhady
koeficientov. Ak st niektoré faktory alebo interakcie vyznamné, je vhodné sa pri d’alSom
skimani alebo hladani optimalneho rieSenia na ne zamerat' a ostatné nevyznamné cCleny
zanedbat’.

Pareto Chart of the Standardized Effects

(response is rychlost nitridoveho leptania; o = 0,05)
Term

Factor Name

c A medzera medn elektordaml
B prietok plynu
c wykan na katode

0 2 4 s 8 o o1 e
Standardized Effect

Obr. 1535 Pareto graf Standardizovanych efektov v Minitabe
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Zhrnutie:

Z grafov hlavnych efektov vyplyva, ze v pripade, ak by nebola pritomnd interakcia
faktorov, potom by na rychlost’ nitridového leptania najviac vplyval faktor C_vykon na katdde,
pricom tento efekt faktora je pozitivny, t. j. faktor zvySuje odozvu. Rovnako pozitivny vplyv
ma aj faktor B_prietok plynu, ale velkost’ tohto vplyvu na odozvu je v porovnani s ostatnymi
faktormi zanedbatelny. Naopak vplyv faktora A medzera medzi elektrodami na odozvu je
negativny, pretoze faktor znizuje odozvu. Vplyv tohto faktora na rychlost’ nitridového leptanie

je mensi ako vplyv faktora C_vykon na katéde a stiasne vacsi ako vplyv faktora B_prietok

plynu.

Z grafov interakcii faktorov vSak vyplyva, Ze mozno ocakavat vzajomné pdsobenie
faktorov A medzera medzi elektrédami a B_prietok plynu a rovnako faktorov A_ medzera
medzi elektrodami a C_vykon na katdéde na odozvu, preto analyzu vplyvu faktorov na odozvu
nemozno povazovat’ za smerodajnu. Interakcia faktorov B prietok plynu a C_vykon na katéde

nebude pritomna, pretoze zobrazené tisecky su rovnobezné.

Z grafov interakcie faktorov A medzera medzi elektrodami a C_vykon na katdde
na obr.1.53 vyplyva, ze odozva bola vzdy vyssia pri hornej tirovni faktora C_vykon na katode,
t. j. pri zvolenom vysSom vykone na katdde bez ohl'adu na zvolenu troven faktora A_medzera
medzi elektrodami . ZvySenie C_vykonu na katdde ma ovel'a vacsi vplyv na rychlost’ leptania,
ked je A _medzera medzi elektrodami mensSia. Ak nastavime C_vykon na katdode na dolnu
uroven, potom zmena A medzery medzi elektrddami vplyva na zmenu hodnoty odozvy
minimalne. V hornom grafe modra useCka zobrazuje efekt faktora A medzera medzi
elektrodami, ked je C_vykon na katdde nastaveny na dolnt troveini -1. ZvySenie A_medzery
medzi elektrodami vedie len k miernemu zvySeniu priemernej rychlosti nitridového leptania.
Tento narast je kladny, ale nie je vyrazny. Cervena tise¢ka zobrazuje efekt faktora A_medzera
medzi elektrodami, ked’ je C vykon na katdde nastaveny na hornt uroven +1. ZvySenie
A_medzery medzi elektrodami vedie k vyraznejSiemu poklesu rychlosti nitridového leptania.
Tento efekt je silnej$i ako pri zvolenej niz§ej hodnote vykonu na katdde. V dolnom grafe modra
usecka zobrazuje efekt faktora C vykon na katode, ked je faktor A_medzera medzi
elektrodami nastaveny na dolnu trovenn -1. Cervena usecka zobrazuje efekt faktora C_vykon
na katode, ked’ je faktor A__medzera medzi elektrodami nastaveny na hornt troven +1. Ked’ je

A medzera medzi elektrédami nastavend na dolnti iroven -1, zvySenie vykonu na katdde vedie
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k vac¢Siemu narastu rychlosti nitridového leptania ako pri nastaveni A medzery medzi

elektrodami na horna Groven +1.

Najvicsiu hodnoty odozvy sme podla grafu interakcie faktorov A a C dosiahli, ak bola

zvolend medzera medzi elektrddami minimalna a vykon na katéde maximalny.

Z grafov interakcie faktorov A _medzera medzi elektrodami a B_prietok plynu na obr.1.54
vyplyva, ze odozva bola vzdy vyssia pri dolnej urovni faktora A medzera medzi elektrodami ,
t. j. pri zvolenej nizSej medzere medzi elektrédami bez ohl'adu na zvolent Urovenl faktora
B_prietok plynu. Zvac¢senie medzery medzi elektrodami vzdy znizuje rychlost’ nitridového
leptania, v pripade vysSieho prietoku plynu je tdto zmena vyraznejSia. Ak nastavime medzeru
medzi elektrodami na dolnu turoven, potom zvySenie prietoku plynu zvySuje rychlost’
nitridového leptania, ak nastavime medzeru medzi elektrédami na hornu Uroven, potom
zvySenie prietoku plynu znizi rychlost’ nitridového leptania, priCom tito zmena je menSia.
V hornom grafe modra usecka zobrazuje efekt faktora A medzera medzi elektrodami, ked’ je
B prietok plynu nastaveny na dolni uroveit -1. Cervena usecka zobrazuje efekt faktora

A_medzera medzi elektrodami, ked’ je B_prietok plynu nastaveny na hornt troveii +1.

V dolnom grafe modra tsecka zobrazuje efekt faktora B_prietok plynu, ked je faktor
A_medzera medzi elektrodami nastaveny na dolnt troveti -1. Cervena tsecka zobrazuje efekt
faktora B_prietok plynu, ked’ je faktor A medzera medzi elektrédami nastaveny na hornu
uroven +1. Nastavenie urovne faktora A medzera medzi elektrodami urcuje, €1 bude efekt

faktora pozitivny (pre urovei -1) alebo negativny (pre troven +1).

Najvicsiu hodnoty odozvy sme podla grafu interakcie faktorov A a B dosiahli, ak bola

zvolend medzera medzi elektrddami minimalna a prietok plynu maximalny.

Z grafov interakcie faktorov B_prietok plynu a C_vykon na katéde na obr.1.55 je vidiet,
ze interakcia medzi tymito faktormi nie je pritomna. Na odozvu vplyva iba faktor C_vykon

na katdde. Jeho efekt je kladny.
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Overenie regresného modelu pomocou kontrolného merania

Po n4ajdeni regresného modelu je potrebné vykonat’ kontrolné meranie, pricom volime
body z dané¢ho experimentalneho priestoru, kde preferujeme urovne faktorov, ktoré neboli
stCastou povodnych kombindcii trovni faktorov v povodnych experimentalnych meraniach.
Ak toto nie je mozné realizovat’, ndhodne vyberieme rovnaké body experimentéalneho priestoru,
ktoré boli pouzité pri hl'adani regresného modelu. Tymto sposobom ziskame nové hodnoty

pre hodnoty odozvy y.

Po vykonani kontrolnych merani pre vybrané trovne faktorov boli ziskané nasledovné
hodnoty rychlosti nitridového leptania [107'° m/min]:
£(0,8;125;275)=602; £(1,2;200;325)=804; £(0,9;150;300)=800; £(1;130;280)=681;
£(0,9;190;310)=900; f(1,1;130;320)=755; £(0,8;140;290)=750; £(1;190;310)=840;
f(1;160;275)=621;  f(1,1;180;300)=750; f(1,2;160;300)=730; £(0,9;130;300)=800;
(1;180;280)=654;  1(0,8;190;290)=695; £(0,9;150;320)=1000;

Tabulka 5 Porovnanie vysledkov kontrolnych merani s predikciou
Konlrolng meranie:
predikcia_povodne jednotiky
P.E. x1 %2 x3 ¥ x1 x2 %3 y predik
1 08 125 75 602 0,8 125 275 597
2 12 200 325 a04 1,2 200 325 BOLS
i 09 150 300 800 0,9 150 300 B01,46875
4 1 130 280 681 1 130 280 653,6125
5 049 150 310 300 0,9 190 310 B7E,05625
6 11 130 320 755 1,1 130 320 B42,38125
7 0.8 140 290 750 0.8 140 290 734,925
g 1 130 310 340 1 190 310 837,2875
3 1 160 275 621 1 160 275 623
0 11 180 300 750 1,1 180 300 750,65625
11 1.2 160 300 730 1,2 160 300 725,25
12 09 130 300 800 0,9 130 300 01,46875
13 1 180 280 654 1 180 280 53,6125
14 0,8 120 290 695 0.8 190 290 734,925
15 09 150 320 1000 (] 150 320 954,64375

Porovnanim hodnét ziskanych zregresného modelu (predikovanych hodnot)
s kontrolnym meranim (vid’. tabul’ka 5) overujeme, ¢i je regresny model dostato¢ne presny
na predikciu hodndt nitridového leptania. Vizudlnou kontrolou v bodovom grafe na obr. 156
mozno pozorovat, ze modelované hodnoty zodpovedaju skutocnym kontrolnym nameranym
hodnotdm. Okrem toho koeficient determinacie R? = 91,79% ukazuje, e linedrny model
vel'mi dobre fituje dané Gidaje. Pearsonov koeficient korelacie r = VR? =0,958055 ako miera
tesnosti linearnej zavislosti medzi modelovanymi a kontrolnymi nameranymi hodnotami ma
hodnotu blizku 1, ¢o naznacuje vysoky stupeni priamej linearnej zavislosti medzi nimi.
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Obr. 156 Validacia regresného modelu

Na obr. 157 si zobrazené Box ploty, ktoré porovnavaji rozdelenie hodnot kontrolného
merania s predikovanymi hodnotami, ktoré zodpovedaji rovnakym urovniam vstupnych
parametrov. V kontrolnom merani sme zaznamenali jednu extrémnu hodnotu 1000.101°m/min.
Vzhl'adom na namerané rychlosti nitridového leptania pri realizacii experimentu a bodovy graf

na obr. 1.59 nie je potrebné tito hodnotu d’alej riesit’.
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Obr. 157 Box ploty porovndavajuce hodnoty kontrolného merania s predikciou

Okrem bezného a jednoduchého vizudlneho pristupu pomocou bodového grafu
a porovnania Box plotov a $tatistik 7 a R? uvedenych vysie, existuje aj kontrola pomocou
tzv. porovnania parametrov smernice a priesecnika y-ovej osi po prelozeni vynesenych bodov
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priamkou. Ak maju byt modelované hodnoty v porovnani s kontrolnymi nameranymi v pomere
1:1, fitovana priamka by mala sklon 45° a pretinat’ os y v nule. Vo vyslednom linedrnom
regresnom modeli y = by + by x preto oCakavame, ze parameter b; = 1 a by = 0. Na zaklade
tejto myslienky testujeme, ¢i regresny koeficient b, je rovny jednej a lokujica konStanta b, je

rovna nule.

Testujeme hypotézy Hy: by =1 S H;: by # 1. Nech hladina vyznamnosti a = 0,05.
Z vystupu regresnej analyzy v Exceli na obr. 158 mdézeme pouzit’ bodovy odhad regresného

koeficientu b; a jeho 95% interval spol'ahlivosti.

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics
Multiple R 0,9580551
R Sguare 0,9178696
Adjusted R Square 0,9115519
Standard Error 31,376231

Observations 15
ANOWVA

df 55 S F Significance F
Regression 1 143028,3173 143028,3 1452849 1,9813E-08
Residual 13 12798,08272 9844679
Total 14 1558264

Coefficients Standard Error  tStat | P-value  Lower35% Upper95% ¢
Intercept -7.062006 g4 12742812 -0,12416 0,903089 146500012 7130575902
X Variable 1 1,009802 0,083777228) 12,05342 1,98E-08 | 0,828312292 1,19079169

Obr. 158 Vystup regresnej analyzy pri linedarnom regresnom modeli v Exceli

bhi—1
SE((b1)

p hodnotu uréime podla vztahu p(b;) = 2 * min{F (to (bl)); 1-F (to (bl))}. Vzhl'adom

Testovacia Statistika t(b;) = ~t(n — 2). Vzhl'adom na obojstrannt alternativu

na zvolené riziko intervalového odhadu a, obojstranny (1 — a) - 100% interval spolahlivosti
uréime podla vztahu b; + A, kde A= SE(b,) - tkv, (1 - %)

Vypocet uvedenych hodndt v Exceli je zobrazeny na nasledujucom obr. 159. Nie je mozné
pouzit’ udaje z riadku pre bodovy odhad koeficientu b; s vynimkou intervalu spolahlivosti,

pretoze testovacia Statistika i p-hodnota testuje nulovost regresného koeficientu b, t. j.

hypotézu Hy: b; = 0 oproti hypotéze Hy: by # 0.
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C D E

Coefficients Standaord Error \
Intercept -7,96200563754076  64,1274381168403 )
58| X Variable 1 1,00980195012169 0,0837772283084262

t0= ={D59-1)/E59
t,5 " (0,975)= =T.INV(0,975;13)
= =2*MIN(T.DIST(D62;13;1);1-T.DIST{D62;13;1))
delta= =E59*D63

95%1S pre bl:
9.D65 =D59+D65 | /

61 fA0: bl=1><H1: b1k 1 )\

62 t0= 0,1170006

63 t,s" (0,975)= 2,1603687

64 p= 0,9086478

65 delta= 0,1809897

66 95%IS pre bl:

67\ 0828812292 1,1907917)

Qbr. 159 Testovanie regresného koeficienta b; v Exceli

Grafické rieSenie je na obr. 160.

fix)

n:1 quzlmll..'l;iml: W Hﬂ Zamictame

.
b

Wl

a2=0.025

a2=0.025

rﬁ‘{ﬂ,uz_ﬁ}:.z,lﬁm? 0 1y(5)=0,117 rﬂ(ﬂ,??i}*llﬁﬂj?

Obr. 160  Grafické rieSenie pre testovanie hypotézy o koeficiente by

Kriticka oblast W = (—0;—2,16) U (2,16,0), kde 97,5% kvantil tk¥ (0,975) =

1,009802—-1
0,083777228

T.INV(0,975;13) = 2,16037. Plati  [to(by)| = =0,1170006 < 2,16037 =

tkv(0,975).

Z grafického rieSenia pre test hypotézy o koeficiente H, : b; = 1 na obr. 160 realizacia
testovacej Statistiky t,(b;) = 0,117 & W, preto testovant hypotézu H, : b; = 1 nezamietame.

Naopak hypotézu H;: b; # 1 zamietame.
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P-hodnota vypogitana podl'a vztahu p(by) = 2 * min{F (t,(b,)); 1 — F(to(by))} je rovna
p(by) =2 * MIN(T. DIST(0,117;13;1); 1 — T.DIST(0,117; 13; 1)) = (0,90865
p = 0,90865 > 0,05 = a, preto Hy : b; = 1 nezamietame.
Graficky p-hodnota predstavuje dvojnasobok velkosti plochy pod krivkou hustoty rozdelenia
Studentovho rozdelenia #(13) od realizacie testovacej Statistiky t,(b3) vpravo.
95% 1S pre koeficient b; je podla vztahu b; + Arovny 1,009802+0,1509897 .

Rovnako z vystupu regresnej analyzy na obr. 162 vidime, ze 95% IS pre koeficient b, je rovny

(0,829; 1,191)

0,829 1 1,191
Obr. 161 1 patri do 95% IS pre koeficient b,

KedZze 1 € (0,829; 1,191), so spol'ahlivostou 95% mozeme hypotézu Hy : b; = 1 prijat’
(obr.161).

Zaver:

Na hladine vyznamnosti « = 0,05 mozno prijat’ hypotézu, Ze regresny koeficient b, je

rovny jedne;j.

V nasledujicom kroku testujeme hypotézy Hy: by =0 S Hy:by # 0 pri zvolenej
hladine vyznamnosti a = 0,05. Mo6Zeme pouzit vystup regresnej analyzy na obr. 1.61,

konkrétne riadok prisluchajtci lokujucej konStante byoznaceny ,,Intercept®, vid’ obr. 1.65.

Coefficients Standard Error t Stot P-volue Lower 85% Upper 35%
- 1. 96200563 r540 76 Bl 1274381168403 -[.124155109° 0.90308854 1 - 146.50091 296442 1305 /65016895318
X Variable 1 1,0058019901.2169 0,0837772233084262 12,05341B8458 1,9581304394°0,828812291958836 1,19079168523454

Obr. 162 Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a im prislichajicimi hodnotami

bo

Testovacia Statistika t(by) = SE((bo)
0

~t(n — 2). Vzhl'adom na obojstrannu alternativu

p-hodnotu ucime podla vztahu p(by) = 2 * min{F (to (bo)); 1-F (to (bo))}. Vzhladom
na zvolené riziko intervalového odhadu a, obojstranny (1 — @) - 100% interval spolahlivosti

uréime podla vztahu by + A, kde A= SE(b,) - t*?, (1 - %)

Vypocet uvedenych hodndt v Exceli je zobrazeny na nasledujucom obr.163. Pri testovani
hypotéz je mozné pouzit vietky Gidaje z riadku pre bodovy odhad koeficientu by,.
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A C | D E [ F G H |

57 Coefficients | stendard Error t Stot Pevoive Lower 35% Upper 35%
58  Intercept -7, 96200563 754076 64,1274381 168403 -0,124155105 0, 903088541 - 146,50091296442 130,576901683338
529  Xvariable 1 1,00980199012165% 0,0B37773283064262 12,053418458 1,951304354°0,82881229159568E36 1, 1907916882845
&0
&1 HO: b0=0 ><H1: b0
&2 0= =D358/E58
£3 t, " (0,975)= =T.INV(0,975;13}
64 p= =2 MM T.DIST{D62;13;1);1-T.DISTDA2;13;1))
L] delta= =E58*D62
&5 95%IS pre bl
&7 \=058-Dss5 =D58+DES |

61 @rr bO=0 =<H1: b0%0 \

62 | 0= -0,124159

&

63 t., " (0,975)= 2,1603687

64 p= 0,9030885

65 | delta= 138,53891

66 95%I5 pre bl:

67\ -146,500513 130,576/

Obr. 163 Testovanie lokujiicej konsStanty by v Exceli

Grafické rieSenie je na obr. 164.

fix)-

'8 HI| I zamiclame W E-{ﬁ Famietame

#
L

S

a/2=0,025 a/2=0,025

rf;'{ﬂ,uzs:-:z,lﬁm:a t(b)y=-0,120 Fﬂ[ﬂ"g?ﬁ‘}_llﬁﬂg? x

Obr. 164 Graficke riesenie pre testovanie hypotézy o koeficiente by

Kritickd oblast’ bude rovnaka, t. j. W = (—o0; —2,16) U (2,16, ), kde 97,5% kvantil

—7,962006
64,127438

£ (0,975) = T.INV(0,975;13) = 2,16037.  Plati  |to(by)| = | | = 0,12416 <

2,16037 = t¥7(0,975).

Z grafického rieSenia pre test hypotézy o koeficiente Hy : by = 0 na obr. 164 realizacia
testovacej Statistiky ty(by) = —0,124 ¢ W, preto testovanu hypotézu H,: by =0
nezamietame. Naopak hypotézu H;: b, # 0 zamietame.

P-hodnota vypocitana podl'a vztahu p(by) = 2 * min{F (to (bo)) i 1—F (to (bo))} jerovna
p(by) = 2 » MIN(T.DIST(—0,124; 13; 1); 1 — T. DIST(—0,124; 13; 1)) = 0,90309
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Vypocitana i tabul’kova hodnota p = 0,90309 > 0,05 = a , preto H, : by = 0 nezamietame.
Graficky p-hodnota predstavuje dvojnasobok velkosti plochy pod krivkou hustoty rozdelenia
Studentovho rozdelenia #(13) od realizacie testovacej $tatistiky t,(b3) vlavo.

95% IS pre koeficient b, je podla vztahu b, + Arovny -7,962006+138,53891 .
Vypocitany 95% IS pre koeficient b, iinterval uvedeny v tabulke je rovny

(—146,501; 130,577).

-146,501 0 130,577

Obr. 165 Cislo 0 patri do 95% IS pre koeficient by

Kedze 0 € (146,501; 130,577), so spol'ahlivostou 95% mozeme hypotézu H, : by = 0
prijat’ (obr.165).

Zaver:

Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 mozno prijat’ hypotézu, Ze koeficient b, je rovny
nule. Vzhl'adom na to, Ze je mozné prijat’ hypotézu, ze lokujica konStanta b, je rovna nule, to
znamena prelozena priamka prechadza zaCiatkom stradnicovej sustavy a siCasne regresny
koeficient b4, t. j. smernica prelozenej priamky je rovna jednej, moZzeme prijat’ tvrdenie, ze
predikované hodnoty nitridového leptania ziskané z najdeného regresného modelu a hodnoty
namerané pri kontrolnom merani pre rovnaké urovne nami skiimanych parametrov st v pomere

1:1. Toto mozno tvrdit’ so spol'ahlivostou 95%.

Predikcia

Na zaklade predchadzajiucej cCasti mdze byt najdeny regresny model pouzity
na predikciu hodnét odozvy alebo na hl'adanie optimalneho rieSenia. Predikciu i optimalizaciu

by sme vSak mali robit’ iba v ramci skimaného experimentalneho priestoru.

Pouzitie Excelu na vypocet predikovanych hodnoét je vidiet’ na nasledujucom obr. 166.
Napriklad, ak chceme pomocou nami ziskané¢ho regresného modelu odhadnut’ hodnotu
nitridového leptania, ak zvolime faktor A_medzera medzi elektrédami na urovei 0,9 cm, faktor
B_prietok plynu na trovei 150 cm*/min a faktor C_ vykon na katdde na troveir 280W, potom
po dosadeni do regresného modelu vyjadreného v pdvodnych jednotkach, dostaneme hodnotu
odozvy 648,2938. 10'° m/min. Ak je funk&na zavislost' rychlosti nitridového leptania od tychto

faktorov vyjadrend v kddovanych jednotkéch, t. j. pracujeme s modelom, pomocou ktorého sme
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testovali jednotlivé hypotézy, potom je potrebné pred dosadenim do ziskané¢ho predpisu
transformovat’” trovne faktorov, pre ktoré chceme odozvu predikovat. Pouzijeme pritom
rovnaké transformacné vztahy, ktoré sme pouzili na zaciatku experimentu. Predikovana

(modelovand) hodnota musi vyjst’ v oboch pripadoch rovna.

| 2 g e | ] £ £ G H i
1 edikcia odozvy pre zvolene hodnoty vstupow:
oy, 3)= 776,062%5 ¥ 50,8125 *ti+ 153,0625 *t3+ 76,8125 *ti"t3
' x1=0,9 SH= =[0,5-1)/0,2 76,0625 1
x2=150 t2= =(150-162,5)/37,5 50,8125 =B4
¥3=280 —>t3= =[280-300}/25 153,0625  =B6
yLt[-0,5:-0,8}= =D4+D5*BA+DE*BE+DT*BA*BE -76,8125  =B4*BE
_ =SUMPRODUCT(D4:D7
_'ﬁ.{tl.lik -3415,375 * 4354, 6875 "x1+ 21,485 "nd+ 15,3625 "wl™x3
1 yL[0,5;280)= =B93-+H5™0,9+F9" 280+H3"0, 9" 280
1
k| =A% 1
1B =09 0,9
L4 =F9 280
1 =Hg =C137C14
16 =SUMPRODUCT{B12:B15;C12:C15}
1 :Predikcia odozvy pre zvolene hodnoty fstupov:
2 ylt{ty, t3)= T76,0625 + -50,8125 *ti+ 153,063 *t3+ -76,8125 *t1%t3
x1=0,9 —-11=-0,5 776,0625 1
x2=150 -»t2= -0,3333 -50,8125 -0,5000
x3=280 =>ti= -0,8000 153,0625 -0,8000
| yLt(-0,5;-0,8)= 648,29375 -76,8125 0,4
_ 648,29375
yL{x1,x3)= -5415,375 + 4354,688 *x1+ 21,485 *x34 -15,3625 *x1*x3
1 yL{0,9;280)= 648,29375
1
1 -5415,375 1
1 43546875 0,9
1 21,485 280
1 -15,3625 252
16 ] 648,29375

Obr. 166 Predikcia odozvy pre zvolené hodnoty urovni parametrov

Optimalizacia

Pri hl'adani optimalneho rieSitel'a v Exceli pouzivame jeho doplnok Riesitel’ (Solver),
ktory je potrebné pred prvym pouzitim spustit’ rovnako ako Analytické nastroje. Nasledne tento
doplnok otvarame postupnostou krokov Udaje — Riesitel. Pred samotnym aktivovanim
dialégového okna Riesitela musia byt pripravené udaje, ktoré stivisia s vypoctom predikovane;j

hodnoty, ktorti chceme optimalizovat. Na vypocet predikovanej hodnoty je mozné pouzit
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funkciu =SUMPRODUCT, ktora pocita skalarny stc¢in vektora koeficientov nami néjdené¢ho

regresného modelu a vektora tirovni vstupnych faktorov, ktoré vystupuju v predpise regresného

modelu.  Pri  optimalizacii  sme  pouzili  transformovany  regresny  model

(ﬂ)t(tl, t3) = 776,0625 — 50,8125t; + 153,0625t; — 76,8125t t5, preto Girovne faktorov

t; a t3 musia byt’ vyjadrené v kddovanych hodnotach, vid’ obr. 167.

A B = D E F G H [
17 koeficienty regresného modelu

1E:Gptimalizacia xceli - hladame pozadovanu hodnotu odozvy, napr. 800%10%-10) m/min - riesenie cez Solver

( ) , - , b
13 {Intercept 1 koédované firovne faktorov, ktoré vystupuji
i ﬁ v regresnom modeli a ktoré budeme pri
] L hPadani optimalneho rieSenia menit’
27 It1*t3 =C0*CN

23 y modelovane= ~776.062; ¢ hunka s vyslednou predikovanou hodnotou

Obr. 167 Vypocet predikovanej hodnoty odozvy pre zvolené uirovne faktorov pred spustenim
dialogovéeho okna Riesitela

V dialégovom okne Riesitela (obr. 168) uré¢ime cielovi bunku, ktord chceme
optimalizovat’, identifikujeme bunky s premennymi, ktoré sa budii menit’, aby sa dosiahol ciel’,

moézeme uréit’ obmedzenia a metddu rieSenia.

Ako cielova

bunka je Vybrané Parametre doplnku Heeditef »

Hodnota 800
predikovana : ,
hodnota Musto giet 5053 = je zvolena

AKo cielovu
hodnotu si mozZno
zvolit’ maximum,
minimum alebo
presni hodnotu

SCE2) »= .0
Obmedzenia

urcujuce najdenie
poZadovanej
hodnoty vstupov

v ramci skiimaného
experimentalneho
priestoru

b)) () Maxjmum

Omgnun @m0

Imenou premennych buniek
SCS30:8C5

PodEeha obmadzenism:
§CEM) <=

§CEM »= 1 z
SCE1 <=1
Imenit
Crdistranit
Dbngsit vietka
Madttat UlosH
A wytvarte nezapornu hednotu premennych, kioré sii bez chmedzeni
Wytrat metogdu Melineamy algaritmus GRG Meinagh
riefenia:

Metada elenia

Ak choete ¥ dopinku Riglitel r!e!_-1 5P H!l'ﬂ!il:ﬂ-l probigmy, wberte nastrof Nedimearmy
algoritmius GRG. Ak cheete rigdit lingdrne problémy, wierte nastre] Simples LP algommus. Ak

cheate el nespagite problémy, wherle nastray Evaluing slgomtmui. /

Pomagrnik

OQbr. 168 Dialogové okno Riesitela
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Excel nasiel optimalne riesenie s hodnotou odozvy 799,9999, na obr. 169.

A B C ]
17|
18 : *10%(-10) m/min - riesenie cez Solver
1 776,0625 1
20pt1 -50,8125 -0,0458146612192204

211 t3 153,0625 0,138007504835745
22]/ 11713 -76,8125 =C20"C21
23\y modelovane= =SUMPRODUCT(B19:824;C19:C22] J - je pozadovana hodnota odozvy

Optimalizacia v Exceli - hladama izadnvanu hodnotu edozvy, napr. B00*104-10) m/min - riesenie cez Solver
Intercept 776,0625

{11 -50,8 -1,04581
|t3 153,062 0,138008
t1*t3 -76,8125 -0,00632
¥ modelovane= 799,9999 - |e pozadovana hodnota odozvy

OQbr. 169 Ndjdené optimdlne riesenie v Exceli

Zaver:

Hradali sme trovne faktorov, na ktoré mame A medzeru medzi elektrodami a C_vykon
na katode nastavit, aby rychlost’ nitridového leptania dosahovala pozadovanu hodnotu. Zvolili
sme rychlost nitridového leptania 800.107'° m/min. Podl'a ndjdeného rieSenia méa byt
A medzera medzi elektrodami nastavend na hodnotu -0,046 a C_vykon na katode na 0,138.
Vzhl'adom na to, Ze toto st kddované urovne faktorov, spdtnou transformaciou vieme vyjadrit’
urovne faktorov v povodnych jednotkach, t. j. faktor A_medzera medzi elektrodami je potrebné

nastavit' na 0,991 cm a faktor C_vykon na 103,45 W. RieSenie je na obr. 170.

A. B C D E F G H ||
25| uroven faktorav k;:-r.dwan'.r.ch jednd{kacﬁ- uroven faktora v pﬂuﬂdnych Jeaﬁbtk-ach
26| 11 -0,045814849 x1 =0,2%C26+1
2| 183 0,138008077 x2 =25*C27+100

A 8 C D | E G H
25 uroven faktora v kedovanych jednotkach uroven faktoraV povodnych jednotkach
2| U -0,045814849 xi 0,99084
27 I 13 0,138008077 x2 103,45

Obr. 1760 Spdtnd transformdcia umozZnuje vypocet urovni faktorov v pévodnych jednotkdch

Priloha C obsahuje popis postupu riesenia v softvéri Minitab.
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9 CENTRALNY KOMPOZITNY PLAN (CENTRAL
COMPOSITE DESIGN - CCD) — RIESENY VZOROVY
PRIKLAD

Bolo skiimané, aky vplyv majii parametre rezna rychlost’, hibka rezu a posuv na kvalitu
obrabania obrobku na CNC sustruhu, pri¢om boli zvolené premenné x; € (80,68; 299,32) ako
rezna rychlost’ ve v m.min!, x, € (1,1;2,31) ako hibka rezu ap v mm, x5 € (0,1;0,39) posuv
fo v mm.ot ™. Bolo merané ako od tychto zvolenych faktorov zavisia hodnoty drsnosti povrchu
Ra a R;, kde Ra predstavuje priemerntl aritmeticku odchylku posudzovaného profilu obrobku
a R, najvacsiu vysku nerovnosti profilu obrobku. Experiment zrealizoval a namerané hodnoty
poskytol Be. Michal Vincur. Pri uvaZzovanom experimente bol pouZity centralny kompozitny
plan (Central composite design CCD), t. j. k 6smim faktorovym bodom v uplnom faktorovom
plane 23 bolo pridanych 6 axialnych bodov a jeden centralny bod. Pri planovani experimentu
boli zvolené 2 replikécie, t. j. pri experimente bolo nameranych 40 hodnét kazdej odozvy, kde
16 hodnot je z faktorovych bodov, 12 hodndt z axidlnych bodov a 12 hodnét je z vypocitanej
replikdcie v centrdlnom bode. V naplanovanych 15 (8+6+1) bodoch experimentalneho
priestoru boli namerané hodnoty drsnosti Ra a Rz v um uvedené v tabul’ke 6. Drsnosti boli

v tychto bodoch merané trikrat a nasledne boli vyhodnocované ich priemerné hodnoty.

Tabul’ka 6
Tabulka nameranych hodndt drsnosti po randomizacii
VSTUPNE PARAMETRE MERANE PARAMETRE
REZNA | HLBKA N
RYCHLOST | REZU POSUV . DRSNPST. POVBC':'U Ra , DRSNOST POVRCHU Rz
fn (Priemerna aritmeticka odchylka evve iy . .
vC ap p X (Najvacsia vyska nerovnosti profilu)
. [mm.ot] posudzovaného profilu)
[m.min-1] | [mm]
1. 2. 3. . 1. 2. 3. .
. . . Priemer . . . Priemer
meranie | meranie | meranie meranie | meranie | meranie

1| 255,00 1,10 0,16 2,133 2,121 2,122 2,125 8,569 8,555 8,452 8,525
2 | 255,00 1,10 0,33 6,155 6,169 6,176 6,167 | 23,459 | 23,867 | 23,453 | 23,593
3 | 190,00 2,31 0,25 4,554 4,567 4,568 4,563 17,267 | 17,226 | 17,270 | 17,254
4 80,68 1,55 0,25 4,430 4,410 4,406 4,415 16,797 | 16,834 | 16,811 | 16,814
5| 125,00 1,10 0,16 2,231 2.211 2,208 2,220 9,040 8,684 8,662 8,795
6 | 255,00 2,00 0,33 6,054 6,069 6,064 6,062 | 21,665 | 21,733 | 21,686 | 21,695
7 | 125,00 1,10 0,33 6,047 6,050 6,051 6,049 | 22,494 | 22,431 | 22,400 | 22,442
8 | 125,00 1,10 0,33 6,062 6,039 6,056 6,052 | 23,741 | 23,823 | 23,809 | 23,791
9 | 190,00 1,55 0,25 4,272 4,284 4,280 4,279 16,293 | 16,144 | 16,099 | 16,179
10| 190,00 0,79 0,25 4,463 4,489 4,283 4,412 16,680 | 16,698 | 16,429 | 16,602
11| 190,00 1,55 0,25 4,465 4,461 4,470 4,465 15,897 | 16,002 | 15,887 | 15,929
12| 255,00 1,10 0,16 1,849 1,847 1,963 1,886 7,646 7,608 7,611 7,622
13| 190,00 1,55 0,10 0,562 0,669 0,654 0,628 4,097 3,780 3,688 3,855
14| 190,00 1,55 0,25 4,398 4,390 4,385 4,391 16,543 | 16,520 | 16,552 | 16,538
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15| 255,00 2,00 0,16 1,887 1,888 1,893 1,889 7,783 7,767 7,784 7,778

16| 299,32 1,55 0,25 4,217 4,205 4,200 4,207 15,919 | 15,617 | 15,602 | 15,713
17| 125,00 2,00 0,16 2,157 2,161 2,162 2,160 8,907 8,869 8,844 8,873

18| 190,00 1,55 0,25 4,417 4,402 4,401 4,407 16,469 | 16,407 | 16,372 | 16,416
19 80,68 1,55 0,25 4,350 4,199 4,304 4,284 16,010 | 15,814 | 16,939 | 16,254
20| 190,00 1,55 0,25 4,427 4,456 4,277 4,387 17,095 | 16,489 | 15,930 | 16,505
21| 190,00 1,55 0,25 2,659 2,565 2,620 2,615 16,668 | 13,830 | 14,274 | 14,924
22| 125,00 2,00 0,33 3,987 3,850 3,859 3,899 17,109 | 18,113 | 19,078 | 18,100
23| 125,00 1,10 0,16 2,499 2,490 2,476 2,488 10,836 | 11,436 | 11,506 | 11,259
24| 190,00 1,55 0,25 3,065 3,079 3,059 3,068 13,184 | 14,534 | 14,520 | 14,079
25| 190,00 1,55 0,39 5,023 4,663 4,369 4,685 23,162 | 22,851 | 22,752 | 22,922
26| 190,00 0,79 0,25 4,786 4,808 4,817 4,804 18,592 | 18,987 | 19,375 | 18,985
27 | 190,00 2,31 0,25 3,360 3,268 3,347 3,325 16,629 | 17,267 | 16,956 | 16,951
28 | 190,00 1,55 0,10 1,211 1,287 1,268 1,255 5,890 6,309 6,374 6,191

29| 299,32 1,55 0,25 3,054 2,949 2,970 2,991 14,504 | 13,660 | 13,859 | 14,008
30| 190,00 1,55 0,25 3,284 3,329 3,333 3,315 16,112 | 16,301 | 14,857 | 15,757
31| 190,00 1,55 0,25 2,939 2,673 2,722 2,778 12,792 | 12,566 | 13,106 | 12,821
32| 255,00 1,10 0,33 5,718 5,764 5,741 5,741 26,141 | 26,162 | 26,217 | 26,173
33| 255,00 2,00 0,33 4,235 4,240 4,225 4,233 18,341 | 18,246 | 18,099 | 18,229
34| 255,00 2,00 0,16 2,292 2,273 2,269 2,278 11,075 | 10,968 | 10,952 | 10,998
35| 190,00 1,55 0,39 6,773 6,800 6,717 6,763 30,726 | 27,323 | 26,730 | 28,260
36| 125,00 2,00 0,33 4,690 4,550 4,464 4,568 23,223 | 20,360 | 19,938 | 21,174
37| 125,00 2,00 0,16 1,571 1,576 1,580 1,576 8,197 8,553 8,516 8,422

38| 190,00 1,55 0,25 3,048 3,261 3,312 3,207 14,174 | 14,576 | 15,685 | 14,812
39| 190,00 1,55 0,25 3,437 3,530 3,535 3,501 15,594 | 15,453 | 15,496 | 15,514
40 | 190,00 1,55 0,25 2,911 2,905 2,907 2,908 15,193 | 15,103 | 15,113 15,136

Body experimentalneho priestoru, v ktorych bolo realizované meranie drsnosti Ra a Rz

su zobrazené na obr. 171.

Obr. 171 Zobrazenie experimentalneho priestoru s bodmi, v ktorych realizujeme meranie
pri centralnom kompozitnom plane pre tri faktory
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Kazdy faktor bol merany na 5 urovniach, vid’ tabulka 7, kde oo = 1,68179.

Tabul’ka 7 Vstupné nezavislé faktory a ich urovne

Faktory v kodovanych jednotkach
-0 -1 0 1 o

v povodnych jednotkach

A_ve [m.min™'] 80,68 125 190 255 299,32
B_ap [mm] 0,79 1,1 1,55 2 2,31
C_fa[mm.ot ] 0,1 0,16 0,25 0,33 0,39

Poznamka: Hodnota o pre CCD pre viac ako jeden faktor zavisi od poc¢tu faktorov a typu dizajnu
(¢i ma byt rotabilny alebo nie). Pre pozadovanu rotabilitu pri troch faktoroch sa a vypocita
podla vzorca o = (pocet faktorovych bodov)*. Pre 3 faktory je pocet faktorovych bodov rovny

23, preto & =V8 = 1,68179.

Pri pldnovani experimentu je ¢astokrat potrebné z dovodu realizovatelnosti merania zohl'adnit’,
ze povodne uvazované hranice intervalov faktorov buda po kodovani zodpovedat’ intervalu
(—a; a), preto je potrebné dopocitat’ realne stradnice faktorovych bodov, ktoré su vyjadrené
v kédovanych hodnotdch pomocou £1. Napriklad pre reznu rychlost, t. j. pre faktor A_ve,

vypocitame stradnice faktorovych bodov nasledovnym spdsobom:

-0 -1 0

1
I
80 «xlI 190 x2 300

Pre reznt rychlost’ ve plati % = % = x, = 255 = x; =190 — 65 = 125
.

(0}

Povodné nami urcené hranice intervalu pre rezni rychlost' (80;300) v m/min nasledne

korigujeme pre « = 1,68179 na interval (80,68;299,32) v m/min.

Rovnakym spdsobom postupujeme aj pri vypoctoch stradnic pre zvysné dva faktory B a C:

Pre hibku rezu a, plati %: % =>x,=2 =>x,=155-045=1,1
2= 4

Pre posuv f, plati £ =222 — 5 =033 = x, = 0,25— 0,08 = 0,16
1 x2—0,25
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Cplot na obr. 172 a 173 s vypocitanou priemernou nameranou hodnotou odozvy
v jednotlivych experimentalnych bodoch poskytuje vizudlnu predstavu o vysledkoch

experimentu vzhl'adom na zvolené kombindcie urovni faktorov.

5,724
4,233 5,148
6051 /. 5,95;1/
3,044
o 3.610 3510
f 4,608
ap
/1',868 L/2,084
%
) 2354 on 2.006

Obr. 172 Grafické znazornenie priemernych nameranych hodnot odozvy drsnosti Ra v jednotlivych
experimentalnych bodoch pri experimente CCD s tromi faktormi

25,591

23116 /. 24,85/

16,534 15,384 (17,103 | 14,860
fn 17,794
a
14
8,648 9,388
Ve 10,027 8,074
5,023

Obr. 173 Grafické zndzornenie priemernych nameranych hodnét odozvy drsnosti Rz v jednotlivych
experimentdlnych bodoch pri experimente CCD s tromi faktormi
Vzhladom na sucasne sledované dve odozvy — drsnost povrchu Ra a Rz je potrebné

vyhodnocovat namerané vysledky samostatne pre kazdi z nich.

Analyza vysledkov pre odozvu Ra

Hierarchicky model a identifikacia Statistickej vyznamnosti linearneho a kvadratického

vplyvu skumanych faktorov a ich interakcii

Centralny kompozitny plan CCD je prioritne zamerany na hladanie uplného
kvadratického regresného modelu, prostrednictvom ktorého hl'adame optimalne rieSenie.

Pri vypocte v Exceli je potrebné povodné trovne faktorov zapisat’ v kddovanych jednotkach.
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Nekodované jednotky neumoziuji spravne Statistické vyhodnotenie. V analytickych
nastrojoch (Data—Data analysis— Regression) musi byt ako ,nezavisld premenna“ X
zapisana stvisla oblast, ktora obsahuje stipce predstavujice vietky ¢leny, ktoré maju
v regresnom modeli vystupovat, t. j. Cleny predstavujuce linearny aj kvadraticky vplyv faktorov
a ich uvazované interakcie. VSetky kombinacie urovni musia byt vyjadrené v kdodovanych
jednotkach. Korektny sposob zapisu je na obr. 174 a 175. Vyznam jednotlivych stipcov je
popisany v prvom riadku. Stipce A, B, C s Groviiami faktorov predstavuju linearny vplyv

faktorov, stipce D, E, F kvadraticky vplyv faktorov, stipce G, H, I interakcie faktorov.

T |ve an fn vV ap*ap fn*fn v ap v *fn ap“fn drsnost Ba drsnost Rz
2 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 2,125 B,525
3 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 6,167 23,593
4 0 168179 0 0 282842712 o o ] o 4 563 17,254
5 | -168179 o 0 2,B2B4271 o o 1] (4] o 4,415 16,814
B [ -1 -1 -1 1 1 1 1 1 2.220 B,795
7 1 i 1 1 1 1 1 1 6,062 21,685
_B_, [ -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 6045 22,4432
9 [ -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 6,052 23,791
10 o o [¢] ] o o [+] 0 o 4279 16,179
1 0O -168175 ] 0 2,8B28B42712 o o (1] o 4412 16,602
12 o ] [v] li] o o 1] 1] D 4,465 15,929
13 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1EBBE T7.622
14 0 b0 -1,68179 0 D| 282843 1] ] o 0,628 3,855
13 | o [+] 0 ] o o o 1] o 4351 16,538
16 [ 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1,889 7.778
17 | 168170 [+ 0 2,B2B4271 0 0 [+] 4] o 4 207 15,713
18 | 1 T -1 1 1 1 ~1 1 =1 2,160 8,873
18 o [¥] [v] li] o o 1] o o 4,407 16,418
20 | -1.68179 o 0 28284271 o o [v] (1] o 4284 16,254
21 0 H] o o o o o ] D 4,387 16,505
22 [ o ] 0 0 o o [+] ] o 1.615 14914
23 [ -1 1 1 1 1 1 1 -1 1 3,899 18100
24 [ -1 -1 -1 1 1 | 1 1 1 2,488 11,259
25 | D ] 1] ] o 0 [+] o o 3,068 14,079
26 o 0 1,68179 0 0 282843 0 0 a 4,685 22922
i) 0 -1,68179 1] 0 282842712 o [+] O o 4 804 18,985
28 D 1,68179 [v] 0 282842712 o [+] (4] D 3,325 16,951
29 o 0| -1,68179 0 0 282843 o o 0 1255 5,191
30| 168179 o O 2,B2B4271 i) o 1] ] D 2,991 14,008
3 o 0 o ] o ] [t] ] 0 3,315 15,757
32 o o ] i) o 0 [+] i o 2,778 12821
33 | 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 5,741 26,173
3£ [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4333 18,229
35 1 1 -1 1 1 1 1 -1 2278 10,998
35 | o 0 168179 ] 0 282843 [e] o o 6,763 28,260
37 -1 1 1 1 1 1 =1 -1 1 4 568 21,174
35 | -1 1 -1 1 1 ] -1 1 -1 1576 85,4211
35 [ o o 1] o o 0 [+] a o 3,207 14,812
40 | o o o Q o o a o o 3,501 15514
41 | o D 1] ] o o [H] D o 2,908 15,136

Obr. 174 Zaddvanie kombindcii urovni faktorov, v ktorych bolo realizované meranie odoziev pre CCD
musi byt'v Exceli doplnené fiktivnymi premennymi, ktoré predstavuju cleny regresného modelu
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Ako odozva Y Regression ? X
je zvoleny iba npot
stlpec ) W 5i57:5/541| |' '.
S nameranymi Cancel
- L .' --
hOantami II"II:lUt,?',C Rﬂnﬂl- I SA51:51541 II-&]_- :
drsnosti Ra [+] Labeis [[] constant is Zero EoReE
Tidence Levek 85 :%

AKo nezavisla Sl BeNtens
premel}n? X ‘],e (@) Qutput Range: SAS43 (P
zvolena suvisla

C.l Mew Worksheet Phy:
oblast’ v

, . l:::l Hew Workbook

stlpcoch A az 1 Rochinasis

[] Besiduals [] resigual Plots

[] standardized Residuals [] tine Fit Plots

Mormal Probability
[] narmal Prabability Plots

Obr. 175  Zadavanie vstupnych udajov pouzité pri regresnej analyze s viacerymi vstupnymi

parametrami v dialogovom okne v Exceli

Vystup regresnej analyzy v Exceli je na obr. 176. Mézeme ho rozdelit do troch casti.

.! Regression Statistics

;Muitlple R 0,91834185

R Square 0,84335175

|Adjusted R Square  0,79635727

|Standard Error 0,66774436

|Observations 40

|

|ANOVA

| df 55 Ms £ Significance F

|Regression 9 72,01532343 B,0017026 17,94576363) 8,77805E-10

|Residual 30 13,37647609 (0,44588254

ETCItal 39 85,391795953

i

| Coefficients Standard Error t Stat P-value lower95%  Upper95%
iintercept 3,61524662 0,192572327 18,7734483 3,93261E-18 3,221961466 4,00853178
@w: -0,04226565 0,127767353 -0,33080164 0,743093745 -0,303201395 0,2186701
|ap -0,30372293 0127767353 -2,37715604 0,023023043 -0,564658679 -0,04273719
|fn 1,54629147 0,127767353 12,1023%89 4,5113%E-131 1,285355726 1,80722722
vctve 0,05423727 0,124378065 0,75766795 0454560446 -0,159776622 0,34825117
éap*ap 0,2007747 0,124373065 1,61422913 0,116048346 -0,053235201 0,45473859
?fn*fn -0,13256723 0,124378065 -1,06584088 0,204998748 -0,386581123 0,12144667
E1.’!:‘“‘EL|;:| 0,19692708 0,166936091 1 1,179655352 0,247407674 -0,144001898 0,53785606
!vc*fn 0,11871875 0,166936091 0,71116287 0,482476537 -0,222210231 0,45964773
fap*Fn -0, 27690625 0,1665936091 -1,65875604 0,107585677 -0,617835231 0,06402273
.

Obr. 176 Vystup regresnej analyzy v Exceli
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Z prvej Casti vystupu Excelu z tabul’ky so vSeobecnymi Statistikami vyplyva udaj, ze
regresny model dokaze vysvetlit' 84,34% variability nameranych hodnot odozvy drsnosti Ra,
15,66% variability meranych dat zostalo modelom nevysvetlenych. Upraveny index
determinacie sa vyrazne od R? = 84,34% neli§i, je rovny 79,64%. Standardna chyba, ktorej sme

sa dopustili je 0,67, pozorovanych (vyhodnocovanych) hodnét bolo 40.

Tabul'ka ANOVA v druhej ¢asti poskytuje informéacie o sume Stvorcov odchylok od celkového
priemeru - ato celkovej, vysvetlenej aj nevysvetlenej regresnym modelom s predpisom
fe(t1,ty, t3) = by + bity + byty + bsts + byqt? + byyts + bysts + byptit, + bystyts +

b,st,ts. Z podielu rozptylu vysvetleného a nevysvetleného regresnym modelom je vypocitana
realizacia testovacej Statistiky pre celkovy F-test o Statistickej vyznamnosti regresného modelu
F, = 17,95. Vzhl'adom na kvantil F§”0(0,95) = 2,21 akriticki oblast W = (2,21; o),
do ktorej realizicia testovacej Statistiky F, nepatri a rovnako podla p-hodnoty = 8,78 - 10719

mozno na hladine vyznamnosti 0,05 prijat’ zaver, ze najdeny regresny model je signifikantny.

Z tretej Casti tabul’ky s tdajmi tykajicimi sa regresnych koeficientov mozno napriklad podla
p-hodnoty zodpovedajicej jednotlivym regresnym koeficientom rozhodnut’, Ze pre drsnost’ Ra
bude na hladine vyznamnosti 0,05 signifikantny iba linearny vplyv faktora B hibka rezu a,
a faktora C posun f,. Krovnakym zaverom dospejeme porovnanim 95%-nych intervalov

spol’ahlivosti pre jednotlivé regresné koeficienty.

Rovnaky zaver, tykajaci sa kvality regresného modelu, vyplyva aj z vystupu softvéru Minitab.
Index determinacie R?> = 84,34%, upraveny index determinacie adj R?= 79,64%, ale tieZ
prediktivny index determinicie pred R? = 72,91%, vyjadruju kvalitu regresného modelu,

vid’. obr. 177.

Model Summary

5 R Bowisy) Eagiread)

0667744 Ba34%: 7964% 72971%

Obr. 177 Kvalita modelu vyjadrend pomocou roznych R square v Minitabe

Tabul’ka s bodovymi odhadmi koeficientov uplného kvadratického regresného modelu
v Minitabe naobr. 178 poskytuje realizdcie testovacich Statistik t-testov Statistickej

vyznamnosti regresnych koeficientov, p-hodnoty a faktor VIF. Bodové odhady b koeficientov
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transformovanej regresnej funkcie pre uplny kvadraticky regresny model s predpisom
fi(t1, ty, t3) = by + bty + byty + bats + byyt? + byyts + basth + byytyt, + bystits +
bst,ts st: by = 3,615, by = —0,042, b, = —0,304, b; = 1,546, b,;; = 0,094, b,, = 0,201,
bss = —0,133, by, = 0,197 byz = 0,119, by3 = —0,277.

Faktor VIF ma hodnoty rovné alebo vel'mi blizke 1, ¢o hovori, Ze medzi skimanymi faktormi

nie je pritomna korelacia.

Pri rozhodovani o d’alSom ponechani, resp. vyluceni faktorov v d’alSom skumani
mozeme napriklad pomocou p-hodnoty v stipci P-Value identifikovat, ktoré koeficienty, a tym
aj ktoré cleny modelu v ilom maju zostat’ a ktoré moézeme vylucit. Rozhodneme, ktory linearny
a ktory kvadraticky vplyv faktora ¢i interakcie faktorov su, ¢i nie su Statisticky vyznamné
(signifikantné) vzhl'adom na skiimanu drsnost Ra. V nasom pripade mozno na hladine
vyznamnosti 0,05 ponechat’ v d’alsom skiimani iba faktory hibka rezu a, a posuv f,, pretoZe ich
p-hodnota je mensia ako nami zvolené¢ a = 0,05, obr.178. Po vyliceni nevyznamnych ¢lenov

z povodného regresného modelu dostaneme regresny model, ktory spiiia vlastnost’ hierarchie.

Coded Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value VIF
Constant 3,615 0,193 1877 0,000

e 0,042 0128 0,33 0743 100

[ 3p -0,304 0,128 -2,38 0024 1,00 ]

fn 1,546 0,128 12,10 0,000 100
vETVE 0,094 0124 0,76 0455 102
ap”ap 0.201 0724 161 6117 102
fn"fn -0133 0124 -107 0295 102
Ve ap 0,197 0,167 118 0,247 1,00
o™ G119 0,167 071 0482 100
ap~fn =0 277 0,167 -1,66 0108 100

Obr. 178 Vystup Minitabu obsahujuci bodové odhady koeficientov regresného modelu s vysledkami t-
testu ich Statistickej vyznamnosti

K rovnakym zaverom sa dostaneme aj z Casti tabulky ANOVA na obr. 179. Je
roz$irenou verziou ANOVY v Exceli, pretoze vysvetlent variabilitu dat v rdmcei regresného
modelu Minitab rozdel'uje na linearnu a kvadraticka zlozku a na Cast’ predstavujucu interakcie
druhého rddu. Vzhl'adom na to, Ze dana zloZka rozptylov je vZdy porovnavana s reziduadlnym
rozptylom Adj MS = 0,4459, umoziuje rozhodnut’, ktoru zlozku regresného modelu mozno
povazovat za signifikantni. Z porovnania p-hodnoty s hladinou vyznamnosti a = 0,05

v modeli ponechdvame ako Statisticky vyznamnu iba linearnu zlozku regresného modelu.
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V ramci nej je mozné z modelu vylucit’ ako nevyznamny linearny vplyv faktora rezné rychlost’

ve s p-hodnotou 0,743. V regresnom modeli ponechavame iba faktory hibka rezu a, a posuv f,.

Analysis of Variance Vplyv faktora v,
Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value mozno v ramci
Model g 720153 80017 17.95 linedrnej zlozky
Linear 3 678760 226253 5074 regresného
4 T G0 HOME on modelu povaZovat’
ap 1 25196 25196 5,65 L
fn 1 653075 653075 14647 ; za Statisticky
Sguare 3 20603 m.ﬂ 1.54 (L] neV)"Z“amﬂ)";
vCEve 1 02560 0,2560 057 0,455 vplyv faktorov a,
apTap 1 11619 118619 261 0117 af,za §tatisticky
fin*fn T 05065 05065 114 0295 vyznamny.
2-Way Interaction 3 20728 06909 1,35 0,222
ve'ap 1 06205 06205 139 0,247
vc™fn 1 02255 02255 051 0,482
ap™in 1 12268 12268 215 0,108
Error 0 13,3765 04459 Cast’ tykajiica sa
[ Lack-of-Fit 5 1372 0,2745 057 c-.?:1r testu Lack of fit
Fure Error 25 120040 04802
Total 3% 453918

Obr. 179 Tabulka ANOVA, ktord je sucastou vystupu analyzy CCD v Minitabe

Uvedené rozhodnutie potvrdzuje normélny pravdepodobnostny graf efektov, kde je

oznaceny ako signifikantny samostatny vplyv faktorov B aC na obr. 180. To isté

ukazuje Pareto graf na obr. 181, v ktorom iba efekty faktorov B a C presiahli kritickdt hodnotu

2,04.

Normal Plot of the Standardized Effects

337

response is drsnost Ra; a-= 0.05)

Effect Type
g ® Not Significant
954 / B Zignificant
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Obr. 1800 Normdlny pravdepodobnostny graf v Minitabe rozdeluje vplyv faktorov a ich interakcii na

signifikantny a nesignifikantny
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Pareto Chart of the Standardized Effects

(response is dranost Ra; a = G.0S)

Factor Name

A ve
L ap
[ in

I
I
i
I
I
1
i
I
I
i
i
I
i
I
T
i
i
I
Fi

'] & a. 1:9 1I2
Standardized Effect

OQbr. 181 Pareto graf v Minitabe porovndva velkosti efektov

Grafy hlavnych efektov na obr. 182 nie su zobrazené ako usecky, ale ako krivky alebo
lomené Ciary, pretoze hodnoty odozvy boli merané na viacerych (piatich) trovniach kazdého
faktora. Z porovnania kriviek vidiet’, ze najmensi sklon ma krivka pri faktore A rezna rychlost’
Ve, t. j. najmensi vplyv na drsnost’ Ra pri zanedbani vplyvu interakcie ma rezna rychlost’ ve.
Hlavny efekt faktora B_hibka rezu a, je negativny a hlavny efekt faktora C_posuv f, je
pozitivny, pricom pri zanedbani interakcie medzi faktormi mozno povazovat’ vplyv faktora

C_posuv f, na odozvu Ra za najvacsi.

Main Effects Plot for drsnost Ra
Fitted Means

! Vi ap fin

5 /

Mean of drsnost Ra

0o 200 200 1.0 15 20 015 025 0,35

All displayed terms are in the model

Obr. 182 Grafy hlavnych efektov v Minitabe
168



Grafy interakcie faktorov z vystupu Minitabu st na obr. 183. Uvedené krivky mozno
s vynimkou krivky faktora v pre a,=2 povazovat’ za takmer rovnobezné, preto neocakavame,

ze interakcia medzi skimanymi faktormi bude signifikantna.

Interaction Plot for drsnost Ra
Fitted Means

wc* ap

i
% - 0,243

51 ——— . o e === ]

Mean of drsnost Ra

100 150 200 250 iy 048 12 16 2.0 24
Ve ap

All displayed terms are in the model

Obr. 183 Grafy interakcie faktorov v Minitabe

V pripade, ze chceme zregresného modelu vylacit' Statisticky nevyznamné
(nesignikantné) ¢leny pomocou softvéru Minitab, m6zeme to urobit’ ru¢ne v Casti Terms, alebo
volime metodu postupnej spétnej elimindcie (Backward elimination), kedy softvér postupne
s prepocitanim vSetkych hodndt Statistickej vyznamnosti v kazdom kroku z regresného modelu
vyluci statisticky nevyznamné ¢leny na zvolenej hladine vyznamnosti a. Preddefinovana je
hodnota ¢ = 0,01, ktora zabezpecuje dostatocnu robustnost’, v principe je mozné tuto hodnotu
a zmenit, napr. mozeme zvolit' a = 0,05. Postup spustenia spitnej elimina¢nej metoddy
v Minitabe je naznaceny na obr. 184. Pri opdtovnom spusteni analyzy Response Surface Design
v Casti Stepwise volime Backward elimination. Softvér ndjde regresny model, ktory je

hierarchicky, obr. 185.

Anabie Response Surface r.‘r-'.lgn: Hisrarchy »

Hierarchvoal Model:

{Regure a hieranchical moded at cach step -|

Add terms at the ond to make the model hierardhaol
Dia not réquine & hierarchical mods]

Hel [

W |

Cancel |

Obr. 184 Preddefinovand viastnost hierarchie pri hladani regresného modelu
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Obr. 185 Postup spustenia spdtnej eliminacnej metody pri hladani hierarchického modelu v sofivéri
Minitab
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Vystup Minitabu po spusteni spitnej eliminacne] metddy vypiSe vSetky Cleny, ktoré
v regresnom modeli zostali po vylaceni Statisticky nevyznamnych clenov pri dodrzani

hierarchie regresného modelu, obr. 186.

Backward Elimination of Terms

o to remove = 0,05

Coded Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value VIF
Constant 3,726 0109 34 20 0,000

Ep -0,304 2132 =230 0027 100
fn 1,546 2132 11,73 0,000 1,00

Obr. 186 Vystup spditnej eliminacnej metody po vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov v Minitabe

Obr. 187 zobrazuje kvalitu nového regresného modelu podl'a réznych R2. Vidime, Ze
rozdiely medzi tymito charakteristikami sa v porovnani s modelom, ktory obsahoval
i nevyznamné ¢leny, zmensili. Novy regresny model vie vysvetlit’ 79,43% nameranych hodnot
drsnosti Ra. Je zrejmé, Ze podiel vysvetlenej variability meranej odozvy bude v porovnani
s povodnym regresnym modelom mensi vzhl'adom na mensi pocet ¢lenov regresného modelu.
Pozitivne hodnotime, Zze rozdiel medzi indexom determinacie a upravenym indexom
determinacie sa zmens$il. Schopnost’ regresného modelu predikovat hodnoty odozvy sa

v porovnani s pdvodnym regresnym modelom zvécsila.

Model Summary

5 R-sq R-sgiadj) R-sg(pred)
0,688900 7943% 7832% T5.72%

Obr. 187 Kvalita regresného modelu po vyluceni Statisticky nevyznamnych clenov v Minitabe

Statistickd vyznamnost' jednotlivych &lenov nového regresného modelu vidime na
obr. 186 iv tabul'ke ANOVA na obr. 188. V Casti tabulky 186, ktord obsahuje bodové
odhady kodovanych koeficientov, st vypocitané hodnoty, ktoré suvisia s t-testom

b13

Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov (testujeme ,nulovost® regresnych
koeficientov pri ap a fn). Vystupom ANOVY na obr.188, ktora analyzuje zloZky rozptylu,
su realizdcie F testu dodatocného prispevku k-tej vysvetlujucej premennej aim
prislichajice p-hodnoty, ktoré sa zhoduji s vysledkom t-testov Statistickej vyznamnosti

danych regresnych koeficientov. Realizacia testovacej Statistiky F, pre celkovy F test
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Statistickej vyznamnosti regresného modelu 71,44 lezi v kritickej oblasti (lef’3’7 1—a); 00)
arovnako p-hodnota = 0,000 je menSia ako zvolené a, preto mozno povazovat ndjdeny
regresny model za Statisticky vyznamny na danej hladine vyznamnosti. Sucastou tabulky
ANOVA je aj test Lack of Fit, na zdklade ktorého mozno vzhl'adom na p-hodnotu rovnu

0,505 povazovat regresny model za dostato¢ny.

Analysis of Variance

Source DF Adjss AdjMS F-Value P-Value
Madel 2 67827 339138 7144 0,000
Linear 2 67827 339136 7144 Q000
ap 1 2520 25196 5,31 6027
fr 1 @5308 653075 13757 0,000
Error 37 17583 04747
Lack-of-Fit 12 5367 04634 097 0,505
Pure Error 25 12004 04802
Total 39 §5302

Obr. 188 ANOVA pre regresny model ziskany po vyluceni Statisticky nevyznamnych clenov

Statistickii vyznamnost’ vplyvu ponechanych faktorov na odozvu ukazuje aj normalny
pravdepodobnostny graf pre $tandardizované efekty. Vplyv ponechanych faktorov B_hibka
rezu ap a C_posuv f, je podla tohto grafu sigfnifikantny.

Normal Plot of the Standardized Effects

(response =i

5 drenost Ra; a

Effect Type
! B Significanm
iF Factar Mame
vE
ap
a

Mom e

Percent
n
=
8

4 2 o 2 4 [ B 0 12

Standardized Effect

Obr. 189 Normdlny pravdepodobnostny graf efektov s ponechanymi ¢lenmi hierarchického regresného
modelu
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Postup rieSenia s vystupom v Exceli naznacuje obr. 190. Po vyluceni Statisticky
nevyznamnych ¢lenov regresného modelu, analyza dat musi byt opitovne spustend. Ako
nezavisla premenné X st ozna¢ené iba susedné stipce B a C, v ktorych st zapisané kombinacie
tirovni faktorov B_ hibka rezu a, aj C_posuv f, , ku ktorym bola namerana zodpovedajica

drsnost’ Ra. Vystup regresnej analyzy v Exceli je totozny s vystupom v Minitabe.

{ Regression 7 *
Input [

| Input} Range: 555

1 Cancel

Input X Range: SES1:5C541 | i
: : Pomacnik | !
[+ Labrets [ constant |s Zera ks I’
[[] contidence Level |55 e [

1 Output options

(%) Qutput Range: 54571 | ;
() New Warksheet Py !
(7} Mew Workbook :
Residuals
] Residuals [ ] residual Plats
1 standardized Residuals ] Ljne Fit Plots !
= MNormal Probabiity :
] Mormal Frobability Plots
SUMMARY QUTPUT
Regression Statistics
Multiple R D,89123817
R Sguare 0,79430548
Adjusted R Square | 0,78318586
Standard Error 0,68893598
Observations 40
ANOVA
df 55 S F Significance F
Regression 2 67,82717453 33,9135872 71,43919833 1,9707E-13
‘Residual a7 17,564625 0,47471959
Total 33 B5,39179953
[
Coefficients | Stondard Error t Stat P.value Lower 95% | Upper95%
Intercept 3, 72617083 0,1085940304 342037859 1,32475E-29 350543681 3,34690486
ap -0,30372293 0,131834247 -2,30332424 0,026950263 -0,570844432 -0,03660138
.fn 154629147 0,131834247 11,7290575 4,99963E-14 1,279169913 1,81341303

Obr. 190 Spustenie a vystup regresnej analyzy v Exceli po vyluceni Statisticky nevyznamnych clenov

Bodovy odhad transformovanej linearnej regresnej funkcie fi(t,,t3), ktorG dostaneme

po vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov je

(£),(t1,ts) = 3,73 = 0,30t, + 1,55t
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Odtial’ bodovy odhad linearnej regresnej funkcie f (x,,X3) v neupravenom tvare po spitnom
dosadeni transformacénych vztahov pre ponechané faktory bude:

£ (x5, %3) = 3,73 0302125 55X~ 025
filxa,x3) =3, ’ 0,9 >0 085

Po uprave

fi.(xz,x3) = —0,312 — 0,333x, + 18,235x;

Testovanie hypotéz
Dalsia ¢ast’ je zamerana na vypodet rieSenia vybranych testov hypotéz. Uvadzany je

podrobny postup pri zvolenom teste hypotézy spolu s jeho grafickym rieSenim.

Individualne t-testy Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov

Ak chceme napriklad otestovat’, ¢i ma hibka rezu a, vyrazny vplyv na drsnost’ Ra,
modzeme pouzit’ individualny z-test Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov. Volime
I'ubovolni mali chybu 1. druhu a, ktorej sa mézeme dopustit’ pri vyhodnocovani hypotéz,
najcastejSie @ = 0,05. Na zvolenej hladine vyznamnosti 5% chceme otestovat’, ¢i je vplyv
samostatného pdsobenia faktora x, — hibka rezu a, na hodnotu linearnej regresnej funkcie
f(x3,x3) = by + byx, + byxs Statisticky vyznamny.

Pri testovani pouzivame kodované hodnoty, resp. transformovanu linedrnu regresnt
funkciu, preto samostatné pésobenie faktora x, na hodnotu f(x,,x3;) vyhodnocujeme ako
samostatné pésobenie transformovaného faktora t, na hodnotu f;(t,, t3) = by + b,t, + bsts.
Samostatné posobenie transformovaného faktora t, testujeme pomocou koeficientu b,, ktory
priiom stoji. Nulova hypotéza H, hovori, ze regresny koeficient b, nie je Statisticky vyznamny,
oproti stoji obojstranna alternativna hypotéza H; , ktora hovori, ze regresny koeficient b, je
Statisticky vyznamny: Hy: b, = 0 s Hy: b, # 0.

Z vystupu Excelu na obr.191 pouzijeme riadok, v ktorom sa nachadzaju udaje stvisiace

s koeficientom b,, ktory stoji pri faktore a, vyjadrenom v kodovanych jednotkéach.

Coefficients  Standord Error t Stat P-value Lower 35%  Upper95%
Intercept 3,72617083 0,108540304 34,203785% 1,32475E-29 3,50543681 3,34650486
[ap -0,30372233 0,131834247 -2,30382424 0,026950263 -0,570844492 -0,03600138 ]
fn 1,54625147 0,131834247 11,7290575 4,99963E-14 1,279169%13 1,81341303

Obr. 191 Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a im prislichajicimi hodnotami
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Testovacia Statistika t(b,) = SEIZZ = t(n—k—1), kde b,je bodovy odhad
2

regresného koeficientu b,: b, = —0,30372293, SE(b,) = 0,131834247 je $tandardna chyba

tohto odhadu, n = 40 je celkovy pocet nameranych hodndt, k = 2 je pocet ¢lenov testovaného
regresného modelu (méme dva linedrne ¢leny b,t, a bst;) . Odtialn —k—1=40—-2—-1=
37 je parameter Studentovho t-rozdelenia, ktorym sa riadi naSa testovacia Statistika. Zapis
t(b;) ~ t(37) ¢itame: testovacie $tatistiky pre koeficienty b; maji Studentovo rozdelenie s 37

stupfiami vol'nosti.

Na zéklade analyzovanych udajov vypocitana hodnota testovacej Statistiky pre regresny

-0,3037293 —2,30382424. Tuto

koeficient b,, t. j. realizacia testovacej Statistiky ty(b,) = oT3183a2er

hodnotu najdeme v stipci ¢ Star v tabul’ke na obr. 191.

Vizualnu predstavu o rozdeleni testovacej S$tatistiky t(b,) o umiestneni hodnoty
testovacej Statistiky t, vzhl'adom na kritickti oblast’ W zamietnutia nulovej hypotézy H,, ktora
sme ur¢ili podla zvolenej hladiny vyznamnosti «, o velkosti p-hodnoty v porovnani

s hodnotou @ dava nasledujici obr. 192.

f(x)

H Ji_lx.nn!-:::al'nu.' W Hp zamietame

-
5

w2=0.025 i 2=0.025

e

038 R (0,025)=-2,0262 0 t5v (0,975)=2,0262

Obr. 192 Grafické riesenie pre testovanie hypoteézy o koeficiente b,

O vysledku testu hypotéz rozhodujeme 3 spdosobmi, pricom vZdy musime dostat’ rovnaky zaver:

a) Pomocou kritickej oblasti (kritického oboru) W = (—o0; —2,0262) U (2,0262, ), kde

pre obojstrannt alternativu uréime kriticki hodnotu pomocou kvantilu t£7, _, (1 - g),

t. j. vypocitame 97,5% kvantil t5¥(0,975) = T.INV(0,975;37) = 2,0261925.

1. moznost’ vyhodnotenia — geometricky — porovnanim vzdialenosti od 0 pomocou
absolutnej hodnoty: |ty (b,)| = |—2,3038| > tX¥(0,975) alebo

2. moznost’ vyhodnotenia: ak vypocitana hodnota testovace;j Statistiky padla do kriticke;j

oblasti W, potom nulovli hypotézu H, zamietame, ak hodnota testovacej Statistiky
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do kritickej oblasti W nepadla, potom H, nezamietame. Nakol'ko realizécia testovacej

Statistiky to,(b,) = —2,3038 € W, testovanu nulova hypotézu H,, : b, = 0 zamietame.

b) Vyhodnotenie pomocou p-hodnoty.

Tato p-hodnotu najdeme v stipci P-value. P-hodnota predstavuje pravdepodobnost’, Ze
dostaneme rovnaky alebo eSte extrémnejsi vysledok ako v pripade, ak by platila nulova
hypotéza H,. Jej ¢iselni hodnotu vieme vypocitat’ pomocou distribu¢nej funkcie.
p(by) = 2 * min{F (t,(b,)); 1 — F(to(b2))} = 0,026950263
Vypoéet p-hodnoty v Exceli je na obr. 193 a zhoduje sa hodnotou v stipci P-value na obr. 191.

Fito}d =T.DIST|-2,30382424;37;1 Fito)={ 0,01247513
1-Fit0)4 =1-D91 el =] 0,98652487
p :J‘MIN[D'Bl:D‘}Z] p= 0,026595026

Obr. 193 Vypocet p-hodnoty pomocou distribucnej funkcie

Cim je p-hodnota mensia, tym viac sme presvedéent, Ze nulovii hypotézu mozno zamietnut’.
p = 0,027 < 0,05 = a, preto zamietame Hy : b, = 0

¢) Vyhodnotenie pomocou (1 —a)-100% intervalu spolahlivosti alebo tzv.

konfiden¢ného intervalu.

Pri vyhodnoteni testov hypotéz pomocou intervalu spol'ahlivosti o prijati alebo zamietnuti
nulovej hypotézy rozhodujeme na zaklade toho, ¢i 0 patri alebo nepatri do (1 — ) - 100% IS.
V nasom pripade a = 0,05, preto pocitame 95% IS pre koeficient b,. Dolnt hranicu intervalu
najdeme vo vystupe regresnej analyzy v tabulke na obr. 191 v stipci Lower 95% a hornt

hranicu v stipci Upper 97%. 95% IS pre koeficient b; je: (-0,5708; -0,0366).

-0,5708 -0,0366 0

Obr. 194 0 nepatri do 95% 1S pre koeficient b;

Na vypoget hranic pouZijeme vztah b, + A, kde A = SE(b,) - tX¥,_, (1 - g), obr. 195.

& D ¢
o5 b2=-0,30372293 85 = -I'J,.Ji.'l.i 13293
%6 SE{b2}jq 0,13183435 06 sE{bzj= | 0,13183425
97| thv 37(0,975) =T.INV(0,975;37) | esptmempiempmsens: | 2,02619245
9E | deltas =D36*D37 g delta= | 0,26712156
o b2-deltaq =095-098 a9 b2-delta= |-0,57084449
100 b2+delta=\=095+D98 |00 b2+delta= \0,03660138

Obr. 195 Vypocet 95% intervalu spolahlivosti pre koeficient b, v Exceli
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Nulové hypotéza Hy : b, = 0 hovori, Ze regresny koeficient b, je nulovy, preto sme
overovali, ¢i 0 patri alebo nepatri do daného 95% konfiden¢ného intervalu pre koeficient b,.
Kedze 0 ¢ (—0,5708; —0,0366), vid’ obr. 194, so spol'ahlivostou 95% mozeme hypotézu
Hy : b, = 0 zamietnut’.

Zaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,05 mozno konstatovat’, ze regresny koeficient b, je
Statisticky vyznamny, t. j. samostatny vplyv faktora t, na hodnotu transformovanej regresnej
funkcie (f),(t,, t3) je Statisticky vyznamny, t. j. nemoZno ho zanedbat’. Hibka rezu a, je doleZity

faktor pre drsnost’ Ra.

Ak chceme zistit, ¢i ma posuv f, vyrazny vplyv na drsnost’ povrchu obrobku Ra,
budeme testovat, ¢i je samostatné pdsobenie faktora x; — posuv f, na hodnotu linedrnej
regresnej funkcie Statisticky vyznamné. Zvolime hladinu vyznamnosti, najcastejSie 5%.
Pretoze samostatné posobenie kodovaného faktora t; vystupuje v transformovanej linearnej
regresnej funkcii (f)(t,, t3) = by + bty + bsts v Clene bstg, t. j. budeme testovat’ nulovost’
regresného koeficientu b;. Testujeme hypotézy Hy: b3 = 0 s Hy: by # 0.

Z vystupu Excelu pouzijeme riadok, v ktorom sa nachadzaju idaje stuvisiace s koeficientom b,

obr. 196.

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95%  Upper35%
Intercept 3,72617083 0,108540304 34,203785% 1,32475E-29 3,50543681L 3,346590486

fn 1,54625147 0,131834247 11,7290575 4,99963E-14 1,279169%13 1,81341303

Obr. 196  Tabulka s bodovymi odhadmi koeficientov a im prislichajicimi hodnotami

Grafické rieSenie je na obr. 197.

f(x)

W M zamietame W] Eﬁ./.'-.llllr.'l e

b

F
*

aw/2=0,025 o 2=0.025

5 (0,025) = -2.0262 0 kv (0,975)=2,0262 1,(B}= 1]

Obr. 197  Grafickeé riesenie pre testovanie hypotézy o koeficiente bz
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Kritickd oblast je vzhladom na rovnaké a = 0,05 opdt rovnaka W =
(—00; —2,0262) U (2,0262, ). Plati |to(b3)| = 11,73 > 2,0262 = t57(0,975).
Z grafického rieSenia pre test hypotézy o koeficiente b; na obr. 197 realizacia testovacej
Statistiky to(b3) = 11,73 € W, preto zamietame H,, : b; = 0.

Rovnako p-hodnota p = 4,99 - 10~1* < 0,05 = «a , preto zamietame H, : b; = 0.
Vypocet p-hodnoty je:
p(bs) = 2 * min{F (ty(bs)); 1 — F(to(bs))} = 2 » MIN(T.DIST(11,73;37; 1); 1 —
T.DIST(11,73;37; 1)) =4,99-10"1*

Graficky p-hodnota predstavuje dvojnasobok velkosti plochy pod krivkou hustoty
rozdelenia Studentovho t-rozdelenia t(37) od realizacie testovacej statistiky t,(b3) vpravo, vid’
obr. 197.

Vypocet 95% IS pre koeficient b; je na obr.198.

F G I F G |
as as | '
g5 b3 0,02695026 g5 | b3= | 0,02695026
96 SE{b3lE -0,57084449 g6 SE({b3)= J-0,57084449
97 thv 370,975)F =T.ANV([0,575;37) m= 2,02619246
98 deltaf =G367G97 EI-B. delta= |-1,15664081
as b3-deltaf =G95-G98 99 | b3-delta= | 1,18359107
100 bi+delta¥ =G95+G98 mﬂ. b3+delta= ‘1.119691:15-1‘

Obr. 198 Vypocet intervalu spolahlivosti pre koeficient by v Exceli

Z tabul’ky na obr. 196 je 95% IS pre koeficient b3: (1,279; 1,813)

——
0 1,279 1,813

Obr. 199 0 nepatri do 95% IS pre koeficient bz

Na obr.199 vidime, ze 0 € (1,279; 1,813), preto so spolahlivostou 95% moZeme nulovi

hypotézu Hy : b3 = 0 zamietnut’.

Zaver:

Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 je mozné konStatovat’, Ze regresny koeficient b; je
Statisticky vyznamny, t. j. samostatny vplyv faktorov t; na hodnotu transformovanej regresnej
funkcie (f)¢(t,, t3) je Statisticky vyznamny, preto ho nemozno zanedbat’. Posuv f, je dolezity

faktor pre drsnost’ Ra.
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Kvalita modelu vyjadrena pomocou R? a celkovej $tatistickej vyznamnosti a adekvatnosti

regresného modelu

Kvalitu regresného modelu ziskaného po vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov je
vyjadrena pomocou indexu determinicie R?, oznaovana tiez R Square a upraveného indexu
determinécie Adjusted R Square z vystupu regresnej analyzy v Exceli na obr. 200 je totozna
s vystupom Minitabu, t.j. R?> = 0,79430548 a adjusted R? = 0,78318686. Sice nepatri
medzi Cast’ testovania hypotéz, ale patri medzi zékladné techniky porovnania réznych
regresnych modelov.

SUMMARY QUTPUT

Regression Statistics

Muliiole R 0.89103847
|R Square 0,79430548
Adjusted R Square. 0,78318686
Stanciard Error 0,68899898
Observations 40

Obr. 200 Statistiky R? a adjusted R? tkajiice sa ziskaného regresného modelu ako vystup regresnej
analyzy v Exceli

Ciselna hodnota indexu determinacie R? je vypo¢itana ztabulky ANOVA (obr. 201),
nakol’ko index determindcie vyjadruje, aky je podiel variability zavislej premennej, ktory vieme
vyjadrit’ ziskanym regresnym modelom. V naSom pripade suma Stvorcov odchylok nameranych
hodndt drsnosti Ra od celkového vypocitaného priemeru je SS Total = 85,39179953. Z celkovej
variability je regresnym modelom vysvetlena variabilita SS Regression = 67,82717453.

ANOVA

df 55 M5 F Significance F
Regression 2 I E?.SE?l?AS:;l] 33,9135873 71,43919833 1,9707E-13
Residual 7 17564625 0,47471959

Total 39 l 35.391?9953

Obr. 200 ANOVA ako sucast vystupu regresnej analyzy v Exceli

Podiel variability nameranych dat drsnosti Ra, ktory vieme vysvetlit’ ziskanym modelom

67,82717453

je R? = 5539179953 — 0,79430548, co interpretujeme: 79,43% variability nameranych hodnot

drsnosti Ra vieme vysvetlit’ linedrnym regresnym modelom, 20,57% variability nameranych
hodnét zostalo modelom nevysvetlenej. Upraveny index determinicie R2, ; uvadzany ako

Adjusted R Square, ktory penalizuje regresny model za nadbyto¢né ¢leny v modeli, ma hodnotu
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RZ, ; = 0,78318686 vyjadruje mieru zhody nameranych dat a fitovanych hodnét (78,32%), ale

zohl'adnuje pritom pocet ¢lenov (prediktorov) v modeli.

Kvalitu modelu vyhodnocujeme tiez celkovym F testom Statistickej vyznamnosti

regresného modelu, testom adekvatnosti (testom Lack of fit) a analyzou rezidui.

Celkovym F testom $tatistickej vyznamnosti nasho regresného modelu (f),(t,, t3) =
by + byt, + bsts testujeme nulova hypotézu, Ze regresny model nie je Statisticky vyznamny,
t.j. vSetky jeho koeficienty st nulové oproti alternativnej hypotéze, ze regresny model je
Statisticky vyznamny, t. j. aspon jeden koeficient je nenulovy. Zapis je nasledovny:

Hy: b, = b3 = 0 s H;:existuje aspon jedno b; # 0

Pri celkovom F teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu pre testovaciu

charakteristiku (Statistiku) plati:

SSR

k

SSE
n—k—1

kde n je pocet nameranych dat a k je pocet ¢lenov v regresnom modeli. Testovacia Statistika F

F= ~F(k;n—k—1),

ma Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie so stupfiami volnostik a n —k — 1. Testovacia
Statistika porovnava rozptyl dat vysvetleny regresnym modelom s rozptylom, ktory zostal
modelom nevysvetleny. Cim je tento podiel vAG§i, tym regresny model lepsie vystihuje
spravanie skimanych dat. Tento test je jednostranny (pravostranny).

Realizaciu testovacej Statistiky, stupne volnosti, p-hodnotu vieme ziskat’ z regresnej
analyzy z tabul'ky ANOVA na obr. 202. Pri vypocte testovacej Statistiky pouZivame hodnoty
SSR = S§S Regression, a SSE = SS Residual a udaje z nich vypocitané.

ANOVA

gf 33 M5 F Significance F
Regression 2 67,82717453 33,9135873| 71,43919833 1,9707E-13
Residual 7 17564625 0,47471959
Total EL] 55,35179953

Obr. 202 ANOVA ako sucast vystupu regresnej analyzy v Exceli

Ak zvolime hladinu vyznamnosti napr. a = 0,05, kriticka oblast’ bude ohranicené kritickou
hodnotou F}%,(0,95). Jej hodnotu vypogitame ako 95% kvantil Fisherovho rozdelenia
F.INV(0,95; 2;37) = 3,25192385. Kriticka oblast’ je na zdklade toho W = (3,252; ).

Realizéacia testovacej $tatistiky F, sa nachadza v tabul’ke na obr. 202 v stipci F.
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67,827117453

F 2 33,9135873 71,43919833 > 3,252 = F¥%_(0,95
07 17,564625  0,47471959 > 3,252 = F35,(095)
37

Pretoze Fy, = 71,439 € W (vid obr. 203), zamietame nulovi hypotézu Hy: b, = b3 =0

a prijimame alternativnu hypotézu H;: existuje aspon jedno b; # 0.

Jx)

" Hyramietame

] FJ'T[U',USJ'_:-EFE
Obr. 203  Graficke riesenie pre celkovy F test o Statistickej vyznamnosti regresného modelu

Pri vyhodnoteni podl'a p-hodnoty, jej ¢iselni hodnotu najdeme v tabul’ke na obr. 202
v stipci Significance F, alebo vypogitame pomocou distribuénej funkcie v realizcii testovacej
Statistiky Fy: p = 1 — F(F,) = 1 — F.DIST(71,43919833; 2;37;1) = 1,971 - 10713,
Ak p-hodnotu porovname so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, dostaneme rovnaky
zédver otom, ze zamietame nulovu hypotézu H,: b, = b; = 0 aprijimame alternativau

hypotézu H,: existuje asponi jedno b; # 0.

Zaver:
Na hladine vyznamnosti @ = 0,05 mozno konstatovat’, Ze linearny regresny model typu

je Statisticky vyznamny.

F test Statistickej vyznamnosti prinosu k-tej vysvetlujicej premennej

Sucastou ANOVY, ktora obsahuje celkovy F test Statistickej vyznamnosti regresného
modelu, zvy€ajne byvaji aj F testy Statistickej vyznamnosti prinosu k-tych vysvetlujacich
premennych. Rovnako ako pri individudlnych z-testoch Statistickej vyznamnosti regresnych
koeficientov na zéklade uvedenych testov vieme rozhodnut,, ktory faktor a interakciu faktorov
v regresnom modeli ponechdvame ako signifikantné a ktoré ¢leny je mozné z modelu vylucit’.

Uvedenym testom testujeme prinos, ktorym dodatocne prispieva k-ta vysvetl'ujiica premenna k
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vysvetleniu variability zavislej premennej. Vyznam tohto testu spoc¢iva v tom, ze v pripade
zamietnutia nulovej hypotézy pri F-teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu
uvedeného d’alej chceme hned’ vediet, ktord zo vstupnych premennych ma Statisticky
vyznamny anevyznamny vplyv na zavislu premennu (chceme vediet, ktoré konkrétne
premenné Statisticky vyznamne prispievaji k vysvetleniu variability zavislej premennej
v rdmci modelu). Oznacenim dodato¢ny prispevok k-tej vysvetlujucej premennej rozumieme
prinos tejto premennej za predpokladu, ze sa uz prv uvazovalo s (k —1) nezavislymi

(vysvetl'ujiicimi) premennymi.

Testované hypotézy su:

Hy: Dodatocny prispevok k-tej vysvetlujicej premennej na vysvetlenie variability
vysvetl'ovanej premennej nie je Statisticky vyznamny.

H;: Dodato¢ny prispevok k-tej vysvetl'ujucej premennej na vysvetlenie variability

vysvetl'ovanej premenne;j je Statisticky vyznamny.

Testovacia Statistika:

SSRaplny model — SSRredukovany model

1
SSEaplny model ( )
n—k—1

kde SSRiping model J€ suma Stvorcov odchylok od celkoveho priemeru vysvetlena uplnym
regresnym modelom s k prediktormi, SSRrequkovany model J€ suma Stvorcov odchylok
vysvetlena redukovanym regresnym modelom s k — 1 prediktormi, ich rozdiel nazyvame
prispevok k-tej vysvetlujiicej premennej, n je pocet nameranych dat a k je pocet ¢lenov
(prediktorov, vysvetlujucich premennych) v Gplnom regresnom modeli. Tento test je
pravostranny, nakol’ko chceme, aby bol prinos k-tej vysvetlujicej premennej ¢o najvacsi,
v opa¢nom pripade je mozné k-tu vysvetl'ujicu premennt z modelu vylucit.

Vysledok uvedeného testu vyznamnosti prinosu vieme ziskat’ v Minitabe, Excel tento
test neposkytuje. Jeho zavery tykajuce sa ponechania alebo vylicenia ¢lena z modelu st vzdy
totozné s vysledkom t-testu Statistickej vyznamnosti regresného modelu napriek tomu, Ze oba

testy st zalozené na inom principe, t. j. testuju nieco iné.

Na obr. 204 v tabul'ke ANOVA mozeme vidiet, Ze Minitab poskytuje okrem F testu
Statistickej vyznamnosti regresného modelu aj vysledky F testov Statistickej vyznamnosti

prinosu pre nami zvolené (ponechané) premenné a test Lack of Fit.
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Analysis of Variance

Source DF AdjsS AdjMs F-Value P-Value
Madel 2 B7B2T 339136 71,44 0,000
1. —» Linear 2 6782F 339136 7144 0,000
9. —p &p 1 2520 25196 531 0,027
3.—m» F 1 685308 653075 137,57 0,000
Error 37 17565 04747
4, —» Llack-of-Fit 12 5561 04634 097 0,505
Pure Error 25 12004 04802
Total 39 85392

Obr. 204 ANOVA po vyluceni Statisticky nevyznamnych clenov - vystup Minitabu bude pouzity
pre rozne F testy Statistickej vyznamnosti prinosu k-tej vysvetlujiicej premennej

Vyhodnotenie vysledkov tabul'ky ANOVA:

1. F test Statistickej vyznamnosti prinosu linearnej zlozky vyjadrujicej celkovy

linearny vplyv faktora B hibka rezu ap a faktora C posuv fn v regresnom modeli

Nech a = 0,05. Testované hypotézy pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu linearnej
zlozky regresného modelu su:
H,: Dodato¢ny linedrny prispevok faktorov ap a F na vysvetlenie variability drsnosti Ra nie je
Statisticky vyznamny.
H;: Dodato¢ny linearny prispevok faktorov ap a F na vysvetlenie variability drsnosti Ra je
Statisticky vyznamny.
PouZijeme Statistiky uvedené v riadku 1. oznacenom Linear. Realizacia testovacej Statistiky F

sa nachadza v tabul’ke na obr. 204 v stipci F-Value:

67,827 33,9136
_ 2 _ ’ _ _ kv
Fo = {7565 = 0aTaT 71,44 > 3,252 = F,%,(0,95)
37

Pretoze Fy = 71,439 € W (vid obr. 205), zamietame nulova hypotézu Hy: Dodato¢ny linearny
prispevok faktorov hibka rezu a, a posuv f, (v tabul’ke oznaéeny F) na vysvetlenie variability
drsnosti Ra nie je Statisticky vyznamny. Prijimame alternativnu hypotézu H;: Dodatocny
linearny prispevok faktorov hibka rezu a, a posuv f, na vysvetlenie variability drsnosti Ra je
Statisticky vyznamny. Vzhladom na to, Ze regresny model obsahuje iba linearne cleny,
vypocitané hodnoty aj zdver musia byt totozné s vysledkom celkového F testu Statistickej

vyznamnosti regresného modelu. Grafické rieSenie musi byt preto tieZ rovnaké.
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Jx)

. Hy zamietame

0 F™(0.95)=3.232

Obr. 205 Graficke riesenie pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu linedrnej zlozky regresného
modelu

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p = 1 — F(F,) = 1 — F.DIST(71,439;2;37;1) =
1,971 - 10713, Vo vystupe Minitabu v ¢asti ANOVA sa p-hodnota nachadza v stipci P-Value.
Ak p-hodnotu porovname so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, dostaneme rovnaky
zaver, t. j. zamietame nulovu hypotézu H, a prijimame alternativnu hypotézu H;.
Zaver:

Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 mozno prijat’ hypotézu, ze prinos linearnej zlozky

regresného modelu je Statisticky vyznamny.

2. F test Statistickej vyznamnosti prinosu premennej B hibka rezu a,

Nech a = 0,05. Testované hypotézy pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu linearnej
zloZky faktora ap su:

Hy: Dodato¢ny linearny prispevok faktora a, na vysvetlenie variability drsnosti Ra nie je
Statisticky vyznamny.

H,: Dodato¢ny linearny prispevok faktora ap, na vysvetlenie variability drsnosti Ra je Statisticky
vyznamny.

Pri tomto type testu porovnavame vel'kost' rozptylu vysvetleného faktorom a, s rezidualnym

rozptylom v riadku Error.

Pri vypocte testovacej Statistiky F, pouZzijeme Statistiky uvedené v riadku 2. oznaceného ap.

Vypocitana hodnota testovacej statistiky F, sa nachddza v tabul’ke na obr. 204 v stipci F-Value:
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2,520

F 1 25196 _ < 21> 4105 = F*_(0,95
0 = 17565 = garay = 1> 4105 = Fi5,(0.95)
37

Pretoze Fy = 5,31 € W (vid’ obr. 206), zamietame H,: Dodato¢ny linearny prispevok faktora
ap na vysvetlenie variability drsnosti Ra nie je Statisticky vyznamny a prijimame alternativnu
hypotézu H;: Dodatocny linedrny prispevok faktora ap na vysvetlenie variability drsnosti Ra je

Statisticky vyznamny. Grafické rieSenie je na obr. 206.

Jx)

i ]L|-|.*'.|I'|'|i:.'|-|l'|‘|'.'

e

0 FR095)= 4,105
1.37

Obr. 206 Graficke riesenie pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu linearnej zlozky faktora ap
v regresnom modeli

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p =1 — F(F,) =1 — F.DIST(5,31;1;37;1) =
0,027. Vo vystupe Minitabu v dasti ANOVA sa p-hodnota nachadza v stipci P-Value.
Na zéklade porovnania p-hodnoty so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, dostaneme
rovnaky zaver, t. j. zamietame H,, a prijimame alternativnu hypotézu H;.

Zaver:
Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 mozno prijat’ hypotézu, ze prinos linearnej zlozky

faktora hibka rezu ap v regresnom modeli je $tatisticky vyznamny.

3. F test Statistickej vyznamnosti prinosu premennej C posuyv fn
Nech a = 0,05. Testované hypotézy pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu
linearnej zlozky faktora ap su:
Hy: Dodato¢ny linearny prispevok faktora f, na vysvetlenie variability drsnosti Ra nie je

Statisticky vyznamny.
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H,: Dodato¢ny linearny prispevok faktora f, na vysvetlenie variability drsnosti Ra je Statisticky
vyznamny.
Pri tomto type testu porovnavame velkost’ rozptylu vysvetleného faktorom f, s rezidudlnym

rozptylom v riadku Error.

Pri vypocte testovacej Statistiky F,, pouZzijeme Statistiky uvedené v riadku 3. oznaceného F.

Vypocitana hodnota testovacej statistiky F, sa nachadza v tabul’ke na obr. 204 v stipci F-Value:

65,308
I 65,3075 : c_ P (005
Fo = 7568 = oazay = 13757 > 4105 = F%;(0.95)
37

Pretoze Fy, = 137,57 € W, zamietame hypotézu H,: Dodatocny linearny prispevok faktora
posuv f, na vysvetlenie variability drsnosti Ra nie je Statisticky vyznamny a prijimame
alternativnu hypotézu H;: Dodato¢ny linedrny prispevok faktora posuv f, na vysvetlenie

variability drsnosti Ra je Statisticky vyznamny. Grafické rieSenie je na obr. 207.

Sflx)4

[l

W Hy zamietame

0 F™(095)= 4,105 - X

1,37

Obr. 207 Grafické riesenie pre F test o Statistickej vyznamnosti prinosu linedrnej zlozky faktora fn
v regresnom modeli

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p = 1 — F(F,) = 1 — F.DIST(137,57;1;37;1) =
4,996 - 10~*. Vo vystupe Minitabu v ¢asti ANOVA sa p-hodnota nachadza v stipci P-Value.
Ak p-hodnotu porovname so zvolenou hladinou vyznamnosti a = 0,05, dostaneme rovnaky
zaver, t. j. zamietame H, a prijimame alternativnu hypotézu H;.
Zaver:

Na hladine vyznamnosti @ = 0,05 mozno prijat’ hypotézu, Ze prinos linearnej zlozky

faktora posuv f, v regresnom modeli je Statisticky vyznamny.
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4. Kvalita regresného modelu vyjadrena testom dostatoéného prisposobenie

regresného modelu (testom Lack of Fit)

Pri teste Lack of fit (LOF) testujeme adekvatnost’ (dostatocnost’) regresného modelu.

Nech zvolend hladina vyznamnosti je a = 0,05. Testované hypotézy pri tomto teste:

Nulové hypotéza je Hy: SSLF = SSPE. Mozny je tiez zapis: No LOF — regresny model nie je
nedostatocny.
Alternativna hypotéza H,: SSLF > SSPE, resp. ekvivalentny zapis: LOF — regresny model je

nedostatocny.

e afLF _ MSLF
Testovacia Statistika: F = SLLE = srs~F (dfir; dfpg)-

Pri tomto druhu testu rezidua, resp. sumu Stvorcov rezidudlnych odchylok SSE
rozdel'ujeme na také, ktoré vznikli chybou merania, t. j. v dosledku ¢istej chyby (Pure Error -
PE) a také, ktoré¢ vznikli z dovodu nedostatocného prispdsobenia regresného modelu (Lack of
Fit - LF), t. j. SSE = SSLF + SSPE. V tomto pripade bude model tym lepSie vystihovat’
spravanie dat, ¢im bude suma Stvorcov odchylok spdsobend nedostatoénostou modelu ¢o

najmensia. Test je z uvedeného doévodu pravostranny.

Excel priamy vypocet testu Lack of fit neposkytuje. Na obr. 208 je vystup Minitabu,
kde je suma Stvorcov rezidualnych odchylok v riadku Error rozdelend na sumu S$tvorcov
odchylok v ddsledku nedostatoéného prispdsobenia modelu v riadku Lack of Fit ana cista

chybu v dosledku chyby merania, uvedent v riadku Pure Error. Stupne volnosti su v stipci DF.

Analysis of Variance

Source DF AdjSS AdiMS FValue P-Value
Modei 2 BTB27 339136 7144 0,000
Linear d B7827 339136 Ti44 0,000
ap 1 2520 257196 53 G027
F 1 65308 65307y 13757 0,000
Error 37 17365 04747
Lack-of-Fit 12 5,561 04634 0a7 0,505
Pure Error 25 12,004 04802
Tota 39 85392

OQbr. 208 Sucastou ANOVY v Minitabe je test Lack of fit
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Testovacia Statistika pre test LOF ma Fisherovo rozdelenie s 12 a 25 stupiiami vol'nosti, pretoze

plati dfy = dfir + dfpg, t. j. vnasom pripade 37 = 12 + 25.

5,561
. e = _ 04634
Realizacia testovacej Statistiky Fy = e0r = Sanos

25

0,97.

Na obr. 204 v tabulke ANOVA vriadku 4. je realizdcia testovacej Statistiky s rovnakou

hodnotou.

Test LOF je jednostranny, preto kritickd oblast’ bude pre a = 0,05 ohrani¢end kritickou
hodnotou F(li‘é,zs)(OB 5). Jej hodnotu vypocitame ako 95% kvantil Fisherovho rozdelenia, jeho
vypocet je F.INV(0,95; 12; 25) = 2,164891. Kriticka oblast’ je potom W = (2,165; o).

Pretoze vypocitand hodnota testovacej Statistiky Fy = 0,97 nelezi v kritickej oblasti W (vid’

obr. 209), nezamietame, ¢o znamend, ze prijimame nulovl hypotézu H,, .

1
fix)

% ][U.r.ll'r.:rl.'.l'm

'

o =0_05

0 =097 Ei%(0.95)=2,165 .

Obr. 209 Grafické rieSenie pre test o adekvatnosti regresného modelu

Pri vyhodnoteni podla p-hodnoty: p =1 — F(F,) = 1—F.DIST(0,97;12;25;1) = 0,505
tuto hodnotu porovndvame snami zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,05, pricom
dostavame rovnaky zaver, Ze nezamietame nulova hypotézu H, a teda zamietame alternativnu

hypotézu H;.

Zaver:
Na hladine vyznamnosti @ = 0,05 mozno konStatovat, ze ziskany linedrny regresny
model pre odozvu Ra nie je nedostato¢ny (je dostatocny) a nie je potrebné do modelu zarad’'ovat’

d’alSie ¢leny, teda nie je potrebné hl'adat’ zloZitejSi model.
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Graficka analyza rezidui regresného modelu

Stcastou posudenia kvality regresného modelu je graficka analyza rezidui, kedy
vizualne kontrolujeme normalitu a nezavislost’ rezidui. Vystup Minitabu s grafmi rezidui je

vidiet’ na obr. 210.

Residual Plots for drsnost Ra
Mormal Probahility Plot Versus Fits
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Obr. 210 Vystup Minitabu umoZiujiici analyzu rezidui

Vizualnu kontrolu normalneho rozdelenia rezidui umoZituje normalny pravdepodobnostny
graf (Normal Probability Plot) a histogram (Histogram). Normalny pravdepodobnostny graf
zobrazuje rozdelenie rezidui oproti teoretickym kvantilom normélneho rozdelenia. Kvantily,
t. j. percentily predstavuju podiel dat mensSich ako dané reziduum, ak by rezidua mali normalne
rozdelenie. V idedlnom pripade by mali zobrazené body lezat’ na Cervenej diagonalnej priamke,
¢o interpretujeme ako splnenti normalitu analyzovanych dat. V tomto pripade sa rezidua
vacSinou nachddzaju blizko Ciary, st vSak viditelné urcité odchylky, ¢o naznacuje mierne
odchylky od normalneho rozdelenia. Tieto odchylky m6Zu naznacovat’ pritomnost’ odl'ahlych
hodndt alebo systematickych chyb. Ak na postdenie normality rezidui pouzijeme histogram,
tento by mal mat’ pre normalne rozdelené rezidud priblizne tvar zvona. N&$ histogram je

priblizne symetricky.

Graf rezidui verzus fitované hodnoty (Residuals versus Fits) ukazuje, ¢i existuje nejaka

systematicka zavislost medzi reziduami a predikovanymi hodnotami. Idedlne by rezidua mali
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byt’ rozptylené nahodne okolo nulovej osi dodrziavajuc zakon troch sigma. V nasom pripade st
Standardizované rezidua rozptylené ndhodne okolo vodorovnej osi a vdc¢$ina z nich sa nachadza

v intervale £1, iba 5 z 40 je od nulovej hodnoty vzdialenych v intervale £2.

Z grafu rezidui verzus poradie (Residuals vs Order) vieme zistit, ¢i existuje trend, t. j. nejaka
funkénd zavislost’ v zaznamenanom c¢asovom poradi rezidui. Idedlne by mali byt hodnoty
rezidui nahodne rozptylené, Co by naznacovalo absenciu autokorelacie. Spravanie rezidui
v Case v naSom pripade nenaznacuje ziadny trend. Rezidua su ndhodne rozptylené bez vzoru

v poradi, ¢o naznacuje, Ze nie je pritomna autokorelacia.

Celkovo mozno zhodnotit, ze grafy naznacuji, ze model je vhodny a rezidua maja

pozadované vlastnosti pre ,,dobre sediaci* model.

Test normality rezidui

Podmienkou ,,dobrého* regresného modelu je splneny predpoklad normality rezidui.
V Minitabe su k dispozicii tieto testy normality: Ryan-Joiner test (modifikovany Shapiro-Wilk
test), Anderson-Darling test a Kolmogorov-Smirnovovho test. Samotnému spusteniu testu
normality predchadza vypocet hodnot Standardizovanych rezidui. Ich rozdelenie je mozné
nasledne testovat’. Excel vypocet testov normality dat priamo neposkytuje, preto uvadzame
vypoéet normovanych rezidui a spustenie testov normality v Minitabe. Standardizované rezidua
v Minitabe ziskame pri analyze vysledkov nameranych hodndét odozvy Ra postupnostou
prikazov Stat—DOE— Response Surface—Analyse Response Surface Design..., kde v ponuke

Storage volime Standardized residuals (obr. 211).

Postupnost’ prikazov pre spustenie testu normality v Minitabe je zobrazend na obr. 212.
Standardizované rezidua pre drsnost’ Ra boli v tomto pripade zapisané v stipci SREZ2. Bol
zvoleny Ryan-Joiner test, obdoba Shapiro-Wilk testu pre malé vzorky. Vystupom testu
normality je na obr.213. Vystup obsahuje normalny pravdepodobnostny graf spolu
s vypocitanou hodnotou testovacej Statistiky, p-hodnotou, parametrami rozdelenia a rozsahom
suboru. Pre analyzovanych 40 hodnét bola vypocitana stredna hodnota 0,0009998, standardna
odchylka 1,015. Na zaklade uvedeného, analyzované data (Standardizované rezidua) splnaju
parametre Standardizovaného normalneho rozdelenia N(0;1). Hodnota testovacej Statistiky je

vyjadrena ako korelacny koeficient r = 0,984.
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OQbr. 211 Vypocet standardizovanych rezidui pri analyze RSD v Minitabe

Pred spustenim testov normality bolo potrebné pri analyze dat nastavit’ vypis Standardizovanych

rezidui, ktoré boli v tomto pripade umiestnené do stipca SREZ2.
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PretoZze hodnote testovacej Statistiky zodpoveda P-Value > 0,100, mdzeme prijat’ nulova

hypotézu H,,: Data pochadzaji z normalneho rozdelenia zamietnut’ alternativnu hypotézu H;:

Data nepochadzaji z normalneho rozdelenia.

Mormality test for standardized reziduals for Ra
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Obr. 213 Normalny pravdepodobnostny graf's vystupom zvoleného Ryan-Joiner testu

Rovnaky zaver vyplyva zo zobrazenia normalneho pravdepodobnostného grafu, kde je

prednastaveny Anderson-Darlingov test (obr. 214). V tomto pripade ma testovacia Statistika

hodnotu 0,606, pricom vypocitand p-hodnota je vicsia ako 0,250. Zaver testu normality bude

rovnaky.
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Obr. 214 Normdlny pravdepodobnostny graf's vystupom Anderson-Darling testu
192



Analyza vysledkov pre odozvu Rz

Hierarchicky model a identifikacia Statistickej vyznamnosti linearneho a kvadratického

vplyvu skimanych faktorov a ich interakcii

Postupnostou prikazov Data— Data analysis—Regression v Exceli, kde nezdvisla
premennd X musi byt zapisana ako suvisla oblast a obsahovat’ stipce predstavujuce vietky
¢leny, ktoré maju v regresnom modeli vystupovat’ (¢leny predstavujice linearny, aj kvadraticky
vplyv faktorov, aj vSetky ich uvazované interakcie). Postupujeme rovnakym spdsobom ako
pri vyhodnoteni vysledkov nameranych hodnot odozvy pre drsnost Rz. Vsetky hodnoty
nezavislych premennych musia byt vyjadrené v kodovanych jednotkdch. Korektny sposob
zapisu v Exceli je uvedeny na obr. 174. Zmeni sa iba zadanie zavislej premennej Y, ktora
v tomto pripade bude predstavovat hodnoty odozvy drsnosti Rz, ktoré boli namerané pri danych
kombindcidch urovni vstupnych faktorov. Dialdgové okno na spustenie regresnej analyzy

v Exceli je na obr. 215.

Ako odozva Y Regression 7 p
je zvoleny iba o
stlpec m SKS1:SKT41 E.;. -“
S nameranymi : ' Cancel

: input £ Range
hodnotami nput & kange SAS1:5154 | Fis

Pomocnik

drsnosti Rz Labels [] Constant is Zera

tidence Levek 95 %
AKo nezavisla
premenna X je
zvolena suvisla

Output options
(®) Output Range; A543 P

() New Waorksheet Fly:

oblast’ v :
i hAazl '.:I MNew Workbook
st peoc az Residuals
|:| Residuals D Residual Piots

[] standardized Residuals ] Line Fit Plots

Normal Probability
[] Nermal Probability Plots

Obr. 215 Zadavanie vstupnych udajov pouzité pri regresnej analyze s viacerymi vstupnymi
parametrami v dialogovom okne v Exceli
Vystup regresnej analyzy v Exceli je zobrazeny na obr. 216. Z vysledku vyplyva, Ze na hladine
vyznamnosti @ = 0,1 je mozné z d’al§icho skimania vylucit' samostatné posobenie faktora
A _vc, nevyznamny je aj jeho kvadraticky vplyv 1 interakcie so vSetkymi ostatnymi faktormi.
Nesignifikanty vplyv na meran odozvu drsnost Rz maé tiez kvadraticky c¢len fn*fn.
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V regresnom modeli ponechame iba linearny ¢len ap, fn, kvadraticky ¢len ap*ap a ¢len
vyjadrujtci interakciu ap*fn. V d’alSich fazach realizacie experimentu ponechdvame iba faktory
hibka rezu a, a posuv f,. Rozhodnutie robime podla vypoéitanej p-hodnoty v stipci P-value

alebo podl'a 90% intervalu spol'ahlivosti pre odhad danych regresnych koeficientov.

; G pa— Tabul’ka so v§eobecnymi charakteristikami tykajicimi

|Multipie R 0,96862353 sa regresného modelu.
R Square 0,53825091 L, i
Adjusted R Square 0,91972619 ANOVA poskytuje vysledok celkového F-testu
Standard Error 1,57477323 o Statistickej vyznamnosti regresného modelu.
@bﬁewatlﬂns -tE
( anova )
df 55 M5 F Significance F
|Regression 9 1130,435434 125,603937 50,64857182 1,07043E-15
Residual 30 74,39732216 247991074
\ Total 39 1204,832757 )
( Coefficrents Standord Error t Stot P-value Lower 95% Upper i
Intercept 15,4077481 045415246 339263781  1,7301E-35 14,45024501 16,3352511
ve -0,14183265  0,301319813 -0,4707047 0,641296192  -0,757209808  0,4735345
lap -0,70500268  0,301319813 -2,33571564  0,02514534 -1,320379835 -0,08962552
fn 6,30100359  0,301319813 20,9113484 1,93349£-19 5685626436 6,91638075
vo*ve -0,04345485  0,293326695 -0,1481443 0883210686  -0,642507884 0,55559317
ap*ap 0,57555821  0,293326695 1.96217466 0,055077002 -0,023494823  1,17461124
[fn*fn -0,18145853  0,293326695 -0,61862262 O0,540834085  -0,780511558  0,4175945
ve*ap 0,15654167  0,393693309 0,39762339 0,693723066  -0,647487334 0,956057067
wve*fn 0413135  0,393693309 1,04535743 0,302304076 -0,330904 1217154
\g-fn -1,042  0,393693309 -2,64673028 0,012821355 -1,846029 -u.zaﬂ

Nevyznamné ¢leny regresného modelu identifikujeme podla vysledku t-testu o
Statistickej vyznamnosti regresného koeficientu v regresnom modeli.

Obr. 216 Vystup regresnej analyzy pre drsnost Rz v Exceli
Rovnaké vysledky poskytuje Minitab, obr. 217 a 218. Bodové odhady koeficientov a t testy o

Statistickej vyznamnosti regresnych koeficientov st doplnené o faktor VIF, obr. 217.

Coded Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value WVIF
Constant 15,408 0,454 3303 0,000

Ve -0,142 030 047 0841 100
ap 0,705 0,301 -2,34 0.026 1,00
3 6,301 030 20e onod 100
VETVE 0,043 0293 -0,15 0883 102
ap“ap 0.576 02493 1,86 0058 102
F*F 0,181 0292 -0,62 0541 102
ve*ap 0,157 0294 040 06894 100
o 0413 0394 1,05 0302 100
ap'F 1,042 0394 -2,65 go013 1,00

Obr. 217 Vystup regresnej analyzy pre drsnost Rz v Minitabe - cast tykajiica sa koeficientov
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Tabulka ANOVA, ktord je sucastou vystupu Minitabu, v porovnani s Excelom
poskytuje tiez rozsiahlejSie vysledky. Je doplnend o vSetky vysledky F-testov, t. j. okrem
porovnania variability rezidudlnych odchylok s celkovou variabilitou vysvetlenou regresnym
modelom pri celkovom F-teste Statistickej vyznamnosti regresného modelu ju tiezZ porovnava
s variabilitou  zodpovedajucou parcidlnym  Castiam  regresného  modelu, v naSom
pripade suhrnnému linedrnemu, kvadratickému vplyvu faktorov a tiez interakcii skimanych
faktorov (Linear, Square a 2-Way Interaction). Sti¢astou ANOVY v Minitabe st tiez F-testy
dodato¢ného prispevku k-tej vysvetlujiicej premennej, kedy je prinos daného k-teho ¢lena
(faktora) porovnéavany s prispevkom ostatnych k — 1 ¢lenov (faktorov). Vysledky rozhodnutia
o prijati, resp. vyluCeni Clenov regresného modelu st vzdy totozné s vysledkami t-testov

v tabul’ke s bodovymi odhadmi regresnych koeficientov.

Vzhl'adom na stupne volnosti a zaradenie merania v centrdlnom bode byva ANOVA
v Minitabe §tandardne doplnena o test Lack of Fit, ktory chybu merania Error rozdel'uje na tq,
ktora vznikla v dosledku merania (Pure Error) a tu, ktord je spdsobend nedostatocnostou
regresného modelu (Lack of Fit). Ak je sucastou vystupu test krivosti (Curvature), potom je

pocitany dodato¢ny prispevok tohto ¢lena.

Analysis of Variance

Source DF Adjss AdjMS F-Value P-Value

Mode 8 113044 125,60 50,65 0,000
Linear 3 108857 36618 14766 0,000
{4 1 035 0,55 022 0541
ap i 13,58 13,54 547 0026
= 1 108443 108443 437 28 0000

Square 3 11.3% 3,80 1.53 0227
wetve 1 0,05 005 002 (883
apTap 1 955 455 3.8% 2.059
FF 1 093 0,95 038 0,541

2-Way Interaction 3 20,50 6,83 2,75 0,060
veTap i 039 0,39 0,16 0.604
ve'F 1 273 273 1,10 0302
ap"F 1 1737 17.37 701 0013

Error 30 7440 Z48

Lack-of-Fit 3 1562 312 133 (0,284
Pure Error 23 3878 235

Total 39 120483

Obr. 218 Vystup regresnej analyzy pre drsnost Rz v Minitabe - cast ANOVA

Spétna eliminacnd metdda v Minitabe sluzi na postupné vylucenie ¢lenov regresného
modelu, ktoré nie st signifikantné, pricom st opakovane prepocitavané vSetky Statistiky.

Postupnost’ krokov pri jej spusteni v Minitabe je zobrazena na obr. 219. Vystup je v naSom
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pripade rovnaky ako pri ru¢nom vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov regresného modelu
na obr. 220.
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Obr. 219 Spustenie spdtnej eliminacnej metody pri analyze vysledkov v Minitabe
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Obr. 2201 Rucné vylucenie Statisticky nevyznamnych clenov z regresného modelu v Minitabe robime
vyberom clenov v ponuke Terms pri analyze vysledkov
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Kontrolu porovnania velkosti vplyvu vSetkych faktorov a ich interakeii, t. j. vSetkych
uvazovanych clenov regresného modelu na velkost' odozvy - drsnosti Rz je mozné robit’
pomocou Pareto grafu (obr. 221) alebo normalneho pravdepodobnostného grafu (obr. 222).
Preddefinovana je hladina vyznamnosti @ = 0,05. Vzhl'adom na to, Ze Standardizovany efekt
kvadratického ¢lena ap*ap ma kriticki hodnotu blizku 2,04 bola hladina vyznamnosti zvySena
na a = 0,1 a tento kvadraticky ¢len sme v regresnom modeli ponechali. Prepoc¢itané hodnoty
testovacich Statistik ukazuju, Ze toto rozhodnutie bolo spravne.

Pareto Chart of the Standardized Effects
(response is drsnost Rz a = 0,05)

Term 204
Factor Mame
A viE
B ap
e F
a 5 jli] 15 20
Standardized Effect
Obr. 221 Pareto graf pre odozvu drsnost’' Rz
Mormal Plot of the Standardized Effects
(response is drsnost Rz a = 0.05)
a3
I Effect Type
® Mot Significant
a5 B Zignificant
W
501 Factor Name
A Wi
80 o b
70 [« F
T el
& Eﬂi
k|
A 40
a0
20
101
z
1 T T T T
] 5 10 15 20

Standardized Effect

Obr. 222  Normalny pravdepodobnostny graf pre Standardizované efekty pre a. = 0,05
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Vystup regresnej analyzy po vyluceni Statisticky nevyznamnych ¢lenov je na obr. 223 az 225.

Obr. 223 Vystup Minitabu — cast tykajiica sa regresnych koeficientov po vyliceni nevyznamnych

Coded Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value WIF
Constant 13,240 0,304 30,16 0,000

ap -0.705 0,288 -2 45 0019 100
F 6301 08 219 D000 1,00
2p"ap 0,595 0277 2,15 0039 100
ap"F -1.042 0376 -2 17 Q008 100

clenov
Analysis of Variance
Source DF AdjsSS AdjMS F-Value P-Value
Model 4 112580 28145 124.63 0000
Linear 2 108800 54800 24311 0.000
ap 1 1358 13,58 6,01 0019
E 1 108443 108443 430,21 0000
Sguare 1 042 1042 467 Qo3
apTap 1 1042 1042 4.61 0039
2-Way Interaction 1 1737 17.37 7.69 0009
ap™F 1 17,37 17,37 769 G002
Error 33 70,04 226
Lack-of-Fit 10 20,26 203 0,86 0578
Pure Errar 25 5878 235
Tots! 39 120483

Obr. 224 Vystup Minitabu — ¢ast ANOVA zodpovedajica navrhu CCD po vyluceni nevyznamnych

¢lenov pre odozvu Rz

SUMMARY OUTPUT

Regression

Statistics

mMultiple R
R Sguare

0,966643
0,9344

Adjusted R Square  0,926902

Lower 35% Upper 35% 1

14,62342284 15,8571673
-1,28873182, -0,12127354

5, 717274455 6,884732728

-1,80467887 -0,27932113

Standard Error 1,502736
QObservations 40
ANOVA
df 55 MS F Significance F

Regression 4 1125,795 28144858 124,6333 3,42935E-20
Residual 33 79,0375 1,258214
Total 39 1204833

Coefficientandard Err ¢ Stat P-value
Intercept 15,2403 0,303862 50,15533 3.43E-34
ap 0,705 0,287536 -2,45188 0,019344
fn 6,301004 0,287536 21,91379 5,04E-22
ap™fn -1,042 0,375684 -2,77361 0,00883
ap*ap 0,595874 0,277387 2,148169 0,038701

0032748628 1,158938623

Obr. 225 Vystup regresnej analyzy po vyluceni nesignifikantnych ¢lenov pre odozvu Rz v Exceli
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Vsetky ponechané Cleny regresného modelu mozno na hladine vyznamnosti @ = 0,05

povazovat’ za signifikantné, pretoze vSetky prepocitané p-hodnoty st mensie ako 0,05.

Kvalita ziskaného regresného modelu

Z. vystupu Excelu na obr. 225 z tabulky so vSeobecnymi Statistikami vyplyva, ze
najdeny hierarchicky regresny model dokéaze vysvetlit' 93,44% variability nameranych hodnot
odozvy drsnosti Rz. Iba 6,17% variability meranych dat zostalo modelom nevysvetlenych.
Upraveny index determinacie je rovny 92,69%. Standardna chyba, ktorej sme sa dopustili, je
1,50, pozorovanych hodnoét bolo 40. Z vystupu softvéru Minitabu na obr. 227 vyplyva, ze index
determinécie tykajtci sa predikcie ma hodnotou pred R? = 90,95% . VzhI'adom na malé rozdiely
medzi tymito charakteristika, regresny model mozno povazovat za dobry. Pozitivne je, ze
rozdiely medzi tymito charakteristikami sa v novom regresnom modeli v porovnani s modelom,
ktory obsahoval inevyznamné ¢leny, zmensili, upraveny index determinacie R? naréstol.
Schopnost’ regresného modelu predikovat hodnoty odozvy drsnosti Rz sa v porovnani

s povodnym regresnym modelom zvacsila (obr.226 a 227).

Model Summary

5 R-sq R-sgladj) R-sgi{pred)
157477 93.83% Q1.97% B771%

Obr. 226 Kvalita regresného modelu pred vylucenim Statisticky nevyznamnych ¢lenov vyjadrena
pomocou réznych R square v Minitabe

Model Summary

5 R-sq R-sgladj) R-sqgipred)
1,50274  93.44% 02.69% 20,95%

Obr. 227 Kvalita regresného modelu po vyluceni Statisticky nevyznamnych c¢lenov vyjadrend
pomocou roznych R square v Minitabe

Na zéklade F-testu $tatistickej vyznamnosti regresného modelu s p-hodnotou 3,43 - 10720
mozno povazovat regresny model za $tatisticky vyznamny.

Na zéklade testu Lack of Fit s p-hodnotou 0,578 mozno povazovat’ aj novy regresny model

za dostatocny.
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Stcastou posudenia kvality ziskaného regresného modelu je graficka analyza rezidui,
kedy vizualne kontrolujeme normalitu a nezavislost’ rezidui. Vystup Minitabu s grafmi rezidui

je vidiet’ na obr. 228.

Residual Plots for drsnost Rz

Mormal Probability Plot Versus Fits
LY - 3,01
L}
=Y ai *
. . r i
= z g
g Bt
e S = el P ] [ ]
o :E! L} - &
10 i s 4 *
L ] - ]
i : 30 : -2
-4 -2 ] z 4 5 10 15 i =5
Residual Fitted Value
Histogram Versus Order
51 ——
= s
2 5
g g
i
F:
i .
24 12 24 1 5 W@ 15 X X  1m 35 40
Residual Cibservation Order

Obr. 228 Vystup Minitabu umoZiujici analyzu rezidui

Vizuélnu kontrolu normalneho rozdelenia rezidui umoziuje normalny pravdepodobnostny
graf (Normal Probability Plot) a histogram (Histogram). Normalny pravdepodobnostny graf
zobrazuje rozdelenie rezidui oproti teoretickym kvantilom normalneho rozdelenia. V idedlnom
pripade by mali zobrazené body leZat’ na cervenej diagonalnej priamke, ¢o interpretujeme ako
splnent normalitu analyzovanych rezidui. V tomto pripade sa rezidud vicSinou nachadzaju
blizko ¢iary, st viditeI'né urcit¢ odchylky, ¢o naznaCuje mierne odchylky od normalneho
rozdelenia. Tieto odchylky moézu naznacovat' pritomnost odlahlych hodn6t alebo
systematickych chyb. Ak na postidenie normality rezidui pouZijeme histogram, tento by mal
mat’ pre normalne rozdelené rezidud priblizne tvar zvona. Histogram ma v pripade malého

mnoZstva dat mensiu vypovednu hodnotu ako normdlny pravdepodobnostny graf.

Graf rezidui verzus fitované hodnoty (Residuals versus Fits) ukazuje, ¢i existuje nejaka
systematickd zavislost’ medzi reziduami a predikovanymi hodnotami. Idedlne by rezidua mali

byt’ rozptylené nahodne okolo nulovej osi dodrziavajuc zakon troch sigma. V naSom pripade st
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Standardizované rezidud rozptylené ndhodne okolo vodorovnej osi, vSetky su vzdialené

v intervale +3.

Z grafu rezidui verzus poradie (Residuals vs Order) vieme zistit, €1 existuje trend, t. j. nejaka
funkénd zavislost’ v zaznamenanom ¢asovom poradi rezidui. Idedlne by mali byt hodnoty
rezidui ndhodne rozptylené, ¢o by naznacCovalo absenciu autokorelacie. Spravanie rezidui
v Case v naSom pripade nenaznacuje ziadny trend. Reziduad st ndhodne rozptylené bez vzoru

v poradi, ¢o naznacuje, Ze nie je pritomna autokorelacia.

Celkovo mozno zhodnotit, Ze grafy naznacuji, ze model je vhodny a rezidua maju

pozadované vlastnosti pre ,,dobre sediaci* model.

Overenie normality vypocitanych Standardizovanych rezidué je mozné testovat. Normalny
pravdepodobnostny graf spolu s vypocitanou hodnotou testovacej Statistiky Ryan-Joiner testu,
p-hodnotou, parametrami rozdelenia a rozsahom suboru moéZeme vidiet na obr. 229.
Pre analyzovanych 40 hodnét bola vypocitana stredna hodnota -0,001255, Standardnéa odchylka
1,025. Na zéklade toho je mozné konstatovat’, Ze analyzované data (Standardizované rezidud)
spifiaji parametre $tandardizovaného normalneho rozdelenia N(0;1). Hodnota testovacej
Statistiky vyjadrena ako korelacny koeficient r = 0,986. Pretoze vypocitanad p-hodnota > 0,1,
modzeme prijat’ nulova hypotézu Hy: Déta pochddzaju z normalneho rozdelenia, a zamietnut’

alternativnu hypotézu H;: Data nepochédzajii z normélneho rozdelenia.

Probability Plot of SRES1_Rz

Morma

Percent
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30 y L - Vysledky
20 : ' testovania
. ¥ .
10 . | normality
g
59 * rezidui
& ‘
3 "4 1 o 1 F 3
SRESI Rz

Obr. 229 Normalny pravdepodobnostny graf's vystupom zvoleného Ryan-Joiner testu
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K rovnakému zaveru sa dostaneme pomocou Anderson-Darlingov testu (obr. 230). V tomto

pripade ma testovacia Statistika hodnotu 0,510, pri€om p-hodnota je rovna 0,186.

a9

85

a0

. 1]
T
&0
0
40
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20
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Probability Plot of SRES1_Rz
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SRES1 Rz

Maar 00255
S0

Vysledky
testovania
normality
rezidui

Obr. 2301 Normalny pravdepodobnostny graf s vystupom Anderson-Darling testu

Na zaklade uvedené¢ho mozno prijat’ tvrdenie, Ze regresny model je ,,dobry*.
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Grafy hlavnych efektov a grafy interakcii faktorov

Grafy hlavnych efektov na obr. 231 nie su zobrazené ako usecky, ale ako krivky alebo
lomené Ciary, pretoZze hodnoty odozvy boli merané na viacerych (piatich) urovniach kazdého
faktora. Z porovnania kriviek vidiet, Ze najmensi sklon ma krivka pri faktore A vc, t. j.
najmensi vplyv na drsnost’ Rz pri zanedbani vplyvu interakcie ma rezna rychlost’ vc. Zakrivenie
krivky v tvare paraboly pre hlavny efekt faktora B_ap naznacuje kvadraticky vplyv faktora B
hibka rezu a,. Zo sklonu, resp. dizky usecky pri faktore C_F mozno o¢akévat, Ze najvacsi vplyv
na odozvu bude mat’ prave faktor C posuv f,. Grafy hlavnych efektov maju vel'kt vypovednu

hodnotu vtedy, ak nie je pritomnd interakcia faktorov.

Main Effects Plot for drsnost Rz
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Obr. 231  Grafy hlavnych efektov v Minitabe

Grafy interakcie faktorov z vystupu Minitabu st na obr. 232. Pomocou testov hypotéz
bola identifikovana ako signifikantnd interakcia faktorov hibka rezu a, a posuv f,. Pri vizualnej
kontrole pri grafoch interakcie by sme vSak pravdepodobne tento interakény ¢len z regresného
modelu vylucili na zaklade ,,priblizne rovnakého* sklonu (tvaru) kriviek. To ukazuje, ze

vizualna kontrola vysledkov nie je vZdy dostato¢na a testovanie ma svoje opodstatnenie.

Pri zobrazeni grafov hlavnych efektov faktorov a grafov interakcii faktorov Minitab
pontka mozZnost' zobrazit' aj grafy tych efektov faktorov ¢i efektov interakcii, ktoré boli
z regresného modelu vylucené. Vylucené Cleny z regresného modelu st v tomto pripade
zobrazené so sivym pozadim a graf je doplneny upozornenim, ze obsahuje Cleny regresného

modelu, ktoré boli z neho odstranené.
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Mean of drsnost Rz

151

A gray beckground represents a term nof in the model

Interaction Plot for drsnost Rz
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Obr. 232 Grafy interakcie faktorov v Minitabe
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Grafické zobrazenie ziskanych regresnych modelov pomocou 3D grafov aich
vrstevnicovych grafov

Postup zobrazenia 3D grafu a vrstevnicového grafu v Minitabe je naznaceny
na obr. 233. Vystupy regresnej analyzy pre odozvu drsnost’ Ra st uvedené na obr. 186 a 190
a pre odozvu drsnost Rz su uvedené na obr. 223 a 225. Regresny model v kédovanych
jednotkach pre drsnost Ra ma predpis: Ra = 3,7 —0,3ap + 1,6fn. Regresny model
v kédovanych jednotkdch pre drsnost Rz ma predpis: Rz = 15,2 —0,7ap + 6,3fn +
0,6ap? — ap - fn. Ak regresny model obsahuje iba line4rne ¢leny a ma dva faktory, vysledny
graf linedrnej regresnej funkcie predstavuje rovinu. Zakrivenie odozvovej plochy vznika
v dosledku pritomnosti interakénych a kvadratickych ¢lenov v modeli. Pri linedrnom regresnom
modeli je vrstevnicovy graf premietnuty do roviny experimentdlneho priestoru vo forme
rovnobeznych priamok. V pripade kvadratického modelu alebo modelu s obsahujicimi
interakénymi ¢lenmi dochadza v rovine experimentalneho priestoru v pripade zobrazenia
vrstevnicového grafu k zakriveniu izoéiar. Izolinia (izo¢iara) je Giara, pozdiz ktorej méa zvolena

skalarna fyzikalna veli¢ina rovnaka hodnotu.

File Edit Data Calc Stat | Graph  View Help  Assistant  Predictive Analytics Module  Additional Tools
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Response Surface Regre: Control Charts k eIt ! Surface Plot of drsnost’
Guahty Tools L Response Surface b 5t Create Response Surface Design..
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Obr. 233 Postup zobrazenia 3D grafu alebo vrstevnicového grafu v Minitabe

Na obr. 234 je zobrazeny 3D graf vyjadrujici zavislost’ drsnosti Ra od parametrov B_ap
(hibka rezu a,) a C_F (posuv f,). Obr. 235 zobrazuje k nemu prislichajiici vrstevnicovy graf.
Regresny model popisujiici zavislost drsnosti Ra od faktorov hibka rezu a, a posuv f, je
linearny, preto je 3D grafom rovina a vrstevnicovy graf obsahuje rovnobeZné izopdsma

oddelené rovnobeznymi priamkami (izo¢iarami). Najvacsiu drsnost’ Ra mozno oc¢akévat’ podla
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rozdelenia plochy vrstevnicového grafu v oblasti vlI'avo hore, naopak najmensiu drsnost’ Ra
vpravo dole. To znamena najvécsie hodnoty drsnosti Ra boli namerané pri vysokych hodnotach
posuvu f, a po vyliceni velkych hibok rezu a,. Najmensiu drsnost’ Ra dostaneme v ramci nagho

experimentalneho priestoru, ak bude hlbka rezu a, maximalna a posuv f, ¢o najmensi.

Surface Plot of drsnost Ravs F; ap

Obr. 234 3D graf vyjadrujuci zavislost drsnosti Ra od parametrov ap afn: Ra = —0,3ap + 1,6fn —

vystup Minitabu
Contour Plot of drsnost Ravs F; ap
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Obr. 235 Vrstevnicovy graf pre odozvu drsnost Ra — vystup Minitabu
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Na obr. 236 je zobrazeny 3D graf vyjadrujici zavislost’ drsnosti Rz od faktorov hibky
rezu ap a posuvu fy. Prvy faktor reznd rychlost’ v bolo mozné povazovat’ pre drsnost Rz
rovnako ako pre drsnost’ Ra za nevyznamny. Obr. 237 zobrazuje vrstevnicovy graf prislichajuci

3D grafu pre drsnost’ Rz.

Surface Plot of drsnost Rz vs F; ap

Obr. 236 3D graf vyjadrujuci zavislost drsnosti od parametrov ap a F: Rz = 15,2 — 0,7ap + 6,3fn +
0,6ap? — ap - fn — vystup Minitabu

Contour Plot of drsnost Rz vs F; ap
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Obr. 237 Vrstevnicovy graf pre odozvu drsnost Rz — vystup Minitabu
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Najvicsiu drsnost’ Rz mozno ocakavat’ podl'a rozdelenia plochy vrstevnicového grafu
v oblasti vl'avo hore, t. j. pri vysokych hodnotach posuvu f, a minimalnych hodnotach hibok
rezu a,. Najmensia drsnost Rz je uréena minimalnou hodnotou posuvu fn, ak je su¢asne hibka

rezu ap v dolnej polovici svojho intervalu.

Na zaklade zobrazenych pasiem s rovnakou hodnotou drsnosti Ra ¢i Rz (izopasiem)
vieme z vrstevnicovych grafov jednoduchym spdsobom ziskat’ informéciu, na aké hodnoty je
potrebna nastavit’ Grovne vstupnych parametrov — faktorov hibka rezu a, a posuv f,, aby

sledované odozva mala pozadovanu hodnotu.

Viackriterialna optimalizacia vyuZivajica vrstevnicové grafy

Ak potrebujeme zobrazit’ prekryvajice sa vrstevnicové grafy v Minitabe, postupujeme
ako je naznacCené na obr. 238. Z ponukanych vyhodnocovanych odoziev vyberieme nami
pozadované a nastavime ich pozadované hranice. V ponuke Contours... v dialdgovom okne
Overlaid Contour Plot v Contours nastavime pozadované hranice pre kazdi zvolenu odozvu.
Na obr. 239 boli nastavené hranice od minimalnej nameranej hodnoty po hodnotu drsnosti 10
pre drsnost’ Rz a od minimalnej nameranej hodnoty po hodnotu drsnosti 2 pre drsnost’ Ra.
Tomuto nastaveniu zodpoveda vystup na obr. 240, kde experimentdlna oblast moze byt

zobrazend v pdvodnych alebo v kodovanych jednotkach.

Chvestaid Contour Plot b4 Cwetlaid Contour Piot * .
Resparses Respanses
Avmstabie: Selected: Ayailabie: Selected:
dranost’ e
drenost’ Aa | 1 I drenost Ra
=
2| > |
|
= =]
‘ariabies Display plot using Variables Cispiay plat Lsing
K pocs: | =] ™ Coded unis Baus |ap - " Coded units
Yoo | ~] % Uncoded urits ¥ has: [F =] (¥ Lincoded units
| | ' Confours. .. __-_J
Opibans. | view Model... ] . Options... | {Bew Model... | i
Help o | Cancel I i ! Help ox | Canes! | l

Obr. 238 Postup pri zobrazeni prekryvu vrstevnicovych grafov v Minitabe
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Graf zobrazujuci oblast’, kedy bude mat’ podl'a ziskanych regresnych modelov drsnost’ Rz
maximalnu hodnotu 10 um a stcasne drsnost’ Ra maximalnu hodnotu 2 um, je na obr. 240
a 241. Faktory pre zvolenu experimentalnu oblast’ st vo vrstevnicovom grafe na obr. 240
vyjadrené v kodovanych jednotkach. Na obr. 241 je pri rovnakych podmienkach zobrazeny
experimentalny priestor v pdvodnych experimentalnych jednotkach. Na grafe s prekryvajucimi
sa oboma vrstevnicovymi grafmi je oblast’ spiiiajuca siiéasne obe pozadované kritéria s bielym

pozadim, experimentalny priestor podfarbeny sivou farbou nami zadané poziadavky na odozvy

nesplna.
| Overlsid Contour Plot: Contours b
Response Low High
|dranpst Rz 3,855 0
(drsnost Ra 0,628 2
1
Help oK Cancel

|
—= L

Obr. 239 Nastavenie hranic pre zvolené minimalne odozvy Rz a Ra v Minitabe

Contour Plot of drsnost Rz; drsnost Ra

151 drsnost Rz
= 3855
=== b
1.0- drsnost Ra
= 0528
-—==z
0.5
W 00
-0,5
e ————— -
PR SossaTT
v --""'-_”' -
.,.-—"'"'--F‘ "\
ﬂ-d#-'—-
as{
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 a5 1.0 15
ap

Obr. 240 Graf zobrazujuci oblast, kedy bude mat drsnost’ Rz maximalne hodnotu 10 um a sucasne
drsnost Ra maximalne hodnotu 2 um — Overlaid Contour Plot ako vystup Minitabu
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Contour Plot of drsnost Rz; drsnost Ra

drsnost’ Rz
— ST
0,35 ==== 10
drsnost Ra
— 0628
———-3
0,307
L 025
0,20
o — — = .ll'"'-.'-
R s Bt
F#F h"-.
015 ______,_..-'-" S
-'ﬂ-F-‘#'
1,00 125 150 175 2,00 225
ap

Obr. 241 Graf zobrazujuci oblast, kedy bude mat drsnost' Rz maximalne hodnotu 10 um a sucasne
drsnost Ra maximalne hodnotu 2 um — Overlaid Contour Plot vystup Minitabu

Pri ohrani¢eni hodnot odozvy Rz od 5 um do 8 um a odozvy Ra od 1 pm do 2 um
(obr. 242) vidime vysledni ¢ast’ experimentélneho priestoru spifajiicu obe podmienky na obr.
243. Pri volbe bodu z ,bieleho* experimentdlneho priestoru (nastaveni faktorov na dané

urovne) mozno o¢akavat’ ako vystup nastavené zvolené hodnoty odoziev, t. j. drsnosti Ra a Rz.

Response | Low | High
drenost’ Rz 5 &
drsnost Ra 1 2
1
Help oK Cancel

Obr. 242 Nastavenie hranic pre zvolené odozvy Rz a Ra v Minitabe
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Contour Plot of drsnost Rz; drsnost Ra

dranast Rz
— 5
- s
drsnast Ra
— "
———

100 125 150 175 200 2325
ap

Obr. 243 Graf zobrazujici oblast, kedy mozno ocakavat drsnost Rz z intervalu (5,;8) um a sucasne
drsnost Ra z intervalu (1;2)um — vystup Minitabu
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PRILOHA A

Spojita nahodna premenna — vzorovy priklad obsahujuci vypocet zakladnych Statistik

pouzivanych pri Statistickom vyhodnocovani vysledkov merani experimentov

cx? prex € (—2,1)

Nech f(x) ={ 0 prex ¢ (—2,1)

je hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej

premennej X. Ngjdite Cislo ¢, modus, stredni hodnotu, disperziu a smerodajni odchylku
nahodnej premennej X. N4jdite a zndzornite distribu¢nt a kvantilova funkciu nahodne;j
premennej X. Vypocitajte hodnoty vybranych kvantilov, napr. medidnu, dolné¢ho kvartilu
a 95. percentilu. Graficky znazornite dolny kvartil na grafe funkcie hustoty, distribucnej

funkcie a kvantilovej funkcie. Uréte pravdepodobnosti P(X = 1), P(X < 1) aP(0 < X < 3).
Riesenie:

1. Aby sme funkciu f(x) mohli nazvat’ hustotou rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej

premennej X, musi pre iiu platit’:

a) f_oomf(x)dx= 1;
b) preVx € R:f(x) = 0.
a) Prvd podmienka vyjadruje, Ze obsah plochy pod krivkou hustoty rozdelenia

pravdepodobnosti musi byt rovny jedne;.
oo -2 1 o) 1 c
1=f f(x)dX=f 0dx+f cxzdx+f dezfcxzdx:§(13—(—2)3)
—® —0oo -2 1 -2
¢ 1+8)=3 !
= - = = e r—
3 €773

fx)

%xz prex € (—2,1);

, ktora je hustotou rozdelenia
0 prex &(—2,1)

Obr. 1 Graf funkcie f(x) = {
pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.
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b) Vidime, Ze je splnena aj druhd podmienka, t. j. Zze f(x) = 0 pre Vx € R, teda ziadna Cast’

grafu funkcie f(x) nelezi pod x-ovou osou.

2. Modus Mo(X) spojitej nahodnej premennej X je definovany ako ¢islo, v ktorom funkcia
hustoty rozdelenia pravdepodobnosti tejto spojitej nahodnej premennej X nadobuda svoje ostré
lokalne maximum. Z grafu funkcie f (x) vidime, Ze funkcia ma hl'adany lokalny extrém v ¢isle

x = —2atiezv x = 1. Preto ma funkcia f(x) dva modusy Mo;(X) = —2 a Mo,(X) = 1.

3. Strednd hodnota E(X) nahodnej premennej X je definovand ako prvy zaciatocny

o)

moment z;(X): EX) =2zX)=[__x'f(x)dx = f__oix-de+f_12x-§x2dx+f1°°x-
0dx = [} %ax =X =1t -(-2H=2(1-16)=-2

1
-2 4

Strednd hodnota predstavuje pomyselnll x-ovu stradnicu taZiska ploSnej dosky pod krivkou

hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.

4. Disperziou alebo rozptylom D(X) spojitej nahodnej premennej X nazyvame druhy
centralny moment c,(X), t. j. pocitame ci(X) = fjooo(x—E (X))kf (x)dx pre k=2.

Pri vypocte k-teho centrdlneho momentu vzdy potrebujeme poznat' ¢iselni hodnotu E(X).

Disperzia
oo c 2
P =) = | (x—(—ﬁ) f@)dx =
-2 1 [o]
= [ (e+3) ot [(42) Sware [ (x+2) 0ax =
= X 2 X X 2 3x X X 2 X =
— 00 -2 1
7 5\% 1 1 [ 5 25 1 ¢ 5 25
— N 2, — 2, - Y 2, — 4 4, -.3,.527 2 —
—f<x+4) 3xdx 3f<x +2x+16)xdx 3f<x +2x +16x)dx
=2 =2 =2

5724 163, 3

57277163

C1[x5 5x* 25x%]  1(1% 51* 2513 (—2)5+5(—2)4+25(—2)3 ~
K] 5 2 4 16 3 B

51

80
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Pozndmka: Na vypocet disperzie je mozné tiez pouzit vztah D(X) = E(X?) — [E(X)]?,

tzv. vetu o vypocte.
E(X?) pocitame ako druhy za¢iatoény moment E(X?) = z,(X) = f_oooo x2f(x)dx = f__: x? -

1
21,02 © 2. — [t L, _l[x_s] _1 1_(_2) -33_u
Odx + [2,x* - sx?dx + [ x? - 0dx = [_,Zx*dx =3 =, =30 =) ) =5 =3

D(X) 2?—

4

5 16 80

11 (5)2 11 25 51

Vypocitana ¢iselna hodnota disperzie musi byt vzdy kladna.

51

5. Smerodajné odchylka s =./D(X) = 0

6. Distribuéna funkcia nahodnej premennej X F(x) je definovana pre Vx € R ako

nevlastny integral F(x) = f_xoo (@) dt.

xe(—»,2): F(x)= [ 0dt=0

- X
ve 21 K= [ode+ [ ar=0+3[5] =36 - an =2

) 2 11,5 x _ 1t31_13 3\
x € (1,0): F(x) = f_ooOdt+f_2§t dt+f10dt—0+§[?] 2—3(1 -(-2»=1

Vypocitané zapiSeme nasledovnym sposobom:

0 pre x € (—oo,—2);
3
F(x)=! x°+8

pre x € (—2,1);
k 1 pre x € (1,00).

Mozno konStatovat’, ze tato distribu¢na funkcia je na celom defini¢nom obore, t. j. na mnoZine
R spojita, nezaporna, neklesajuca a jej obor hodndt F(x) € (0,1) pre Vx € R. Jej graf moZeme

vidiet’ na nasledujicom obrazku 2.
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& j-:.ll'r:ql'll]'

-3 =2 =1 1 2 3

0  pre x € (—o0,—2);
3

Obr. 2. Graf distribucnej funkcie F(x) =1 X 9+8
1 pre x € (1,0)

pre x € (—2,1); prislichajici

skumanej spojitej nahodnej premennej X

7. Kvantilova funkcia ndhodnej premennej X F~!(a) je definovana pre vietky ae(0; 1).
Je inverzna k tej Casti distribu¢nej funkcie F(x) , ktora je rastica na mnozine M a zobrazuje ju
na interval (0,1). Pre zvolent ¢&ast plati, ze D(F) = (=2;1) = H(F™Y) a H(F) = (0;1) =
D(F™Y).
Parameter « volime z intervalu (0, 1), t. j. robime tzv. « rez na zvolenej Casti distribuénej

funkcie (obr.3).

t T
-3 -z Xg -1 i 2 3

Obr. 3 «a rez vyjadruje, ze pod krivkou hustoty volime ,,zlava “ velkost plochy a

a:x§+8
9
9a = x3 + 8

x3=9a -8

Xy, = V92 — 8 = F~1(a) = Y9a — 8 pre ae(0;1)

Graf kvantilovej funkcie F~1 je k vybranej ¢asti grafu distribu¢nej funkcie F symetricky podla
priamky y = x (obr.4).
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Obr. 4 Zobrazenie distribucnej a kvantilovej funkcie

8. Na vypocet hodnoty l'ubovolnych kvantilov mézZzeme pouzit' kvantilova funkciu,
napriklad median Me, ktory oznacujeme xq5 = F~1(0,5) = /9:05—-8=—1,52, dolny
kvartil  xg,5 = F71(0,25) =3/9:0,25 -8 =—1,79, alebo 95. percentil xgg95 =

F~1(0,95) = 3/9-0,95 — 8 = 0,82.

9. Ak chceme zobrazit' priblizni hodnotu dolného kvartilu na grafe funkcie hustoty
rozdelenia pravdepodobnosti f(x), musime plochu pod touto krivku rozdelit na 4 rovnako
vel'ké Casti s ploSnym obsahom 0,25. Prva z nich, t. j. plocha zl'ava je ohrani¢end na x-ovej osi

dolnym kvartilom x, ,5 (obr. 5).

Sixl

: -"'/ : ' 3

-1 1

[
s

= Xp,25

Obr. 5 Zobrazenie dolného kvartilu x, 5 na grafe funkcie hustoty rozdelenia

pravdepodobnosti f (x)
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Pri zobrazeni dolného kvartilu na grafe distribu¢nej funkcie vyznacena velkost’ plochy 0,25
pod krivkou f(x) zodpoveda funkénej hodnote F(x), t. j. ¢islu 0,25 na y-ovej osi. K nej vieme

najst’ na x-ovej osi zodpovedajucu hodnotu dolného kvartilu x, ,5. (obr.6)

f ‘L-‘fl-)]-
| o=

0,25 p

i

T L]

~ Xo,25

Obr. 6 Zobrazenie dolného kvartilu x 5 na grafe distribucnej funkcie F (x)

Na vypocet arovnako aj na zobrazenie l'ubovolného kvantilu mozno pouzit kvantilovi
funkciu, pricom hodnota kvantilu je rovnd funkénej hodnote kvantilovej funkcie pre nami

zvolené a z intervalu (0,1). Zobrazenie dolného kvartilu xg,5 = F~1(0,25) na grafe

kvantilovej funkcie je na obr. 7.

Fla)]

Obr. 7 Zobrazenie dolného kvartilu na grafe kvantilovej funkcie F~1(a)

10. Pri vypoéte pravdepodobnosti toho, Ze spojita nahodna premenna X bude spiiiat’ uréita
podmienku, vieme c¢iselni hodnotu prisluchajicu tejto pravdepodobnosti vypocitat ako
velkost” plochy pod krivkou hustoty pravdepodobnosti pre rozsah X vyplyvajuci zo zadanej

podmienky. Napriklad pri vypocte pravdepodobnosti toho, Ze ndhodna premenna nadobuda

hodnotu 1, po&itame plosny obsah usecky, t.j. P(X = 1) = [ 11 G x2) dx = 0. (obr. 8)
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fx)

Plosny obsah tsecky je rovny 0.

e x
S

' ? |
1

Obr. 8 Pravdepodobnost toho, Ze spojita nahodna nadobuda jedinu konkrétnu hodnotu

z intervalu (—2; 1) je nulova.

Pravdepodobnost’ toho, Ze ndhodna premenna nadobtida hodnoty mensie ako 1, je rovna jedne;j,

pretoze dana podmienka zahfia cely plo$ny obsah pod krivkou f (x), t.j. po¢itame P(X < 1) =

[20dx+ [7, (5x%) dx = 1. (obr. 9)

| fix)

Plosny obsah pod krivkou hustoty f(x) je

rovny 1. \

-3 23

Obr. 9 Pravdepodobnost toho, Ze spojita nahodna nadobuda hodnoty mensie ako 1, je
rovna plosnému obsahu pod krivkou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.

Pravdepodobnost’ toho, Ze ndhodna premenna nadobtida hodnoty vécsie ako 0 a siasne mensie

ako 3, je rovna velkosti plochy vyznacenej na obr. 10.
1

P(0O< X <3) =f01(§x2)dx+f130dx=9

fix)
Plo$ny obsah pod krivkou hustoty f(x) je

rovny 1/9.

Obr. 10 Pravdepodobnost toho, Ze spojita nahodna nadobuda hodnoty od 0 po 3, je rovna
vyznacenému plosnému obsahu pod krivkou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.
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PRILOHA B

Priklady moZného pouzitia DOE, kde zavisla premenna (odozva) je vyjadrena ako
funkcia vybranych premennych (faktorov):

cena automobilu = f (vek automobilu, pocet najazdenych km, vykon motora, pocet majitel'ov)
cena bytu = f (vymera obytnej plochy, vymera loggie, pocet izieb, vzdialenost’ od centra)
pevnost’ v tahu = f (percento plniva, hriibka frakcie, index toku)

merny tep. prikon = f (zvaracie napétie, zvaraci prad, rychlost’ zvarania)

dojazd el. autobusu = f (kapacita batériovych boxov, pocet batériovych boxov, spotreba
klimatizacie)

drsnost’ = f (rychlost’, posuv, hibka rezu)

Zivotnost’ reznych dosti¢iek = f (rezna rychlost, hibka rezu, posuv)

cena monitoru = f (uhlopriecka, obnovovacia frekvencia, rozliSenie)

sila potrebna pri CNC obrabani kovov = f (uhol, matrica, hrubka kovovej platne)

teplota vody = f (objem, vykon mikrovinky, ¢as)

Zivotnost’ brasneho papiera = f (rezna rychlost’, otadky brasneho vretena, hibka rezu)

rychlost’ zvarania = f (priemer zv. drotu, rychlost’ prad. drotu, prud)

skore aktivity = f (prejdend vzdialenost’, tep, spotrebované kalorie)

rychlost’ bicykla = f (velkost’ kolies, hribka kolies, pocet zubov rozety)

cena smartfonu = f (RAM, uhlopriecka displeja, interné tlozisko, pocet jadier procesora, pocet
fotoaparatov, obnovovacia frekvencia displeja, kapacita batérie, hmotnost’, hribka,
megapixely, podpora 5G)

preteceny plyn = f (priemer elektrody, prud, hrabka)

pevnost’ v tahu pri 3D tlaci = f (percento plniva, hribka frakcie, index toku)

mnozstvo materidlu pri 3D tlaci = f (priemer trysky, rychlost’ tlace, teplota tavenia)

pevnost’ v tahu pri patentovani drotov = f (obsah uhlika, teplota olova, rychlost’)

Cisty zisk z predaja = f (vyrobné nédklady, nédklady na propagaciu, cena predaného vyrobku,

mnozstvo predanych vyrobkov, investovanie do vyvoja novych vyrobkov)
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zvaranie MAG = f (prietok, akt. plynu, prud)

rychlost’ rezania = f (priemer kotuca, pocet zubov, otacky)

spotreba = f (vel'kost’ pneumatiky, Sirka pneumatiky, tlak v pneumatike)

taznost’ drotu = f (teplota olova, expozi¢na doba v kuipeli, nosnost’ vstupného materialu)
rychlost’ rozpustania = f (teploty vody, rychlost’ mieSania, plocha povrchu)

permeabilita pri uprave vody = f (pH NaOH, ¢as posobenia NaOH, ¢as posobenia H>SO4)
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PRILOHA C

Navrh a vyhodnotenie DOE v softvéri Minitab pre aplny faktorovy experiment n*

Uvazujme o experimente typu 2° s dvoma replikaciami v kazdom bode (rieSeny priklad

nitridové leptanie plazmovych dosti¢iek). V Minitabe nasledujucim spdsobom vytvorime plan

experimentu, doplnime namerané hodnoty a spustime analyzu dat.

Vyberom v hlavnom menu z ponuky Stat DOE si zvolime faktorovy experiment, t. j. zvolime

Factorial s moznostou Create Factorial Design...

T hestaby - Unbfled

File [t Dets l;lh'.lZ-'l-m Wiew Help Assofent  Peechotive Seabytcr Module  Addibonal Toclz
=H

Basic Seabmiacy ¥

Regresgion '
Mavagatar AN "
| oo |+ Seratrung "
Conteo| Charts FI Factonial g I-I: 1 Create Fectonal Design.. I
usiity Tools ¥ Response JHT-J':E L
Birluhibe e Sunesl ¥ Bl ture "
Fredictive dnalibo ¥ Taguicks L]
Plultrvatists ]
Trfie Sersii B
Taites ¥
Mlanperametrics ¥
Equivalence Tests ¥
Copeer and Lympie Sige ¥
s
Obr. 1 Vyber faktorového experimentu z ponuky DOE

V dialégovom okne volime typ experimentu, t. j. 2 Groviiovy s troma faktormi, obr. 2.

Minitab ponuka prehl’ad

iwate Farnmal s Thiphey sty Do

' .LlElrl Facterial L\ul-qn .:-E : Rl o ol ki
| , ,
in?rg?:. i e o Vhodnychanevhodnycl} I
e Jiww Mactor | 28015 factors] 1 . q
[ /652 tevel e s peewntens), |G A2 etk typov experimentu podfa " T ———
| T 2dewe spit-plot (hard--change o] [2 & 7 fartors) X ¥ (O L R )
| e e e s poctu faktorov a “ R
L el 38 hc e desty: (3 0 15 fackoa] korespondujtceho rozlisenia. T e ey
| Wi of factnes - Eispiay Avadabie Desgra...meb gl e— St s L -
7 o - =n HMALN. & NN s
Dengms... J Wi [ R N ] 3y B R4 Wl a4 E
Create Factonal Dwgn: Dﬁlgm »
e | [ox | ona™N Desgrs  Ru  Aeshton  2°(ke)
) o . ) 172 Eraction 4 m 2743
Tu volime pocet faktorov 2. ,
V polozke Designs volime:
. , , v “ taurber of center points per blodc a -
e typ experimentu Uplny alebo Ciastocny; =l
. . y Number of repicates for comer ponts: [l <]
e pocet centralnych bodov, resp. pocet ! cu 2]
replikécii v centralnom bode; Hhitats 08 Mocke: 1 =
e pocet replikacii vo faktorovych bodoch; o [ o | comes
e pocet blokov.

Obr. 2 Vyber typu experimentu, volba poctu faktorov, urovni, poctu replikdcii, poctu merani

v centralnom bode a poctu blokov
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V d’alSom kroku (obr. 3) su v dialogovom okne Create Factorial Design po zadani
parametorov z predchadzajiceho kroku spristupnené d’alsie polozky. V okne Create Factorial
Design je potrebné v polozke Factors definovat’ faktory, ich dolnu a hornu Groven, zadat’ typy
faktorov. Kvantitativne premenné st oznaené¢ Numeric. Kvalitativne premenné maju

oznacenie Text.

V polozke Options uréime, ¢i priddvame body planu experimentu k predchiddzajicemu
planu (napr. budujeme zlozitej$i model) alebo zaciname novym experimentom, ¢i volime
nahodné poradie experimentdlnych bodov (randomizaciu) alebo chceme zobrazit’® plan

experimentu v pdvodnom poradi.

V polozke Results volime typ zobrazenia vysledkov...

Create Factonal Design * Create Factorial Design: Factors >
T F Deesign

s Factor Hame Type Low High
& 2devel factorial (default generators) (2 to 15 factors) !
" 2devel factorial (specify generstors] (2 4o 15 factors) A | medsera  tumerc v 0.8 1.2
 24evel spitpiot (rard-to-change factors) (2 to 7 factors) B |prietokpiynu Numeric v 125 200
" Pakett-Burman design {2 to 47 factors) € |vonnakat Numerc | 275 3249
" General full factorial desion (2 to 15 factors)
humber of factors: m Ditsplay Avallabie Designs... |

Desigrs.,. || Factors. ., I.

| optore.. || mesus.. |
5

i Help Tlcanm
el |m(§wnﬁ]\

Create Factorial Design: Results b4
v Printed Resits
Create Factorial Designs: Options k4 ™ Mone
' Summary table
I‘:_oh:tbcng'l X b * Summary table, alias table
il S:;':‘f;dm = . — " Summary table, sias table, design table
g " Summary table, aiias tabke, design table, defining relation
T Fold just on facior
[ ﬂj Content of Alias Table
¥ Randomize runs * Default interactions
Base for random data generators [ " Interactions up throwgh order; i 'i

¥ Siore desgn n worksheet

__ o | L ox | o | tielp o | cancal

Obr. 3 Zadavanie poloziek Factors, Options a Results

Minitab poskytne vystup so zapisom nadefinovanych parametrov experimentu v nasledujicom
tvare na obr. 4.
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Full Factorisi Design ~ *

B WOAKSHEET 1

Full Factorial Design

Design Sumimary

Factors 3 Base Design
Rur 16 Aeplicates

Blacks 1 Center pts (botal)

&0 terms are free from alizsing

Obr. 4 Vypis Minitabu

Okrem zhrnutia zadanych udajov (pocet faktorov 3, pocet bodov experimentu 8, pocet
replikacii 2, pocet merani zohl'adnujuci pocet replikacii v kazdom bode oznaceny Runs 16)
vypis obsahuje planu experimentu v pracovnom liste na obr.5. Stipce C1a C2 oznaduju poradie
randomizované a pred randomizaciou. Stipec C3 hovori, Ze experiment neobsahuje centralne
body (byvaju oznagené 0). Stipec C4 hovori, Ze vietky merania sa budi realizovat’ v jednom
bloku. Stipce C5 a C6 predstavuju vygenerované kombinacie trovni faktorov, t. j. jednotlivé
body planu experimentu, pri ktorych je potrebné urobit’ merania. K tomuto planu experimentu

je potrebné doplnit’ stipec (C8) s nameranymi hodnotami odoziev Y.

4 c1 c2 c3 c4 ] Co cr ca

StdOrder RunOrder CenterPt Blocks medzera prietok plynu  vykon na katode ¥
1 14 1 1 1 12 125 325 863
2 4 2 1 1 1,2 200 275 642
3 B 3 1 1 1,2 125 325 745
4 2 4 1 1 T2 125 275 650
5 11 5 1 1 0,2 200 275 601
B 3 B 1 1 0,8 123 325 1037
7 1 7 1 1 0,3 125 275 604
8 7 8 1 1 0.8 200 325 1063
g 13 9 1 1 0.8 125 325 1052
10 16 10 1 1 12 200 325 260
n 10 L 1 1 1,2 125 275 669
12 15 12 1 1 08 200 3253 1075
13 12 13 1 1 1,2 200 275 635
14 3 14 1 1 0,8 200 273 633
15 8 15 1 1 1,2 200 325 720
16 9 16 1 1 08 125 275 550

Obr. 5 Vygenerovany plan experimentu s doplnenim nameranych hodnét odozvy
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Na grafické zobrazenie priemeru nameranych hodnot alebo predikovanych hodnot

pouzivame ponuku Cube Plot na obr. 6.

[

6 =

Hagaigaing wam

Fuil Factorial Danign

| Eactansl Begremn ¥ »

Cormenieg »

katode

Ritgertse Sudace Dafie Cuiteen Faltarial Deige

Fehabdy Tnriienl

'
L
'
+| Fastonm |- 1] Crasin Factieul Design_.
.
'
'

q
Pelutine "
'

Erediciree Analynrn Taguchs B Pre-Pepcess Respenses far Anslyee Sansteay
Fuhranle - = =
1 oty Denge o1 Anaiyze Facoonel essgn
Timm Sae L -
T I Diupiwy Dengr 5 Anahyae Bnary Respoose
Takles * %
g 5% Anshae Vanahisty,
MY e .
I ; ¥ Preict
arsalenie Tt "
Bower and enpls bae @ oot Facionl Pty
k- S ke cubemo, |
resETvykon na katode T
- Cilee Pt
D karode B Sutaed
mairaE sk phmuwion ra iatods "
Clumtend | -
Fenpance

Obr. 6 Postupnost krokov pri zadavani zobrazenia Cplot z nameranych hodnot

Okno Cube Plot vyzaduje zadanie hodnoty, ktorti chceme zobrazit), t. j. vyberame
priemer nameranych odoziev (Data means) alebo predikované hodnoty (Fitted means). Pri
zadavani premennej do odozvy vyberame z ponuky vIlavom okne vyberom oznacenej
premennej a potvrdenim cez Select alebo dvojklikom l'avého tlacidla mysi. V Casti Variables
to Include in Plots zaddvame, ktoré¢ faktory chceme v grafe zobrazit’ (vyber z pontikanych ma

vyznam najmi pri velkom pocte faktorov). V nasom pripade nechdvame vsetky 3 faktory.

Options ponuka doplnit’ nazov Cplotu.

: Cube Plat = |
— l _
| Tecfmunstimel o oo %
% Data means
(" Bitted mesrs it [
MOEY g | o |
L]
ki
|
=
=<1
=]
_ |

Obr. 7 Dialégové okno pre Cplot
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Vysledny Cplot so zvolenym vypocitanym priemerom nameranych hodnot vo faktorovych
bodoch je na obr. 8. Z tohto typu grafu je mozné vidiet' rozlozenie bodov v experimentalnom

priestore, v ktorych bolo realizované meranie.

Cube Plot {data means) for ¥

i & _"_'I )

radoe

Obr. 8 Cplot ako vystup Minitabu

Po zadani nameranych hodnét odozvy je mozné spustit analyzu faktorového
experimentu. Postupnost’ krokov pri spusteni analyzy je na obr. 9.
M Mnitah - Minitab_nitridove leptanie mps
File Edit Data Calc Stet Graph View Help Asustant  Predictee Snehtics Module - Adddsonad Tools
~H & X Tk Basic Statistics ¥ .ﬁ | i)
Regression P —
FAVIgAOF AMONA ofi
l Full Factorial Design I DOE I L] Screening L]
Contral Chars ] I Factorial I * ] Creste Factoral Design...
Chazlity Tools ¥ Eesponse Suriace I Diefine Custom Factorial Dr—c-ﬂn...
Poafiabrility )/ Surival L] Matuse
Predictive dnabytics L] Taguchi T Pre-Process Responses for Ansbyze Vanabality.
"..1u||:|-.-ar|a:: Yo Madity Design.. Il 1 Analyze Fgctoral Design,, I
ki d [haplay Dessgn.. Lot Analyze [h'

Tabiles L3 Anabyze Factorial Design

er pid [tokal) a L& Analyze ¥
Monparamelnes L] TR S

Eourvalence Tests L]

Obr. 9 Postupnost krokov pri zadavani analyzy nameranych hodnét

Dialoégové okno Analyze Factorial Design obsahuje prvky na definovanie odozvy, t. j.
zavislej premennej. V pripade viacerych sledovanych zavislych premennych zapisanych
do planu experimentu sa spracovanie vysledkov robi vzdy pre kazdu osobitne. Vsetky ostatné
nastavenia s poziadavkami na vystup, napr. typy grafov, metddy na ziskavanie hierarchického
modelu, vol'ba kovaridtov st naznacené na obr. 10. Robime vyber cez nastavenie tlacidiel

v okne Analyze Factorial Design.
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Aralyze Factanal Desgn

A ¥

Kovariat je kvantitativna premenna, ktora

pocas experimentu cielene nemenime, ale je
mozné ju merat’ (teplota okolia, vlhkost,
tlak, sietové napitie.....). Model umoziuje
kovariaty zahrnat’ a upravit’ ako vstupné
premenné, ktoré boli merang, ale neboli

tems... | Coverates... | randomizované alebo kontrolované v
| Gaphs. | Resis. = | | experimente. Pridanie kovariatov moze
_ vyrazne zlepsit’ presnost’ modelu a
o | x et |

Terms: Volime ¢leny
v regresnom modeli,
t.j. zadame faktory

a uvazované y
interakcie.

ovplyvnit’ koneéné vysledky analyzy. Ich
zahrnutie do modelu méze znizit' chybu v
modeli a zvysit’ tak silu faktorovych testov.

tnﬂfzr Factorial qun. Stepwise
\

#Anakyze Factonal Desigm Terma

Irdude terms in the model up Frough order) E

—J Bl prietiokc phynu
| Civyion na katode
— AE
—< 1 ]|ae
i TI!-L
|
Defout |
r
r
WL .

V polozke Stepwise volime
metddu, ktorou vylu¢ime z modelu
nevyznamné ¢leny.

v

Effects Plats
¥ pareto

Anzlyze Factorial Design: Graphs

- Std0rder
s RunOrder

¥ Narmal

Inaia'.' only model terms

Residusis for Plats:
7 wykon na katode ™~ Reguar * Standardized
Residual Plots
™ Indhidisal pints
I™ Histogran
Nk
[ nisel
e

(¥ Four in one

[~ Residusis versus varables:

Ca—
sl
* B
[ o | conce
™ Half Normal
=]
™ Deleted
V ponuke Graphs

zadavame pozadované
graficke vystupy (Pareto
graf, normalny
pravdepodobnostny graf,

_ okt |
_ v |

]

graf rezidui).

cancel_|

OQbr. 100 Zaddvanie poziadaviek na vystup analyzy nameranych hodnot
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Vystup vieme zobrazit’ v jednoduchej alebo rozsirenej tabulke v ponuke Result. Zadavame
pozadované Statistiky, ktoré chceme d’alej spracovavat’.

Analyze Factorial Design: Resutts

Display of Results Simple tables

W Method
W Arayss of variance

W Modet summary

X

Amalyze Factorial Design: Storage

I Fte

[~ Residusls

[ Standardized resdusis
[ Deleted residusks

¥ Coefficents:
¥ Regression equaton
¥ Alias structure:

* Display default interactions

Defzult coefficents

" Display nteractions up through order: J

_“_'J [ Leversges
[T Cook's distarce
[~ DFITS

__ b |

I Effects
I Coeffients
[ Design matrix

Cancel

q

il

__reb |

Fits and diagnostics:  |Only for unusual observations ﬂ

=

Canced ]

Obr. 11 Dialogové okno ponuky Results pri zadavani poziadaviek na analyzu nameranych hodnét

pri faktorovom experimente

Vystup analyzy v Minitabe mozno rozdelit’ na Styri Casti. V Casti Coded Coefficients st

vypocitané hodnoty efektov, bodové odhady koeficientov regresného modelu, Standardné

chyby bodového odhadu tychto odhadov, prisluchajuce hodnoty testovacej Statistiky t-testu a

p-hodnoty. Tabulka Model Summary obsahuje index determindcie, upraveny index

determinécie a index determinacie vztahujuci sa na predikciu. Tabul'ka ANOVA umoziuje

posudit’ Statistickil vyznamnost’ regresného modelu, prispevok linedrnych Clenov, interakeii 2.

i 3. radu. Rovnica regresného modelu je uvedend v nekédovanych (povodnych) jednotkach —

bodové odhady regresnych koeficientov boli spitne transformované na pdvodné jednotky.

Vystup analyzy nameranych hodndt odozvy v prvej faze vyhodnotenia obsahuje aj Cleny,

ktoré nie su signifikantné a mozno ich z modelu alebo d’alSieho skimania vylucit. Vystup

Minitabu je v nasledujicom tvare (obr. 12).
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Factorial Regression: ¥ vers,,, ~ X

B WORKSHEET 1

Factorial Regression: Y versus medzera; prietok plynu; vykon na katode

Coded Coefficients

Term Effect Coef SECoef T-Value P-Value VIF
Constant Ti6] 119 5341 0,000

medzers -1016 -508 1.9 -428 0003 1.00
prietok plynu 74 3.7 118 0,31 0764 1.00
vykon na katode 61 15301 g 12,80 0000 1.00
medzera®prietok plynu -249 124 11.9 -1,05 0325 1,00
medzera®vykon na katode -1536 ~768 1.9 5,47 0,000 1,00
prietok plynu*vykon na katode =21 -1,1 1189 -0,09 09317 100
medzera“prietok plynutvykon na katcde 56 258 112 0,24 0219 1.00

Model Summary

5 R-sq R-sqladj) R-sq(pred)
474612 9661%  9364% 86,44%

Analysis of Variance

Source DF AdjS5 AdjMS F-Value P-Value
Model 513400 73343 32,56 0.000
Lingar 416378 138793 61,62 0.000
medzera 41311 41311 18,34 0,003
prietok phynu 218 218 010 0764

374350 374850 166,41 0,300
96895 32299 1434 Q001

vykon na katode
2-\Way Interactions

R T T ¥ T T |

medzeraprietok plynu 2475 2475 1,10 0,325
medzera“vwykon na katode 24403 24403 41931 0,000
prietok phmu™ykon na katode 13 18 0,01 0,931
3-Way Interactions 127 127 0,06 0,819

medzera*prietok plynuvykon na katode 127 127 0.06 0819

Errar 18020 2252

Total 15 531421

Regression Equation in Uncoded Units

Y = -8487 + 5355 medzera + 6,6 prietok plynu + 24,1 wwkon na katode

- 6,2 medzera*prietok plynu - 17,8 medzera®vykon na katods
- 0,0161 pretok plynu*vykon na katode < 0,0150 medzera®prietok plynu=vykon na katcde

Obr. 12 Vystup analyzy nameranych hodnét odozvy pozostiva zo Styroch casti — v prvej faze
vyhodnotenia obsahuje aj ¢leny, ktoré nie su signifikantné
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V Pareto grafe na obr. 13 su Standardizované efekty usporiadané podl'a velkosti zostupne.

Pareto Chart of the Standardized Effects

{response is ¥: o = 0,05}

Factor Name

A medera
B priotok plynu
c Wykon na Kalods

0 2 4 6 8 10 12 14
Standardized Effect

Obr. 13 Pareto graf Standardizovanych efektov

Normalny pravdepodobnostny graf zobrazuje signifikantné efekty faktorov a ich interakcii.

Tie, ktoré su nevyznamné, lezia pozdlz priamky.

Mormal Plot of the Standardized Effects
{response is.Y; o = 0,.05)
9]
Effect Type
& Mot Slgnificant
851 B Significam
07 Ec Factor  Mame
a mindrora

& » 2 prisnak plynu

- [ Wyl fd aode
= &0
@
L ]
é 407 -

30

20 g

W W oac

54

1 . . . .
-5 0 5 10 15
Standardized Effect

Obr. 14 Normalny pravdepodobnostny graf standardizovanych efektov
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V grafe rezidui vizudlne kontrolujeme normalitu rezidui N(0;02) a ich nezavislost’.

Residual Plots for Y
Mormal Probabifity Plot Versus Fits
) E o ) i_ )
i
E § ¢ .
& I - L)
o N o 'l'. "]
& 3 .
1 ‘E af
"
L a?
oo ol o i o
Standardired Residual Fitted Value
Histogram Versus Order
G =
5
E 45 5
B
3
g 10 .;
B g ;
' 5
o a,
2 1 o 1 2 1 2 1 45 & 7 8 B BN 121G
Standardired Resldual DOhservatian Ordes

Obr. 15 Graf rezidui

Model obsahuje aj ¢leny, ktorych vplyv na odozvu nie je signifikantny. Opédtovnym
vyberom ponuky Analyze factorial design volime metdodu Backward elimination a hladinu

vyznamnosti pri vol'be hierarchického modelu.

Arshype Factorisl Dessgn: Shepaise x

Method:  {Backward ebminaton =l

Poterasl

ﬁﬂﬁﬁﬂﬂh ;’

—

Aiphs to remover | 0,085

Merardhy...

% Dl T table of modkel melecton deteis
[Trp———— =]

Obr. 16 Volba spiitnej eliminacnej metody pri vyliceni nesignifikantnych clenov
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Vystup Minitabu pre hierarchicky model je obr. 17.

Factorial Regression: Y versus medzera; prietok plynu; vykon na katode

Backward Elimination of Terms

oo remove = 005

Coded Coefficients

Term Effect Coef SECoef T-Value P-Value WIF
Constant 7761 104 7445 0,000

medzera -1016 -508 104 -4,B8 0000 1,00
wykan na katode 3061 1531 e 1469 0000 1,00
medzera*vykon na katode -1536 -768 104 -1.37 0o0oD 100

Model Summary

5 R-sq R-sgladj) R-sqipred)
416911 95,08% 05.09% 93.02%

Analysis of Variance

Source DF Adjss AdjMS F-Value P-Value
Model 3 510563 170183 9791 0,000
Linear 2 418161 208030 114971 0,000
medzera 1T 4131 4131 23T 0,000

1

1

1

374850 74850 215,66 0,000
4403 04403 4,31 0,000
4403 94403 543 0, 000

vykon na katode
2-Way Interactions
medzera*wykon na katode

Error 12 20858 1738
Lack-of-Fit 4 2837 709 031 0,860
Pure Error 8 18021 2253
Total 13 531421

Regression Equation in Uncoded Units

¥ = -5415 = 4355 medzera + 2148 vykon na katode - 13,36 medzera*vwkon na katode

Obr. 17 Vystup analyzy po vyluceni clenov, ktoré nie su signikantné

Po vyluceni prietoku plynu a vSetkych interakcii s tymto faktorom je moZné zobrazenie 3D

grafu, t. j. ziskanej odozvovej plochy a vrstevnicového grafu (Contour Plot) .
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Zadavanie postupnosti prikazov pri zobrazeni 3D grafu (vyber Surface Plot) s vystupom je

zobrazeny na obr. 18.

Fila Fdd DOata Cale Sal  Graph View Help Assilesd  Prsdeiive Anilytics Medhils  Adddionad Tash

=B = ¥ B Statighici 3 '
Pegtetiicn, l

Mawigator AbICE p Ve, < W
Full Factoris! Desigr Do " Screening .
Factonal Regresson: ¥ v Contral Chasts . Factoral ¥ 1T Creste Factorial Design
Cube Pict (dets mesni bty Tooks g Response Sufece b I7. Define Custom Foctorisl Design

l B R gt Resiwhifity Sarirvnl * Pelrctire ] 2
: Prechicthve Anshtics b Taguuhi v g Pre-Srocess Revponses for dnakye Verishility,
Comtooe Plot of ¥ va vk enliake 1

El, Modily Desgn.. Apalyie Facteslal Design_

Saiface Pl of ¥ vavpke

Tirrw 5 2
I : [ Diplay Desspn.. 13 Analye Brary Benporse
Fuctonal Regreseon: ¥ v Tk B —
] 14 Avalye Naeabiley.
Prediction for ¥ Horparamrinc 3
Eqursience Testa * WY Predct.,
Power snd Sample 5oz * w5 Factotial Ploty..

~

biniiind
B Centou Plot

[~ Surtsce Matp,

Dhveeildeed T
Surface Plot =
Respanse: [1 =
Variaies:
% celect s pair of variables for a single plot
X Ay |muimr= ll
¥ Axist [vyion na katode” =l

" Generate plots for all pairs of continuous variables
e
~

o | [ pewves.|
Helo o | _ coe |

Surface Plot of Y vs vykon na katode; medzera

Obr. 18 Postupnost prikazov pri zobrazovani 3D grafu s vystupom
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K tejto odozvovej ploche je mozné zobrazit’ zodpovedajici vrstevnicovy graf pomocou ponuky
Contour Plot, vid’. obr. 19.

Contour Plat x

Rescorse: | -
Yariables:
(¥ Select a pair of variables For o single plot

X Aws; |mﬂ:|zua _-r]
¥ Awis: ['wykon na katode' =

™ Generate piots for all pars of continuous vanables
% i pergyrnie ponen of T sene o
C O sesarale o e

Contour Plot of Y vs vykon na katode; medzera

=L

320

mEEEn
2848
g

vykon na katode
8 5

8

280

08 049 10 1 12
medzera

Obr. 19 Vrstevnicovy graf pre danii odozvovii plochu
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Ziskany regresny model je mozné pouzit' na predikciu rychlosti nitridového leptania

pre nami zvolené urovne faktorov medzera a vykon na katdde.

™ whmtak - Mindah milsidose leptaniemps
e =pta
Fde: Ecd Dmfw Calc Stet Graph View Help dosisted  Predichve frahdics Module  Addtional Tooks

=H = X Basic Stabatics [
Hayresien
Farngator AROVA yErE_ ¥ X
Full Facioml Desige DOE Screening
Factonial Eagiersion: ¥« Centred Charts Fartnrial 1 Crmate Factoiisl Design.. e
Crushity Tosh Responte Surface 1%, Defre Custom Factonal Design...

Cipe Fich [data mwani)

C T T T R
E I

—— Beelinbslity/ Sunvival Miatre
l Factonal Regremiom ¥ v Ly
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Obr. 20 Zaddvanie vypoctu predikovanej hodnoty pre zvolené hodnoty vstupov (faktorov)

Vystup Minitabu je v nasledujicom tvare (obr.21):

Prediction for ¥

Regression Equation in Uncoded Units

¥ = 5415 » 43155 medrera « 21,48 vykon na katode - 15,36 medrera“vykon na katods
Settings
Variable Satting
medzera 03
wykon na katode 254
Prediction
Fit SEFit 95% C1 95% Pl

648,254 145231 (615,779 6BDA0B] (351,813 T4 TT5)

Obr. 21 Vystup s vysledkami pre predikciu
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Regresny model moZzno pouzit’ na vypocet optimalneho rieSenia. Pri pozadovanej hodnote

odozvy vieme najst’ zodpovedajice trovne sledovanych faktorov.
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Obr. 22 Postupnost prikazov pri hladani optimalneho rieSenia

V dialégovom okne volime pozadované rieSenie, v naSom pripade volime rychlost

nitridového leptania 720.107'° m/min.
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Obr. 23 Zaddvanie pozZiadaviek na pozadovanu (cielovii) hodnotu odozvy
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V ponuke Options je mozné volit’” obmedzenia, obr. 24. Podl'a vrstevnicového grafu sa
pozadované hodnoty odozvy nenachddzaju iba na okraji experimentdlneho priestoru, preto
nechame podmienky hl'adania rieSenia bez obmedzeni.

Ak by sme urovne faktorov zadavali v kodovanych hodnotach, volili by sme obmedzenia

faktorov -1 a 1.

Je mozné hl'adat’ optimalne rieSenie aj v pripade viacerych zavislych premennych. V tom
pripade volime pre kazdi odozvu konkrétne poziadavky, t. j. minimalnu, maximalnu alebo
pozadovanu konkrétnu hodnotu.

i Response Optimizens Opticns x |
Copstraints
Varialle Constraint Hold Vahie Lower Upper
medzers IN: consiraints j
“kon ria iatods No constraints -]

Slarting Values iJ

| Variabbe Starting Value
mediers

|'u'.dc|m i et

Corfidence level for sl intervals: [a5
Tvoe of confidierce fevel: [rveasited B

|

v | o | comes

Obr. 24 Okno pre zadavanie obmedzeni pre faktory

Zadavame pocet rieseni, ktoré chceme zobrazit, obr. 25.

Response Optimizen Resulis i
¥ Parameters
¥ solutions
Mumber of solutions to display: | 10]
W Prediction

Help | oK ] Cancel |

Obr. 25 Okno pre zaddvanie poziadaviek na vysledky
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Minitab naSiel 5 réznych rieSeni. Prvé znich je velmi podobné rieSeniu, ktoré sme

vypocitali v Exceli, vid’ rieSeny priklad z nitridového leptania v kap. 8.

Response Optimization: Y

Parameters

Respu_r_'lf_ﬁual L?Eer Target Upper Weight Importance

Y Target T00 720 T40 1 1

Solutions

vykon na ¥ Composite
Solution  medzera katode Fit Desirability

1 1,01487 291,128 T20 1
2 1,19877 297998 T20 1
3 1,20000 298.2ra 720 1
4 081020 288482 T20 1
3 052991 289739 T20 1

Multiple Response Prediction
Variable Setting
medzera 101487
wykon na kstode 291129

Response Fir SEFit 95%Cl 95% Pl
W 7200 1.1 (6938 744.2) (626,0; 81400

Obr. 26 Najdené optimalne riesenia (vSetky su vzhladom na hodnotu Desirability funkcie rovnako
vhodné)
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