KOMBINATORIKA

- nauka o permutaciach, variaciach a
kombinaciach



mnozinaM ={ay, a,, ...,a, } vyber, t.j. vzorku{a,, a, , ..., a; }
obsahuje n (n € N) navzajom nazyvame vyber s rozsahom k
r6znych prvkov (k € N)

RozliSujeme pritom dve veci:

1. Ccivyber realizujeme bez opakovania alebo s opakovanim ;

2. Cizalezi na poradi prvkov vo vybere (usporiadany vyber) alebo
nezalezi (neusporiadany vyber).
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Priklady _kombinatorika

1. Kolkymi sp6sobmi mozno ndhodne poskladat vyrobnu linku
pozostavajucu z 5 roznych montaznych panelov?

Riesenie:

2. Kolkymi spdsobmi mozno ndhodne vybrat z 23 diplomovych
prac tri, ktoré budu ocenené sumami 300, 200 a 100 eur?

Riesenie:



Priklady _kombinatorika

3. Kolkymi sp6sobmi mozno prejst priamou cestou (bez cyklenia)
z miesta A do miesta C, ak z miesta A vedu do miesta B tri cesty
a z miesta B vedu do miesta C 2 cesty?

Riesenie:

4. Kolko rdznych ECV moZno vytvorit v okrese, ak
predpokladame, ze ev. Cislo sa sklada z trojice Cislic a 2 pismen,
ktoré vyberame z 26 pismen abecedy?

Riesenie:



Priklady _kombinatorika

3. Kolkymi sposobmi mozeme kupit
a) 5 ¢okolad z 5 r6znych druhov?
b) 5 réznych Cokolad z 5 r6znych druhov?

Riesenie:
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Priklady _kombinatorika

6. Medzi 20 vyrobkami su 4 chybné. Kolkymi sposobmi mézeme z
nich vybrat 6 vyrobkov tak, aby boli 2 z nich chybné (nezalezi
na poradi)?

Riesenie:
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TEORIA PRAVDEPODOBNOST]

- sa zaobera matematickymi
zakonitostami, ktoré sa prejavuju
v nahodnych pokusoch



Pokus - dej, ktory ma vlastnost hromadnosti — t.j. prebieha, resp. nastava
opakovane za urcitych, rovnako nastavenych zaciatocnych podmienok
(musi sa dat opakovat nekonecne velakrat).

deterministické pokusy nahodné pokusy

Pre urcité zaciatocné

Za urcitych zaciatoCnych podmienky existuje mnozina
podmienok sa dostavi vzdy moznych vysledkov, pricom
rovnaky vysledok. ziadne dva nemo6zu nastat

sucasne a jeden z nich nastane
- ktory, zavisi od nahody.



Nahodny pokus - dej, ktorého vysledok zavisi nielen od predpisanych
podmienok, ktoré sa pri kazdej realizacii pokusu nemenia, ale tiez od
nahody.

HOD KOCKOU

Nahodny jav — vysledok, resp. tvrdenie o vysledku ndhodného pokusu.
O pravdivosti tohto tvrdenia je mozné po ukonceni pokusu rozhodnut.

PADLA SESTKA

PADLO PARNE CiSLO

PADLO NEPARNE CiSLO

PADLO CiSLO MENSIE AKO TRI




Elementarny jav - najjednoduchsi, elementarny (zikladny) vysledok

ndhodného pokusu, ktory nie je moziné vyjadrit ako zjednotenie dvoch
réznych nahodnych javov.

Oznacuje sa E4, E,, ... (niekedy sa pouziva oznacenie w{, w,, ... ).

Priestor elementarnych javov — mnoZina vietkych elementarnych
javov. Oznacuje sa ().
Q — {Ell Ez, ...,En, }

Nahodny jav (inak) — fubovolnd podmnoZina Q . Oznacuje sa velkymi
pismenami zo zacCiatku abecedy 4, B, C, ..., A1, A5, ...

Nemozny jav — prazdna podmnoZina @ mnoziny Q , t.j. jav, ktory nikdy
nenastane.

Isty jav — celd mnoZina (ako podmnoZina) Q , t.j. jav, nastane pri kazdom
nahodnom pokuse. Oznacuje sa 1.



Priklad.
Zostrojte mnozinu vsetkych moznych vysledkov nahodného
pokusu —hod 3 rovnakymi mincami.

Existuje viac moZnosti ako takito mnozZinu zostavit:

a) 1. pristup: mince su rovnaké a nerozliSujeme ich
Q={3R,2R+L,R+2L,3L)}

b) 2. pristup: vSimame si, na ktorej minci ¢o padlo (rozliSujeme
mince medzi sebou)
Q ={RRR,RRL,RLR,LRR,RLL,LRL,LLR,LLL}

Zasada:
Ak je mozné, mnozinu () zostavujeme tak, aby vsetky vysledky
boli v tejto mnozine rovnocenné. = preferujeme 2. pristup



Kvalitativne vztahy medzi javmi uréujeme pomocou tedrie mnozin.
Definujeme operacie medzi javmi, javy mozeme graficky znazornovat...

Priestor elementarnychjavov

Nemozny jav

Uplny systém elementérnych

javov
ANB ]
e |[(D°
C=ANBE Opacény jav
AcB ANB =0 A=B



Skupina javov A4, A, ... A, tvori uplny systém javov , ak pre kazdé i,j =
1,2, ...n plati:

1. AinAjZQ,l.:/:j;

2.A{UA, ..UA, =Q

) je priestor elementarnych javov. § je mnoZina podmnozZin £ s vlastnostami:
1.Q € S;
2.A€eS,BeES 2AUBES

ANBES

AES,BES

S nazyvame javové pole.



Priklad 2.

Priemyselne vyrabany filter je podrobeny trom r6znym
testovacim skuskam:

jav A — nahodne vybrany filter obstoji pri 1. skuske;

jav B —nahodne vybrany filter obstoji pri 2. skuske;

jav C—nahodne vybrany filter obstoji pri 3. skuske.

Matematickym zapisom vyjadrite, ze filter obstoji:
a)ibav 1. skaske; %,

b) v 1. av 2. skuske a neobstojiv 3. skuske;, #/72 c
c) vo vSetkych skuskach; 4,3,

d) aspon v jednej skuske; +vzvc - ,if‘f]‘\ v?/
e) aspon v dvoch skuskach; /# ) (A0 (3¢
f) prave v dvoch skuskach; / 4 %w) NBENC)y (ANDNC

g) maximalne v dvoch skuskach. - - -



Z kvantitativneho hladiska mo6zeme nahodnému javu priradit cislo P(A),
ktoré bude reprezentovat pravdepodobnost (Sancu, nahodu), s akou
nastane nahodny jav A pri realizacii nahodného pokusu.

% O N

Impo*ssible Unlikely Even {ihance Likely Ee;cain
0 A A 1
= %9
I
1-in-6 Chance 4-in-5 Chance
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Pravdepodobnost’ — Ciselne vyjadrenie Sance, Zze pri nahodnom pokuse
dany nahodny jav nastane.

Byva vyjadrena:

e vtvare desatinného cisla (0,5),

e ako zlomok (1/2),

 pomocou percent (50%),

* ako pomer, resp. Cast z celku (1 z 2).



Pravdepodobnost je mozné definovat pomocou:
1. klasickej definicie pravdepodobnosti

2. geometrickej definicie pravdepodobnosti

3. Statistickej definicie pravdepodobnosti

Klasicka definicia pravdepodobnosti (Pierre Simon de Laplace, 1812)
je zaloZzend na predpoklade, Ze ndhodny pokus moZe mat konecny pocet
réznych rovnocennych vysledkoy, t.j. predpokladame, ze Q) =

{E{,E,, ... E;},n € N je kone¢nd mnoZina a vSetky elementarne javy su
rovnako mozné a jav A sa da rozloZit na k elementarnych javov.

Potom pravdepodobnost javu A je

k ocet elementarnych javov priaznivych javu 4
P(A) _rk_ P ycin ] p ycn )

n pocet vSetkych mozZznych elementarnych javov

Akd je pravdepodobnost, Ze nam na ,férovej” hracej kocke padne Sestka ?



Geometricka definicia pravdepodobnosti
Zovseobecnenie klasickej definicie pravdepodobnosti pre pripad, ked je
pocet vSetkych moznych vysledkov nahodného pokusu nekonecny.
Pravdepodobnost javu spociva v tom, Ze ndhodne zvoleny bod v oblasti
Q) (priamka, rovina, priestor) lezi i v oblasti A
Py = 4
2]

Akad je pravdepodobnost, Zze meteorit dopadne na pevninu?

Statisticka definicia pravdepodobnosti (Richard von Mises, zaciatok
20. storocia) je zalozena na mnohonasobnom opakovani pokusov.
n(4)
P(A) = lim ——
n—>0o n
n(A) je pocet realizacii pokusu priaznivych javu A
n je pocet vSetkych realizacii pokusu

Akd je pravdepodobnost, Ze ndm na hracej kocke padne sestka, ak nevieme,
Ci je tato kocka ,,férova“?



Kolmogorov axiomaticky systém (Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov, 1933)
definuje pojem pravdepodobnosti a jej vlastnosti, ale neudava ziadny navod
ako ju urcit.

Axiéma 1: P(A) = 0.
Axioma 2: P(1) = 1.
Axioma 3: Ak A; N A; = @ pre Vi # j, potom
P(AUAy ..UA,U-)=P(A) +P(Ay) + -+ P(4,) + -

Vybrané vlastnosti pravdepodobnosti:
1. P(®) =0

2. P(A)=1-P(4)

3. Ac B = P(A) < P(B)

4, 0<PA) <1



Podmienena pravdepodobnost — pravdepodobnost nastatia javu za

predpokladu, ze nastal urcity iny jav.
Po uskutocneni pokusu mame doplnujucu informaciu o jeho vysledku, ktoru
vyuZivame a pomocou nej skimame pravdepodobnost nahodného javu za

obmedzenej podmienky.

Podmienena pravdepodobnost javu A/B, t.j. javu A pri podmienke, Ze nastal

jav B, sa rovna
P(ANB)

P(A/B) = ==

,P(B) > 0.

Priklad:
70% vasich priatelov md rado cokoladu (B)
35% vasich priatelov md rado cokoladu i jahody (ANB)

A

P(A/B) # P(B/A)

P(A/B) =0,35/0,7 = 0,5



Nezavislé javy — ak vyskyt javu A nezavisi na vyskyte javu B a zarover
vyskyt javu B nezavisi na vyskyte javu A , potom hovorime, ze javy A a B su

nezavislé. Plati :
P(A/B) = P(A)aP(B/A) =P(B), P(A) >0, P(B)>0
V opacnom pripade su javy zavislé.

Vybrané vlastnosti pravdepodobnosti (pokracovanie):

5. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B) (veta o scitani pravdepodobnosti),
ak st javy A, B disjunktné = P(AUB) = P(A) + P(B)

6. P(AnNnB) =P(A/B)-P(B) = P(B/A)-P(A) (veta o ndsobenipravd.),
javy 4, B sU vzajomne nezavislé = P(ANB) = P(A) - P(B)
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Pravdepodobnostny strom (Probability tree diagram) — umozsiuje
zapisat vSetky mozné ndhodné javy (nezavislé i zavislé) a vypocitat ich
pravdepodobnosti. Kazda vetva v stromovom diagrame predstavuje mozny
vysledok nahodného pokusu.

Pravidla pocitania pravdepodobnosti v pravdepodobnostnom strome:
1. Pravdepodobnosti pozdlz vetiev nasobime.
2. Pravdepodobnosti v jednotlivych vetvach sCitavame.

':5 ar Hedd. 9eilidg=-=-=-=-- - =
p Head-—-'"’ﬁ Head Head, Head 05x05=0.25
2 T GE— Tail Head, Tail -----~ 0.5x0.5=0.25

’ Add
k‘Tail ,.-——-:"'5'/-' Head Tail, Head ----- = 05x05=0725

“-“E}Ts"‘—i- Tail Tail, Tail ----- = 05=x05=0.25

1.00
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Priklad_pravdepodobnost

1. Hadzeme dvakrat mincou. Aka je pravdepodobnost, Ze padne
aspon raz hlava?
Riesenie:



Priklad_pravdepodobnost

2. Aka je pravdepodobnost toho, Zze nam pri hode dvoma hracimi
kockami padne sucet aspon 10?
Riesenie: i




Priklad_pravdepodobnost

3. Budeme héadzat dvoma hracimi kockami. Nech ndhodny jav A
oznacuje, ze na prvej kocke padne 3, nahodny jav B znamena, ze
sucet bodov padnutych na oboch kockach je mensi ako 7.
Vypocditajte podmienené pravdepodobnosti P(A/B), P(B/A).

Su nahodné javy A, B navzajom nezavislé alebo zavislé?

Riesenie:
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Priklad_pravdepodobnost

4. Nahradnu autosuciastku mohol dodat jeden z troch dodavatelov s
pravdepodobnostou 0,3; 0,5 a 0,2. Pravdepodobnost, Ze tato
suciastka bude funkcna bez poruchy normou predpisany pocet
hodin je u jednotlivych dodavatelov rovna 0,9; 0,8 a 0,7.
Vlypocitajte pravdepodobnost, Ze dodana autosuciastka bude
funkcna bez poruchy normou predpisany pocet hodin.

Riesenie: ., ), . 2.7~ 7 &



Priklad_pravdepodobnost

5. Podla vyjadrenia epidemioldga, ak sa vyberiete na podujatie,
kde je 500 ludi, mate 37% Sancu, ze sa stretnete s
infikovanym. Aka bude Sanca, ze stretnete aspon jedného
infikovaného, ak navstivite 2 takéto podujatia?

Riesenie:



Opakované nahodné pokusy

RozliSujeme:
1. opakované nezavislé pokusy - vysledok kazdého jednotlivého pokusu
nezavisi od vysledku predchadzajucich pokusov

vyber s opakovanim

2. opakované zavislé pokusy - vysledok kazdého jednotlivého pokusu
zavisi od vysledku predchadzajucich pokusov

vyber bez opakovania Nezévislé vs. zévislé javy
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Priklad_pravdepodobnost
6.V nadobe je 5 Ciernych a 3 biele vyrobky. V jednom tahu vytiahneme
jeden vyrobok, vdruhom druhy. Aka je pravdepodobnost, Zze v prvom
tahu bude cierny a v druhom biely, ak

a) vyrobok v prvom tahu vraciame,

b) vyrobok v prvom tahu nevraciame?

Riesenie:

-opakované nezavislé nahodné pokusy

~ N 4 = vyber s opakovanim

-opakované zavislé nahodné pokusy

vyber bez opakovania




Opakované nezavislé nahodné pokusy

Bernoulliho schéma

Nech pravdepodobnost nastania javu A4 je v kazdom pokuse rovnaka a
rovha P(A) =p.
Pravdepodobnost Py ,, , Ze pri n pokusoch jav A nastane prave k-krat

(0<k<n)sarovnd P, = (Z) p*(1 —p)* k.

v Exceli = BINOM. DIST (k; n; p; FALSE)

Poznamka

Pravdepodobnost, Ze pri n pokusoch jav A nastane najviac k-krat,

P(A) = PO,n +P1,n + "'+Pk,n = éczlpi,n-

V Exceli = BINOM. DIST(k; n; p; TRUE)

Pravdepodobnost toho, Ze pri n pokusoch jav A nastane aspon k-krat,

P(A) = Pk,n + Pk+1,n + o+ Pn,n =1- (PO,n + Pl,n + o+ Pk—l,n) —
=1- Zi'(=_11 Pin .

V Exceli = 1 — BINOM. DIST(k — 1; n; p; TRUE)



Opakované zavislé ndhodné pokusy -

Hypergeometricka formula

Danych je N predmetov, z ktorych M (0 < M < N) predmetov ma urcity
znak (vlastnost). Z celého mnozstva N predmetov sa nahodne vyberie n

(0 < n < N) predmetov. Nech jav A znamen3, ze v tomto vybere n
predmetov ma prave k predmetov uvazovany znak. Pravdepodobnost javu A
je uréena hypergeometrickou formulou

M\ (N—M
(k) ' ( n—k )
N :
()
v Exceli = HYPGEOM. DIST (vzorka_s; vel'kost_vzorky; populacia_s;
pocet_pop; kumulativne), kde parametrom funkcie priradime:
vzorka_s priradime hodnotu k,
vel'kost_vzorky je rozsah vyberu n,

populacia_s je M, pocet_pop je celkové mnozstvo N,
argumentu kumulativne priradime logicku hodnotu FALSE.

P(A) =



Priklady_pravdepodobnost

5. Test sa sklada z 15 otazok, za kazdou je ponuknutych 6 moznych odpovedi, z
ktorych len jedna je spravna. Aby Student urobil skusku, je potrebné zaskrtnut
aspon 10 spravnych odpovedi. Aka je pravdepodobnost, Zze Student skusku
urobi, ak odpovede na vsetky otazky zaskrtava nahodne?

Riesenie: '



Priklady_pravdepodobnost

6. Co je pravdepodobnejsie, vyhrat v hre s rovhocennym partnerom 3
partie zo 4 alebo 5 z 8 (remiza sa nepripusta)?

Riesenie:



Priklady_pravdepodobnost

7. V nadobe sa nachadza 10 lozisk, z nich 6 je gul6Ckovych, ostatné su
valCekové. Nahodne vyberieme z nadoby naraz 3 loziska. Aka je
pravdepodobnost, Zze z dve nich budu valéekové?

Riesenie:



Priklady pravdepodobnost

8. Vjednom Urade pracuje 7 Zien a 3 muzi. Je nutné znizit stav
zamestnancov o 3. Urcte pravdepodobnost, Zze pri nahodnom vybere
budu prepusteni 2 muzi.

Riesenie:



Priklady pravdepodobnost

10. Medzi 20 vyrobkami su 4 chybné. Nahodne vyberieme 3 vyrobky. Aka
je pravdepodobnost, Ze medzi vybranymi vyrobkami su chybné:
a)o, b)1, c)2, d)3?

Riesenie:



Priklad_DU

Pan Hypoch tak dlho obtaZoval lekdra, kym mu nepredpisal poZzadované
lieky. V pribalovom letaku sa pan Hypoch docital, ze maju dva mozné
neziaduce ucinky:

a) vypadanie zubov (15%)

b) odpadnutie palcov na rukach (20%)

Zaroven je v letdku uvedené, Ze nebola preukdzana zavislost medzi vyskytom
jednotlivych typov neziaducich ucinkov.

S akou pravdepodobnostou si bude moct pan Hypoch po ukonceni lieCby
obhryzat palce na rukach?

?
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