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PREDHOVOR

Tato publikacia je uréend Studentom prvého ro¢nika inzinierskeho Stadia na MTF STU
v Trnave ako Studijny text k predmetu MATEMATICKE METODY PLANOVANIA
A VYHODNOCOVANIA EXPERIMENTU. Svojim obsahom nadvdzuje na skripta
s rovnomennym nazvom Zz roku 2009, pricom reaguje na reorganizaciu cvifeni z predmetu.
Povodny obsah bol doplneny o pojem diskrétnej a spojitej nahodnej premennej, zakladné typy
rozdeleni, zaklady teorie pravdepodobnosti a kombinatoriku, ktoré umoznuji Studentom lepsie
chapat’ stvislosti a interpretovat’ vysledky vypoctov.

V snahe priblizenia predmetu MMPVE s praxou bolo prirodzené do vyucby zaradit’ softvér.
Tazisko cviGeni tak nie je V ru¢nom numerickom spracovavani tdajov, ale v spravnom vybere
ponukanych funkcii, v korektnom zadani vstupov a v interpretacii vystupov softvéru. Napriek
tomu, ze existuje mnoZzstvo Specidlnych programov, ktoré poskytuju komplexnu Statisticki
analyzu dat, na vyucbu zdkladov Statistiky a regresnej analyzy, ktoré st sticast'ou predmetu,
bol vybrany ako postacujuci tabul’kovy procesor Excel, ktory je dostupny kazdému uzivatel'ovi
programového balika MS Office a Studenti vac¢Sinou zaklady prace v iom ovladaja.

Obsah predkladanych ucéebnych textov je rozdeleny do 5 Kkapitol a casti obsahujice;
prilohy. Kazda kapitola obsahuje okrem struéného vymedzenia zakladnych pojmov aj rieSené
priklady s podrobnym popisom ich rieSenia v Exceli as interpretaciou vysledkov. Kvoli
nazornosti su pri definovanych pojmoch a rieSenych prikladoch vyZadujicich u Studenta
predstavu rieSené¢ho problému uvedené grafické zobrazenia pojmov a rieSenych situdcii.
V zavere st vzdy uvedené nerieSené ulohy s vysledkami. Postupy a navody rieSeni st vo Verzii
Excelu 2010, ktora Studenti na cviceniach aktualne vyuzivaji. Sticast'ou publikacie st prilohy,
ktoré obsahuju v Exceli rieSené ulohy vybranych Casti zakladného kurzu matematickej analyzy,
tiez popis spustenia doplnku Analytické nastroje, ktory nie je Standardnou sucast'ou programu
Excel a metdédu najmensich Stvorcov, ktoré sa vyuZzivaji pri analyze dat apri rieSeni tloh
regresnej analyzy.

Publikacia bola pisand s myslienkou ul'ah¢it’ Studentom pochopenie rozsiahleho
anaroéného uc¢iva a pomoct’ im zorientovat’ sa v oblasti tedrie pravdepodobnosti a Statistiky
a taktiez v teorii planovania a vyhodnocovania experimentov.

Autori touto cestou dakuju recenzentom doc. RNDr. Olegovi Palumbinymu, CSc.
a doc. RNDr. Dusanovi Holému, CSc. za pripomienky, ktoré pomohli k skvalitneniu odborného
obsahu predkladanych ucebnych textov.



1. KOMBINATORIKA

Pri rieSeni uloh ztedrie pravdepodobnosti casto pouzivame zakladné vzorce
Z kombinatoriky, t.j. nauky o permutaciach, varidciach a kombinéaciach.

Nech mnozina M = {a;, a,, ...,a, } je mnozina n (n € N) navzajom réznych prvkov.
Pod ,,vyberom* rozsahu k (k € N) budeme rozumiet’ mnozinu, vytvorent z k prvkov mnoziny
M  (mnozinu ,vybranych®“ k prvkov zn prvkovej mnoziny ). Ak vyber realizujeme
s opakovanim (prvok mnoziny M sa modze dostat’ do vyberu viackrat), hovorime o vybere
S opakovanim, v opa¢nom pripade hovorime o vybere bez opakovania. Ak vybery, ktoré sa liSia
iba usporiadanim prvkov budeme rozliovat’, hovorime, ze zalezi na poradi, v opacnom pripade
hovorime, ze nezalezi na poradi.

Definicia 1.1 Vybery s rozsahom k bez opakovania (k < n), pri ktorych zalezi na poradi
prvkov, nazyvame varidcie bez opakovania. Ak k =n vybery sa nazyvaji permuticie
bez opakovania.

Definicia 1.2 Vybery s rozsahom k s opakovanim (k mdze byt aj vicsie ako n), pri ktorych
zaleZi na poradi prvkov, nazyvame variacie s opakovanim.

Definicia 1.3 Vybery s rozsahom k bez opakovania (k < n), pri ktorych nezalezi na poradi
prvkov, nazyvame kombinacie bez opakovania.

Definicia 1.4 Vybery s rozsahom k s opakovanim (k moze byt aj vdcsie ako n), pri ktorych
nezalezi na poradi prvkov, nazyvame kombinécie s opakovanim.

Definicia 1.5 Nech mnozina M obsahuje i; rovnakych prvkov a,, i, inych rovnakych
prvkov a, ... i; opét inych rovnakych prvkov a; kdei; +i,+--+i; =n. Vybery
s rozsahom k = n nazyvame permutacie s opakovanim.

Poznamka 1.1 Kombinicie st neusporiadané vybery, varidcie su usporiadané vybery
a permutacie su Specidlnym pripadom variacii.

Pocet kombindcii, variacii, permutécii a ich vypocet aj pomocou funkcii v Exceli su uvedené
V nasledujucej schéme:



)M = {“l . U: 2 (]3 aines a" } e mnosing n navzajom roznveh prvkoy
varidcie kombinacie variacie kombinacie
bez opakovania bez opakovania s opakovanim s opakovanim
, n! > n n! 3 | ‘n+k-1
Vi (n) = ( A(n)z = Viin)=n*||C : (n)=
(n—k) k) (n—=k)k! ‘ k
PERMUT (n k) COMBIN (n1:5) POWER (n:k) OMBIN (n [ k)
permuiacie
I I'(
Vy(n)= P(n)=n! |
Permutacie s opakovanim
|
M =15 c5:855555:0 LAl i =n P (,,)= "
(SR i el S G T UYS O | 030, il
l;l "“ "‘ ll- Izn I
MULTINOMIAL (5,4 )

Poznamka 1.2 Verzia Excelu 2013 ma
=PERMUTATIONA(n; k) = nk.

na vypocet variacie s opakovanim prikaz

Priklad 1.1 Dana je mnozina M = {a,b,c,d}. Z prvkov tejto mnoziny vytvorte kombinacie

2. triedy bez opakovania a kombinacie s opako

vanim. Vypocitajte ich pocet.

RieSenie. Hladame vybery srozsahom k =2, nezalezi na poradi prvkov, najprv
bez opakovania a potom s opakovanim prvkov.
Kombinacie bez opakovania: Kombinacie s opakovanim:
ab,ac,ad, aa, ab, ac,ad,
C,(4):{bc,bd, , .\ |bb,bc,bd,
C;(4):
cd cc,cd,
dd
Ich pocet je
Ich pocet je
C,(4)= oA COMBIN(4;2)=6 C,(4)= i P COMBIN(5,2) =10
? 2) 212 ' ' ? 2) 213! ' '



Priklad 1.2 Dana je mnozina M ={a,b,c,d}. Z prvkov tejto mnoziny vytvorte variacie
2. triedy bez opakovania a s opakovanim. Vypocitajte ich pocet.

Riesenie. Vytvarame vybery srozsahom k = 2, zalezi na poradi prvkov, bez opakovania
a nasledne s opakovanim prvkov.

Variacie bez opakovania: Variacie s opakovanim:
ab,ac,ad, aa,ab,ac,ad,
_|ba,bc,bd, .. |ba,bb,bc,bd,
V,(4): V;(4):
ca,chb,cd, ca,ch,cc,cd,
da,db, dc da,db,dc,dd
Ich pocet je Ich pocet je
4 V,(4)= 4> = POWER(4;2)=16.

V,(4)=—= = PERMUT(4;2)=12.

2!

Priklad 1.3 Dana je mnozina M = {a, b, C}. Utvorte vSetky permutacie tretej triedy z prvkov

tejto mnoziny a vypocitajte ich pocet.

RieSenie. Permutacie tretej triedy s rézne usporiadania prvkov tejto mnoziny, t.j. vybery
s rozsahom k = 3, bez opakovania a zalezi na poradi prvkov.

P(3):{abc, ach, bac, bca, cab, cha}

Ich pocet je P(3) = 3! = FACT(3) = 6.

Priklad 1.4 Dana je mnoZina M :{a, a,c,d}. Vytvorte z tejto mnoziny vSetky permutacie
s opakovanim.

RieSenie. Mnozina M neobsahuje navzdjom rozne prvky, prvé dva su rovnaké. Permutacie
s opakovanim znamenaju rézne mozné usporiadania prvkov tejto mnoziny, ktoré budu

{aacd, aadc, caad, daac, cdaa, dcaa,}

acad,adac,acda, adca, cada, daca,
4

Ich pocet je P'511(4) = 211111

= MULTINOMIAL(2; 1; 1) = 12.

Priklad 1.5 Kolkymi spdésobmi mozno vytvorit' vyrobna linku pozostdvajucu z 5 réznych
montaznych panelov?

RieSenie. Mnozinu M ( z ¢oho ,,vyberame* ) tvori 5 navzajom r6znych montdznych panelov.

M = {5 panelov}; n =5.



Vyber sa uskutociiuje s rozsahom k =5, bez opakovania a zalezi na poradi prvkov. Su to

permutacie bez opakovania, ich pocet je
P(5) = 5! = —

(5-5)!

= FACT(5) = 120.

Priklad 1.6 Kol'ko r6znych dvojprvkovych prevodov (dve ozubené kolesd) mozno vytvorit’
zo sady 8 ozubenych koliesok o roznom pocte zubov?

RieSenie. Mnozinu M tvori 8 navzajom réznych ozubenych koliesok.
M = {8 koliesok} ; n = 8. Pre vytvorenie prevodov vyberame 2 kolieska. Ide o vyber
srozsahom k =2, vyber bez opakovania a zalezi na poradi kolies. Dostaneme variacie
bez opakovania, ich pocet je

|

V,(8) = % = PERMUT (8;2) = 56.

Priklad 1.7 Kolko réznych vysledkov (dvojic bodov) mdzeme hodit’ pri hode 2 ré6znymi
hracimi kockami?

RieSenie. Na kocke moze padnat’ pocet bodov 1 alebo 2 alebo 3 alebo 4 alebo 5 alebo 6. M =
{1,23,456}; n=6
Rozsah vyberu je k = 2, vyber sa realizuje s opakovanim a zélezi na poradi. Ide o varidcie
S opakovanim, ktorych pocet je

V’,(6) = 62 = POWER(6;2) = 36.

Priklad 1.8 Kolkymi sposobmi je mozné vybrat’ z dvanast'’¢lenného timu trojclennu pracovnu
skupinu.

RieSenie. Zakladni mnozinu M tvoria ¢lenovia timu.
M = {12 ¢lenov} ; n = 12, vyberame k = 3, bez opakovania a nezalezi na poradi ¢lenov.
Budt to kombinacie bez opakovania, ktorych pocet vypocitame ako

C,(12) = (132) — COMBIN(12; 3) = 220.

Priklad 1.9 Kol'ko je moznosti kupy 10 zvaracich elektrod na hlinik, ak v obchode maju 5

roznych druhov ALCORD12Si, ALCORD 5Si, ALCORD Al, ESAB 0K 96.20, ESAB OK 96.40
(v dostatocnom mnozstve)?

RieSenie. MnoZina M sa sklada z 5 navzajom r6znych zvaracich elektrod.

M = {ALCORD 12Si, ALCORD 5Si, ALCORD Al, ESAB 0K 96.20, ESAB 0K 96.40}; n =5
Robime vyber s rozsahom k = 10, s opakovanim a nezaleZi na poradi vybranych prvkov.
Mame kombindcie s opakovanim, ich pocet je

o) = (7 18 ~ 1) = COMBINGS + 10 - 1;10) = 1001.

Priklad 1.10 Sestciferny kod uzatvarania trezoru je vytvoreny z tych istych &islic ako &islo
257225. Kol’ko je moznosti vytvorenia prislusného kodu?


http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-alcord-5si/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-alcord-al/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-esab-ok-96-20/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-esab-ok-96-40/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-alcord-12si/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-alcord-5si/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-alcord-al/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-esab-ok-96-20/
http://www.zvaracky-brusivo.sk/kategoria/pridavne-materialy/zvaracie-elektrody/elektrody-na-hlinik/elektroda-esab-ok-96-40/

RieSenie. Vsetkych ¢islic je 6, z nich st i; = 3 rovnaké (a; = 2), i, = 2 iné rovnaké (a, = 5)
a i3 = 1 opét’ inych rovnakych (a; = 7).

M= {al, a, ap,az, dz, as, }; n = 6, vyberame k = 6, zalezi na poradi, ¢ize prvky mnoziny M,
ktoré nie st navzajom rdzne, usporiadame. Dostaneme permutacie S opakovanim, ich pocet
ur¢ime ako

P'3,.(6) = ﬁ = MULTINOMIAL(3,2,1) = 60.
Priklad 1.11 Méame 20 vyrobkov, z ktorych je 15 dobrych a 5 chybnych. Kol'kymi sposobmi
mdzeme vybrat’ 10 vyrobkov tak, aby medzi nimi bolo 7 vyrobkov dobrych a 3 chybné?

RieSenie. Mnozinu M tvori 15+5 vyrobkov. Vytvarame vybery srozsahom 7 z dobrych
vyrobkov a vybery s rozsahom 3 z chybnych vyrobkov. Vybery sa realizujii bez opakovania
anezalezi na poradi. Dostaneme kombinacie bez opakovania. Celkovy pocet vsetkych
moznosti vyberu 10 vyrobkov tak, aby medzi nimi bolo 7 vyrobkov dobrych a 3 chybné, bude
ich sucin.

C,(15).C5(5) = (175) . (g) — COMBIN(15; 7) * COMBIN(5; 3) = 30030.

Priklad 1.12 V cukrarni maji 5 druhov zmrzliny. Otec chce pre svoju rodinu kupit’ 15 porecii.
Kol'kymi spdsobmi mdze zmrzlinu kupit™?

L 5+15-1) (19
RieSenie. C/,(5)= P = COMBIN(19;15)= 3 876.

Priklad 1.13 Kol'kymi spdsobmi sa d4 kapit’ 5 réznych ¢okolad z 15 rdéznych druhov?

15
RieSenie. C,(15)= ( c j = COMBIN(15;5) = 3 003.

Priklad 1.14 Kol'kymi spdsobmi sa da kupit’ 15 ¢okolad z 5 r6znych druhov?

5+15-1
RieSenie. C/,(5)= [ J =

19
=| >~ |=COMBIN(19;15)=3 876.
15 15

Priklad 1.15 Skuasajtici ma pripravenych 15 prikladov z aritmetiky a 10 prikladov z geometrie.
Na pisomku chce dat’ 4 aritmetické a 1 geometricky priklad. Kol’ko ma moznosti zostavenia
roznych zadani?



15
RieSenie. Skusajuci ma moznost’ vybrat’ z 15 aritmetickych prikladov 4 priklady C 4(15) = ( 4}

10
sposobmi a geometricky priklad moze vybrat' z 10 geometrickych prikladov C1(10)=( 1)
sposobmi.

Pocet zostaveni prikladov je sucin

15) (10
( ) j .(1 j = COMBIN (15;4)* COMBIN (10;1) = 13650.

Priklad 1.16 V rovine je 6 roznych bodov, pricom Ziadne 3 nelezia na jednej priamke. Kol'ko
réznych priamok dostaneme pospajanim vsetkych tychto bodov navzajom?

6
RieSenie. C,(6)= @ = COMBIN(6;2)=15.

Pri spajani bodov na poradi nezaleZi (t.j. spojenim bodu A a B dostaneme rovnakt priamku ako
spojenim bodov B a A).

Priklad 1.17 Kolkymi priamkami moZzno spojit’ 10 réznych bodov v rovine, ked’ 4 lezia
na jednej priamke a z ostatnych uz ziadne 3 nelezia na tej istej priamke?

RieSenie.
, , 10 xX—X x x
Vsetkych priamok je: C,(10) = 5 |~ 45. X
4 x
Totozné priamky: C, (4) = [ ) =6. X
2 X
Pocet roznych priamok: C, (10)— C, (4) +1=45-6+1=40. P x

Priklad 1.18 V skupine 20 studentov, kde kazdy ma iné meno, st aj dievcata Alena a Barbora.
Kol'kymi spdsobmi mdzeme zo Studentov vybrat’ 8-Clennt skupinu, aby medzi vybranymi:

a) bola Alena,

b) nebola Alena,

c) bola Alena aj Barbora,

d) nebola Alena ani Barbora,



e) bolo aspon jedno z dievcat,
f) bolo najviac jedno z dievcat.

RieSenie. Ak 0znac¢ime 20-¢lennt skupinu napr. ABCDEFGHIJKLMNOPRSTU,
potom 8-¢lennu skupinu vyberame nasledovnymi sposobmi:

a) Ak medzi 8 vybranymi je Alena: A

C, (19) = ( 7 J =50 388, zvysnych 7 Studentov vyberame uz iba z 19
Studentov

b) Ak medzi 8 vybranymi nema byt’ Alena, musime ju z 20-¢lennej skupiny na zaciatku
vylacit,, t.j. 8 ¢lenov vyberame z 19-tich:

19
C,(19)= g |=75 582;

C) Ak chceme, aby medzi vybranymi bola Alena aj Barbora: A B

18
C4(18)= ( 5 j =18 564; 6 Studentov vyberame z 18
Studentov

d) Ak chceme, aby medzi vybranymi nebola Alena ani Barbora: _
18 _ "
Ce (18) - [ 8 j =43 758; vSetkych 8 Studentov vyberame z 18 Studentov, t.].
A aj B sme zo zakladnej 20-Clennej skupiny, z ktorej
8 Studentov vyberame, ,,vylacili*

e) Ak medzi vybranymi ma byt aspon jedno z diev€at, mozu nastat’ moznosti:
e Dbude tam A a sucasne nebude B: A alebo

7 studentov vyberame uz iba z 18 Studentov — A sme
,minuli“ a B sme ,,vylucili

18
C7(18):(7J=31 824;

e bude tam B a sucasne nebude A: B alebo

7 Studentov vyberame uz iba z 18 Studentov — B sme
,minuli“ a A sme ,,vylucili“ — rovnaky princip ako

C,(18)= [18] _31824: v predchadzajicom pripade
e Vo vybranej skupine bude aj AasucasneajB: AB_ _
-
18 6 Studentov vyberame z 18
C,(18)= ( 6 ] =18 564; Studentov

10



Podet vietkych moznosti je C,(18)+C,(18)+C,(18)=82212.

f) Ak medzi vybranymi ma byt’ najviac jedno z diev¢at, bud”:

18
e bude tam A a sugasne nebude B: C,(18)= ( : J =31 824;

18
o bude tam B a sti¢asne nebude A: C,(18)= ( , ] =31 824,

e Vo vybranej skupine nebude ani A asacasneaniB:

%_/

18 8 Studentov vyberame z 18
C,(18)= g |- 43 758, Studentov

Spolu pocet vSetkych moZnosti bude C, (18) +C, (18) +GC, (18) =107 406.

Priklad 1.19 Tréner futbalového muzstva ma 3 brankarov, 5 obrancov, 8 zaloznikov, 10
uto¢nikov. Kolko réznych jedenastok moze zostavit, ak potrebuje 1 brankara, 2 obrancov,
4 zaloznikov a 4 Gto¢nikov?

Riesenie. C,(3)-C,(5)-C,(8)-C,(10)=3-10-70-210=441000.

Ulohy

1.1 Kolkymi sposobmi moZeme navliect’ na zvisly drotik 4 biele, 3 zIté a 2 Cierne koraliky?
[1260]

1.2 Kol’kymi sp6sobmi mézeme vybrat’ dvojélennt no¢nt hliadku z 20 skautov? [190]

1.3 Kolkymi sposobmi mozeme zo siedmich chlapcov a Styroch dievcat zostavit’ Sest¢lenné
volejbalové druzstvo tak, aby v iom boli:
a) prave dve dievcata? b) asponi dve dievcata?
[@)210; b)371]

1.4V triede je 19 chlapcov a 12 dievcat. Kol’kymi spdsobmi z nich mézeme vybrat’ troj¢lennt
skupinu, v ktorej su:
a) iba chlapci? b) iba dievéata? ¢) dvaja chlapci a jedno dievca?
[@)969; b)220; ¢)2052]

1.5 Na policku chceme postavit’ vedla seba do radu osem slovenskych a Styri ¢eské knihy.
Kolkymi spdsobmi mézem zoradit’:
a) vsetky knihy?
b) tak, aby na 'avom okraji polic¢ky boli vedl'a seba ¢eské a vpravo slovenské knihy?
c) tak, aby ceské knihy boli vedl'a seba a slovenské tiez?
[@)479 001 600; b)96 768; c)1 935 360]

11



1.6 V zasielke s péat'desiatimi vyrobkami je 6 chybnych. Kolkymi spdsobmi mézeme vytiahnut’
5 vyrobkov tak, aby medzi vytiahnutymi boli:
a) iba dobré vyrobky?
b) 2 dobré a 3 chybné vyrobky?
C) najviac dva chybné vyrobky?
[2)1 086 008; b)18 920; ¢)2 099 174]

1.7 V nadobe je 8 bielych, 10 modrych a 5 Cervenych guli. Kol'kymi sposobmi mdzem
Z nadoby vybrat’:
a) dve biele gule? b) dve modré gule? c¢) dve biele a dve modré gule?
[@)28; b)45; ¢)1260]

1.8 Jana ma 5 r6znych farebnych tri¢iek a tri rozne sukne. Kol'kymi spésobmi sa moZze obliect,
aby vzdy vyzerala inak? [15]

1.9 V restaurécii maji na jedalnom listku 3 druhy polievok, 7 moznosti vyberu hlavného jedla,
4 druhy mucnikov. Na pitie si mozno objednat kavu, limonddu alebo dzs. Kolkymi
spOsobmi si host’ méze vybrat obed za predpokladu, Ze bude jest’”:

a) len polievku a hlavné jedlo,

b) polievku, hlavné jedlo a este si objedna aj napoj,

c) polievku, hlavné jedlo, mucnik a napoj.
[a)21;b)63; ¢)252]

1.10 Mama kupila 10 rozkov a 8 zemli. Martin si vezme bud’ rozok, alebo zeml'u. Potom si
David vezme jednu Zeml'u a jeden roZok. Kedy méa Dévid viac mozZnosti vyberu, ak si
Martin vzal rozok, alebo ked’ si Martin vzal Zeml'u?

[roiok — 72 moznosti, Zemla — 70 moinosti]

111 Urcte pocet vSetkych trojcifernych prirodzenych cisel, ak v ich desiatkovom zapise sa
kazda ¢islica vyskytuje najviac raz. [648]

1.12 Z mesta A do mesta B vedu Styri turistické trasy, z mesta B do mesta C vedu tri trasy.
a) Urcte, kolkymi spdsobmi moze turista prejst’ z A do C, ak sa chce zastavit’ v meste B.
b) Kolkymi spdsobmi moze prejst’ z A do B a spat, ak nechce ist’ spat’ tou istou cestou?
[a)12; b)12]

1.13 Na vrchol hory vedu 4 turistické cesty a lanovka. Uréte pocet sposobov, ktorymi sa
mozno dostat’.
a) navrchol a spat’;
b) navrchol a spét’ tak, aby spiato¢na cesta bola ina nez cesta na vrchol;
c) navrchol a spit’ tak, aby aspon raz bola pouzita lanovka;
d) navrchol a spat’ tak, aby lanovka bola pouzita prave raz.
[a)25; b)20;c)9;d)8]
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1.14 Kolko 5-miestnych ¢isel bez opakovania mozno zostavit’ z ¢islic: 0, 1, 3, 4, 7? Kolko
Z nich je parnych? [96; 32]

1.15 Kolko 6-miestnych ¢isel bez opakovania mozno zostavit’ z ¢islic: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ak
sa Cisla maju zacinat:  a) Cislicou4;  b) Cislicou 4 alebo 5? [a)120; b)240]

1.16 Kolko jedno az 4-miestnych ¢isel mozno zostavit’ z ¢islic: 0, 2, 4, 6? [49]
1.17 Kolko je vsetkych trojcifernych prirodzenych ¢isel? [900]

1.18 Kolko réznych signalov mozno utvorit’ z piatich zéstaviek roznych farieb, ak vedla
seba stoja: ) tri zastavky (trikolory); b) 2 zastavky (bikoldry)? [@)60; b)20]

1.19 Kolkymi spésobmi mozno odmenit’ 1., 2. a 3. cenou 13 ucastnikov Sportovej sit'aze?
[1716]

1.20 Kolkymi spdsobmi mozeme usadit’ za stdl 5 hosti? [120]

1.21 'V lavici sedi 5 Ziakov, z ktorych dvaja st kamarati. Kol’kymi spdsobmi ich mdzeme
posadit’, aby kamarati sedeli vedl'a seba? [48]

1.22 V obchode majia 9 druhov pohl'adnic. Kolkymi spdsobmi mozno kapit’ 14? [319 770]

1.23 Na policke treba zostavit’' vedl'a seba 3 zelené, 2 Cervené a 2 ZIté hrnceky.
a) Kol'ko roznych spésobov rozostavenia moze vzniknuit™?
b) Kol'ko spdsobov vznikne, ak hrn¢eky rovnakej farby stoja vedl'a seba? [a)210; b)6]

1.24 Kolkymi spdsobmi mdzete zostavit’ 5-Clenné basketbalové druzstvo chlapcov, 5-Clenné
druzstvo diev¢at a 5-¢lenné druzstvo s dvomi chlapcami a tromi dievéatami, ak mate k
dispozicii 7 chlapcov a 8 diev¢at? [21; 56;1 176]

1.25 Kolkymi spdsobmi moZzno zostavit’ druzstvo obsahujice troch chlapcov a tri diev¢ata
z triedy, v ktorej je 15 chlapcov a 10 dievcat? [54 600]

1.26 Osem Studentov ma pripravené ubytovanie na internate v troch izbach - dve su
3-postel'ové, jedna 2-postelova. Kolko je sposobov rozdelenia Studentov do jednotlivych
izieb? [560]

1.27 V rychlikovej vlakovej stiprave st dva batozinové vozne, jeden jedalensky vozen, Styri
16zkové vozne a tri lezadlové vozne. Kol'kymi sposobmi mozno zoradit’ vozne supravy?
[12 600]

1.28 V osudi je 35 listkov oznacenych ¢islami 1 az 35. Postupne z nich vytiahneme pat’, ale
listky do osudia nevraciame spét. Pritom zaleZi na poradi vytiahnutych ¢isel. Urcte pocet

vSetkych pitic ¢isel, ktoré sa mézu vytiahnut'. [38 955 840]

1.29 Vlajka ma byt zlozena z troch réznofarebnych vodorovnych pruhov. K dispozicii mame
biele, cervené, modré, zelené a zIté pruhy. Urcte:
a) pocet roznych vlajok, ktoré mézeme z tychto pruhov zlozit’;
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b) pocet roznych vlajok s modrym pruhom;

C) pocet roznych vlajok, ktoré maji modry pruh v prostriedku;
d) pocet roznych vlajok, ktoré nemaja cerveny pruh v prostriedku.
[@) 60; b) 36;¢)12; d)48]

1.30 O telefonnom cisle svojho spoluziaka vedel Janko len to, ze je Sestmiestne, zaCina
sedmickou, neobsahuje dve rovnaké Cislice a je delite'né 25. Urcte, kol'’ko telefonnych ¢isel
prichadza do tivahy? [420]

1.31  Statnu poznavaciu znacku v istom §tate tvoria tri pismena (z 28 moznych) a §tyri &islice.

Urcéte, kol'’ko poznavacich znaciek je v tomto State k dispozicii. [2 19 520 000]

1.32 Kufrik ma zdmok na heslo, ktory sa otvori len vtedy, ak v kazdom z piatich koticov
nastavime spravnu ¢islicu. Na kazdom kotuci je 9 cislic. Uréte najvacsi mozny pocet
pokusov. Ktoré musime vykonat, ak chceme kufrik otvorit, ked” sme zabudli heslo.
[59 049]

1.33 Na starte bezeckého preteku je 8 atlétov. Kol'kymi spdsobmi mézu byt” obsadené stupne
vitazov? [336]
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2. TEORIA PRAVDEPODOBNOSTI

2.1 NAHODNY POKUS, NAHODNY JAV

Teodria pravdepodobnosti sa zaoberd matematickymi zakonitostami, ktoré sa prejavuju
v ndhodnych pokusoch. Tieto zakonitosti maji opodstatnenie iba pri dostato¢ne velkom pocte
pokusov.

Nahodné pokusy st pokusy, ktoré pri dodrzani uréitych vopred danych podmienok
privedu k r6znym vysledkom. Tieto vysledky zéavisia nielen od predpisanych podmienok, ktoré
sa pri kazdej realizacii pokusu nemenia, ale aj od nadhody.

Nahodny pokus teda musi mat’ vlastnost’ hromadnosti, musi sa dat’ opakovat’ nekone¢ne
velakrat pri dodrzani rovnakych podmienok.

Pre kazdy nédhodny pokus je mozné dopredu vymenovat vsSetky mozné vysledky, a to
tak, Ze sa navzajom vylucuju a jeden z nich nastane vzdy. Tato mnozina najjednoduchsich,
najelementarnejSich, navzdjom rdznych, zakladnych moznych vysledkov sa oznacuje (.
Lubovol'ny prvok mnoziny Q sa nazyva elementarny jav a oznacuje sa Ej, E,, ... (niekedy sa
pouziva oznacenie wq,w,,..). Mnozina vSetkych elementdrnych javov, cize
Q ={E;, E,,...,Ey, ...} sa nazyva priestor elementarnych javov. Cubovol'na podmnozina Q sa
nazyva nahodny jav. Ndhodné javy sa oznaCuju velkymi pismenami zo zaciatku abecedy
A,B,C,...,Aq, Ay, ... Prazdna podmnozina @ mnoziny () sa nazyva nemozny jav, t.j. jav, ktory
nikdy nenastane. Cela mnozina (ako podmnozina) € je isty jav (oznacuje sa I), t.. jav, ktory
nastane pri kazdom ndhodnom pokuse.

Pre takto definované javy plati vSetko, Co plati pre mnoziny. M6Zeme definovat’ operacie
medzi javmi, moéZeme graficky znazorfiovat’ javy, atd’., t.j. ndjdeme interpretaciu zdkladnych
pojmov a vzt'ahov z tedrie mnozin v ramci tedrie nahodnych javov.

V d’alsom pokial’ budeme hovorit’ o dvoch, resp. viacerych nahodnych javoch, budeme
uvazovat’ vzdy o javoch z toho istého zékladného priestoru elementarnych javov.

2.2 VZTAHY MEDZI JAVMI

Nech 4, B st javy (podmnoziny (Q).

Jav A je podjavom (Castou) javu B, ak z nastania javu A vyplyva nastanie javu B, ¢o
zapisujeme ACB.

Javy A a B sarovnaju,tj.A=B,ak Ac BAB c A.

Jav A je opaény jav k javu A4, aK jav A nastane prave vtedy, ked’ nenastane jav A .

Jav € = ANB sa nazyva prienik alebo sucin javov A a B. Jav C nastane prave vtedy, ked
nastane jav A a stcasne jav B.

Jav C = A U B sa nazyva zjednotenie alebo sucet javov A a B. Jav C nastane prave vtedy,
ked’ nastane jav A alebo B .

Javy A a B su disjunktné (nezlucitel'né), ak ANB = @, t.j. ich sucasné nastanie nie je mozné.
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Skupina javov A4, A,, ..., A, tvori Gplny systém javov, ak pre l'ubovolnt dvojicu plati:
1. AAnA=0;4,j=12,...n i#]
2. AJjUA,..UA, =1
Jav C sa nazyva zlozeny jav, ak existuji aspon 2 javy A, B rozne od nemozného javu tak, ze
C=AUB pricom A#C;B #C.
Na zaklade vyssie uvedenych definicii mézeme vyslovit' nasledujuce vlastnosti elementarnych
javov:
1. Jav E # @ je elementarny jav prave vtedy, ked’ neexistuje taky jav A, pre ktory by
platilo A C E.
2. Rozne elementarne javy st navzdjom disjunktné.
3. Zjednotenie vsetkych elementarnych javov je jav isty (CiZze elementdrne javy tvoria
uplny systém javov).
4. Kazdy zlozeny jav sa d& jednoznacne vyjadrit ako zjednotenie aspon dvoch
elementarnych javov.

Grafické zobrazenie javov a jednotlivych operacii s javmi pomocou Vennovho diagramu :

E
Q ® y E,
E3
RES E,

Priestor elementarnych javov Nemozny jav Uplny systém elementdrnych
javov

ANB

o

C=ANnB Opacny jav
> >
AcCB ANB =0 A=B

Obr. 2.1 Znazornenie ndhodnych javov pomocou Vennovych diagramov

Priklad 2.1. Nech nahodny pokus je hod hracou kockou.

a) Zostrojte priestor elementarnych javov.

b) Nech su dané javy A — padne parny pocet bodov; B — padne 2, 4 alebo 5; C — padne pocet
bodov 7; D — padne prirodzené Cislo. Vyjadrite dané javy pomocou elementarnych javov.
Najdite opacny jav k javu A, stcin a stcet javov 4, B.

RieSenie. a) Oznacme elementarne javy, ¢ize navzdjom rézne mozné vysledky pokusu E; —

padne pocet bodov 1, E, — padne pocet bodov 2, E; — padne pocet bodov 3, ..., E¢ — padne

pocet bodov 6. Potom priestor elementarnych javov je Q = {E;, E,, E5, E4, Es, Eg }.
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b) javA = E, UE, UEq,

jav B = E, U E, U E, ¢o niekedy zapisujeme aj kratko B = (E,, E,, Ez),

sucet javov AU B = { E;, E,, E5, Eg},

suéin javov AN B = { E,, E,},

jav A — opacny jav k javu A znamen4, Ze padne neparny pocet bodov, t.j. A = E; U E3 U Ex,
jav C = @ je nemozny jav,

jav D = [ je isty jav.

2.3 PRAVDEPODOBNOST A JEJ VLASTNOSTI

Definicia 2.1 Nech Q je priestor elementarnych javov Q# @ . Nech S je mnozina podmnozin
Q s vlastnost’ami:

1. Q€S

2. A€ESSBES > AUBES, ANBES, A€S, BES
Potom S sa nazyva javové pole.

Definicia 2.2 (Kolmogorova axiomaticka definicia pravdepodobnosti)

Nech je dany priestor elementarnych javov Q# @ javové pole S. Pravdepodobnost'ou
rozumieme I'ubovol'nu redlnu funkciu P: S — R, ktora ma vlastnosti:
e Axioma 1: Kazdému javu A € S je priradené nezaporné ¢islo P(4) = 0.
e Axioma 2: Pravdepodobnost’ istého javu je rovna jednej; P(I) = 1.
e Axioma 3: Ak Ay, Ay, ...,Ayn... je postupnost’ disjunktnych javov S, tj. A;NA; =0
pre Vi # j, potom P(A; UA, ..UA,U..) =P(A;) + P(4)) + -+ P(4,) + .
Trojica (Q, S, P) sanazyva pravdepodobnostny priestor.

Veta 2.1 (Vlastnosti pravdepodobnosti)
Nech je dany pravdepodobnostny priestor (£, S, P)anech A, B € S. Potom plati:
1. P(@)=0
2. P(A)=1-P(4)
3. AcB = P(A) < P(B)
4. 0<PA) <1

Definicia 2.3 (Klasicka definicia pravdepodobnosti)

Predpokladajme, ze Q = {E;, E,, ... Ep},n € N je kone¢nd mnozina a vSetky elementarne javy
st rovnako mozné. Nech A je jav, ktory sa da rozlozit na K elementarnych javov. Potom
pravdepodobnost javu A je

pocet elementarnych javov priaznivych javu A

P(A) ===

pocet vietkych moznych elementarnych javov

Poznamka 2.1 D4 sa dokazat, Ze takto definovand funkcia pravdepodobnosti vyhovuje
vSetkym trom axiomam Kolmogorovej definicie pravdepodobnosti.
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Priklad 2.2 Hodime hracou kockou. Nech jav A znamend, ze padne pocet bodov mensi ako 3.
Aka je pravdepodobnost’ nastania javu A?

RieSenie. Priestor elementarnych javov bude Q = {E;, E,, ... E¢}, ktora je kone¢na, n = 6, kde
E; znamen4, Ze na kocke padne pocet bodov i,i = 1,2,...,6. Jav A = {E; U E,} sa da rozlozit’

na k =2 elementarne javy. Podl'a klasickej definicie pravdepodobnost javu A je ¢islo
1

PA)===":.

Definicia 2.4 (Podmienend pravdepodobnost)
Nech je dany pravdepodobnostny priestor (Q,S,P)a nech A,B €S, P(B) > 0. Potom
podmienena pravdepodobnost’ javu A/B, t.j. javu A pri podmienke, Ze jav B nastal, sa rovna

P(ANB)

Poznamka 2.2 Takto definovand podmienena pravdepodobnost vyhovuje axiomatickej
definicii pravdepodobnosti, preto ma vsetky vlastnosti pravdepodobnosti.

Definicia 2.5 Nech je dany pravdepodobnostny priestor (Q,S,P). Nech A,B € S sa javy,
pre ktoré P(A) > 0, P(B) > 0. Hovorime, Ze javy A aB st nezavislé, ak P(A/B) = P(A)
aP(B/A) = P(B).

Veta 2.2 Nech je dany pravdepodobnostny priestor (£, S, P). Nech A, B € S. Potom plati

1. P(AUB)=P(A) + P(B)— P(ANnB) (veta o scitani pravdepodobnosti),

2. P(AnB)=P(A/B)-P(B) =P(B/A)-P(A) (vetao nasobeni pravdepodobnosti),

3. Javy A, B su vzajomne nezavislé prave vtedy, ked P(ANB) = P(A)-P(B) (kritérium
nezavislosti).

Priklad 2.3 HadZeme trikrat 2- eurovou mincou. Nech jav A znamena, Ze padne aspon dvakrat
znak. Aké je pravdepodobnost’ javu A?

RieSenie. Znazornime strom logickych moznosti daného pokusu.



Nech Z znamena, Ze padne znak, H znamena, Ze padne hlava, potom priestor elementarnych
javovQ ={(Z,2,Z2),(H,Z,2),(Z,H,Z),(Z,Z,H),(H,H,Z),(H,Z,H),(Z,H,H),(H,H,H) } je
kone¢ny, n = 8.

Elementarne javy, z ktorych sa sklada jav Asu A ={(Z,Z,Z),(H,Z,Z),(Z,H,Z),(Z,Z,H) },
ich pocCet je k = 4. Podl'a klasickej definicie pravdepodobnosti dostaneme pravdepodobnost’

javu A ¢&islo P(A) = g = 0,5, vyjadrené v percentach 50%.

Poznamka 2.3 Ak oznacime jednotlivé elementarne javy A, az Ag nasledovne:
O={A,=0Z272),A,=(H,Z27Z), A;=(ZH,Z), A,=(Z,Z,H),As = (H,H,Z),A¢c =
(H,Z,H), A, = (Z,H,H),Ag = (H,H,H) },potomjav A = A; UA, U A3 U A,.

Elementarne javy su disjunktné, preto plati 3. axiéma pravdepodobnosti, podla ktorej
P(A) =P(A;UA,UA3; UA,) =P(A)) +P(A,) + P(A3) + P(A,).

Z hore uvedeného oznacenia vyplyva, ze jav A; oznacuje vysledok ked’ trikrat padne znak Z
A, = (Z,Z,7), t.j. znali stcasné nastanie javu B, — prvy raz padne znak Z, javu B, — druhy raz
padne znak Z ajavu B;— treti raz padne znak Z. Jav A; = B; N B, N B3, jav A; je stfinom

troch nezavislych javov, preto podla vety o nasobeni pravdepodobnosti dostaneme

P(4) =P(BlnanB3)=P(B1)'P(Bz)'P(B3)=%-%-%=%_

Pl +PA) =55 353 23T =505

Ak doplnime do stromu logickych mozZnosti prisliichajuce pravdepodobnosti, dostaneme
pravdepodobnostny strom.

lli(\é/Q
/i’l/2 I\\{z
/H\ /Z\i/2 NZHZZNQ
H Z H Z H 2 H Z
.‘\8 A s A(‘) I\‘z .’\7 1‘\3 A 4 /\1

Priklad 2.4 Zvizok klIicov obsahuje 5 podobnych kli¢ov, z ktorych iba jeden otvara urcitu
zamku. Aka je pravdepodobnost’, Ze sa zdmka podari otvorit’:

a) pri nahodnom vybere jedného kl'i¢a na prvy pokus,

b) pri nahodnom vybere dvoch kl'icov az na druhy pokus.

RieSenie. a) Nech jav A znamenda, ze zamku sme otvorili na prvy pokus prvym nahodne

vybranym kI"a¢om. Podl’a klasickej definicie pravdepodobnosti P(A) = % = 0,2.

b) Nech jav A znamenad, ze zamku sme neotvorili na prvy pokus prvym nahodne vybranym
kla¢om. Nech jav B znamena, ze zamku sme otvorili na druhy pokus druhym nahodne
vybranym kl't¢om. Hladame pravdepodobnost’ javu A N B, t.j. prvym kI'icom sme zamku
neotvorili a druhym kIi¢om sme uz otvorili. Podl'a podmienenej pravdepodobnosti bude

P(ANB) = P(A)-P(B/A) = g =1=02

5
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2.4 OPAKOVANE NAHODNE POKUSY

Rozozndvame dva druhy opakovanych nahodnych pokusov:

e Opakované nezavislé pokusy, pri ktorych vysledok kazdého jednotlivého pokusu nezavisi
od vysledku predchadzajucich pokusov. Prikladom takychto pokusov je vyber
s opakovanim.

e Opakované zavislé pokusy, pri ktorych vysledok kazdého jednotlivého pokusu zévisi
od vysledku predchadzajucich pokusov. Prikladom takychto pokusov je vyber
bez opakovania.

2.4.1 Nezavislé opakované pokusy

Veta 2.3 (Bernoulliho schéma)
Nech pravdepodobnost’ nastania javu A je Vkazdom pokuse rovnaka arovna sa
pravdepodobnosti P(A) = p. Potom pravdepodobnost’ Py, toho, Zze pri n pokusoch jav

A nastane prave k —krat (0 < k < n) sarovna Py, = (Z) p*(1 —p)n k.

Pre vypocet Py ,, sluzi v Exceli funkcia = BINOM. DIST (k; n; p; kumulativne), kde argumentu
kumulativne priradime logickt hodnotu FALSE.

Viimnime si, Ze vzorec pre Py, je (k + 1)-vy ¢len binomického rozvoja (p + (1 — p))n,
odtial’ nazov funkcie v Exceli (pozri binomické rozdelenie).

Poznamka 2.4 Ak pocitame pravdepodobnost’ toho, ze pri h pokusoch jav A nastane najviac
k —kréat, potom P(A) =Pyp+Pip+ -+ Py =2, Py

V Exceli hodnota P(A) = BINOM. DIST(k; n; p), kde argumentu kumulativne priradime
logicktl hodnotu TRUE.

Ak pocitame pravdepodobnost’ toho, ze pri n pokusoch jav A nastane aspon  k-krat,
pravdepodobnost’ javu dostaneme ako

P(A) = Pk,n +Pk+1,n + "'+Pn,n =1- (PO,n +P1,n + "'+Pk—1,n) =1 _Z{'{=_11Pi,n-

V Exceli hodnotu P(A) vypocitame pomocou funkcie = 1 — BINOM. DIST(k — 1;n; p), kde
argumentu kumulativne priradime logickt hodnotu TRUE.

Priklad 2.5 Sportovy strelec zasiahne ciel’ (pri kazdom vystrele) s pravdepodobnost'ou 0,85.
Vypocitajte pravdepodobnost’, ze pri 6smich vystreloch bude mat’ v cieli:
a) prave pat zasahov, b) aspon dva zasahy, ¢) najviac 3 zasahy.

Riesenie. Pravdepodobnost’, ze pri 6smich vystreloch bude v cieli:
a) prave pat’ zasahov je

8

Pss = (3)085°(1 - 085)°5 = (¢

5) -0,85% - 0,153 = BINOM. DIST(5; 8; 0,85; 0) =

0,08386;
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b) aspon dva zasahy

— — 8 0 8-0 8 1
Pos+ Pogt o+ Pag = 1= (Pos + Pop) = 1— (1) 085°(1 - 0,85)°° — (1) 0,85'(1 -
0,85)81=1-0,158—-8-0,85-0,15 = 1 — BINOM. DIST(1; 8; 0,85; 1) = 0,999988 ;

C) najviac 3 zasahy

_ (8 8
Pyg + P1,8+P2,8+P3,8_(0 1
g) 0,853(1 — 0,85)8~3 = BINOM.DIST(3; 8; 0,85; 1) =

)0,85°(1 - 0,85)° + (%) 0,85 (1 — 0,85)* +

(‘23) 0,85%(1—0,85)°2 + (
0,002853 .

Priklad 2.6 Pristroj je vyradeny z prevadzky, ked’ sa prepali asponi 5 elektronok prvého typu
alebo aspont 2 elektronky druhého typu. Urte pravdepodobnost’, Ze pristroj bude vyradeny
z prevadzky, ked vieme, ze sa prepali 5 elektronok azZe pravdepodobnost’ prepalenia
elektronok prvého typu je 0,7 a druhého typu je 0,3.

RieSenie. Nech jav A znamena, Ze V pristroji sa prepali 5 elektronok prvého typu. Podla
Bernoulliho schémy dostaneme

5

P = (3

)0,75(1 —0,7)° = 0,7 = BINOM. DIST(5; 5;0,7; 0) = 0,16807.

Nech jav B oznacuje, ze sa prepalia aspon 2 (Cize 2 alebo 3, alebo 4, alebo 5) elektronok
druhého typu. Na zéklade Bernoulliho schémy pravdepodobnost’ javu B je

P(B) = (g) 0,32(1—0,3)% + (g) 0,33(1—0,3)% + (

0,3)° = 1 — BINOM. DIST(1;5;0,3; 1) = 0,47175 .

5
4

5

)0,34(1 —03)! + (5

) 0,35(1 —

Javy A a B su disjunktné, hladame pravdepodobnost’ nastania javu A alebo B, ¢o podla vety
0 pravdepodobnosti stictu je

P(AUB) = P(A) + P(B) = 0,16807 + 0,47175 = 0,63982 .

2.4.2 Zavislé opakované pokusy

Veta 2.4 (Hypergeometrickad formula)

Danych je N predmetov, z ktorych M (0 < M < N) predmetov ma uréity znak (vlastnost).
Z celého mnozstva N predmetov sa nadhodne vyberie n (0 < n < N) predmetov. Nech jav A
znamend, Ze vtomto vybere n predmetov mé prave k predmetov uvaZovany znak. Potom
pravdepodobnost’ javu A je urc¢ena hypergeometrickou formulou

() (2%
()
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Pre vypocet pravdepodobnosti nastania javu A4, t.j. P(A) je v Exceli preddefinovana funkcia =
HYPGEOM. DIST (vzorka_s; vel'kost_vzorky; populacia_s; poCet_pop; kumulativne), kde
parametru vzorka_s priradime hodnotu k, vel'kost_vzorKky je rozsah vyberu n, populacia_s je
M, pocet_pop je celkové mnozstvo N, argumentu kumulativne priradime logicki hodnotu
TRUE.

Priklad 2.7 V nadobe sa nachadza 10 lozisk, z nich 6 je gul'6¢kovych, ostatné su val¢ekové.
Nahodne vyberieme z nadoby bez opakovania 3 loziska. Aka je pravdepodobnost, Ze z nich
dve budu valéekové?

RieSenie. V nasom pripade pocet vSetkych lozisk je N = 10, z nich valcekové si M = 4.
Nahodne vyberieme n = 3 loziska a z nich k = 2 budu val¢ekové. Podl'a hypergeometrickej

formuly dostaneme pravdepodobnost’ javu A — dve loziskd z 3 vybranych su valcekové
4)(L0

P(A) = M = HYPGEOM. DIST(2; 3; 4; 10; 0) = 0,3.

(3)
Ulohy

2.1 Aka je pravdepodobnost’, ze pri hode mincou padne znak? [0,5]

2.2 Aka je pravdepodobnost, Ze pri hode oc¢islovanym Stvorstenom (Cislami 1 az 4) padne ¢islo
1?7 [0,25]

2.3 Aka je pravdepodobnost’, Ze pri hode hracou kockou (¢isla 1 az 6) padne Cislo vacSie nez 4,
mensie nez 4 a rovné 47 E, 0,5; %]

2.4 Hracia kocka typu {1, 1, 1, 2, 2, 3} je kocka, ktord mé na troch stranach 1, na dvoch

stranach 2 a na jednej strane 3. Predpokladajme len 6 mozZnosti jej padu. Aka je
pravdepodobnost’, Ze pri hode touto hracou kockou padne ¢islo 1 a aka je pravdepodobnost’,

ze padne cislo 27 [0,5; %]

2.5 Na policke je ndhodne rozostavenych 10 knih. Aké je pravdepodobnost’, ze urcité tri knihy
st postavené vedla seba? [0,066]

2.6 Chlapec sa hra s pismenami A, A, E, [, K, A, T, M, M, T. Ak4 je pravdepodobnost’, ze
pri néhodnom usporiadani pismen dostane slovo MATEMATIKA? [6,61 - 1076]

2.7 Cislice 1,2, 3,4, 5 st napisané na piatich listkoch. Ndhodne vyberieme tri listky a ulozime
vedl'a seba v poradi, vakom sme ich vybrali. Aké je pravdepodobnost toho, Ze takto
vzniknuté trojciferné ¢islo bude parne? [0,4]

2.8 V ukradnutej penazenke bola aj bankomatova karta. S akou pravdepodobnostou zlodej
na prvy pokus uhadne jej Stvormiestny kod PIN? [0,0001]

2.9 Aka je pravdepodobnost, ze I'ubovolné ¢islo sa kon¢i:
a) patkou; b) nulou; c) parnou ¢islicou? [0,1;0,1;0,5]

2.10 'V meste su Styri krizovatky so svetelnymi semaformi. Kazdy z nich uvoliuje alebo
uzatvara dopravu s rovnakou pravdepodobnostou 0,5. Aka je pravdepodobnost’, Ze auto:
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a) prejde prvou krizovatkou bez zdrzania;
b) prejde prvymi dvoma krizovatkami bez zdrzania;
c) prejde vSetkymi Styrmi krizovatkami bez zdrZzania? [0,5;0,25; 0,0625]

211 V osudi su 4 biele a 3 modré listky. Nahodne vyberieme dva listky. Aka je
pravdepodobnost’, ze budu:

a) obidva biele ; b) obidva modré; ¢) jeden biely a jeden modry? [; ; % ; ;]

212 V zasielke 20 rozhlasovych prijimacov je 10% chybnych. Vypocitajte
pravdepodobnost’, Ze pri predaji 3 prijimacov su 2 bez chyb. [0,269]

2.13  Student si pri skaske losuje 2 z desiatich otazok. Pripraveny je na 6 z nich. Aka je
pravdepodobnost’, ze:
a) bude vediet’ obidve;
b) bude vediet aspon jednu z vylosovanych otazok;
€) bude vediet prave jednu;

d) nebude vediet ziadnu? E ; 1i5 ; 135 ; %]

2.14 Kazdd vzorka vody mé& 10%  pravdepodobnosti toho, Ze obsahuje organicku
znecistujucu latku. Predpokladame, ze vzorky su nezavislé vzhl'adom k pritomnosti
znecist'ujucej latky. Najdite pravdepodobnost’, Ze z 18 vzoriek:

a) prave 2 budu obsahovat’ zne€istujicu latku,
b) aspon 4 vzorky buda obsahovat’ zne¢ist'ujucu latku. [a) 0,284;b)0,098]

2.15 Mlady otec by chcel mat’ syna. Naplanoval si 3 deti. Z dlhodobych Statistik je zname, ze
pravdepodobnost’ narodenia chlapca je 0,51. Aka je pravdepodobnost’, Ze z jeho 3 deti bude
mat’ prave: a) 1 syna; b) 2 synov; c¢) vSetkych 3 synov? [a)0,367;b)0,382,¢)0,133]

2.16 Pravdepodobnost’ narodenia chlapca je 0,515. Urcte pocet deti, aby medzi nimi bol
aspon jeden chlapec s pravdepodobnostou rovnajucou sa aspon 0,99.[7]

2.17 Pri sedemndsobnom nezéavisle opakovanom hode hracou kockou vypocitajte
pravdepodobnost’ toho, ze Sestka padne: a) prave dvakrat, b) aspoii dvakrat, c) najviac
dvakrat. [a) 0,2344;b) 0,33; c) 0,903]

2.18 Pisomna skaska zmatematiky ma péat prikladov. Pravdepodobnost’ spravneho
vypocitania jedného prikladu je 0,8. Aka je pravdepodobnost, Ze Student na skuske
vyhovie, ak na to aby vyhovel, sta¢i vypocitat’ tri priklady? [0,942]

2.19 Pisomku piSe 12 Studentov. Pravdepodobnost, Ze v l'ubovolnom okamihu pracuje
Student sustredene je 0,8. Aka je pravdepodobnost’, Ze v danom okamihu pracuje sustredene
aspon 10 Studentov? [0,5584]

2.20 Klicivost semien ur¢ité¢ho druhu je 0,98. K pokusnym ucelom je zasiatych 10 semien.
Aka je pravdepodobnost’, Ze z nich vykli¢i 8 semien? [0,0153]
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2.21 Liek uspesne lieci ochorenie v 80% pripadoch. Liek sa podava 10 pacientom. Aké je
pravdepodobnost’, Ze sa aspoil 7 z nich vylie¢i? [0,8791]

2.22  Pravdepodobnost’ toho, Zze pri merani danej fyzikalnej veliCiny presiahne chyba
dovolenu odchylku je 0,4. Urobia sa 3 nezavislé merania. Aka je pravdepodobnost’, Ze
chybu, ktora presiahne povolenu odchylku, urobime prave pri jednom merani? [0,432]

2.23 Zle zostaveny automat vyraba 30% nepodarkov. Aka je pravdepodobnost, ze pri
kontrole troch vyrobkov: a) nenajdeme ziadny nepodarok, b) najdeme 2 nepodarky?
[2)34,3%; b)18,9%]

2.24  Podnik vyrdba 70% produkcie prvej triedy kvality. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze V sérii
100 vyrobkov pocet vyrobkov prvotriednej kvality je od 60 do 62? [4%)]

2.25 Student ma vypracovat’ test, ktory obsahuje 10 otdzok a ku kazdej z nich su 4 odpovede,
pricom prave jedna je spravna. Akd je pravdepodobnost, ze Student, ktory latku vobec
nepozna a robi odpovede nahodne, zodpovie spravne aspon 5 otazok? [0,0781]

24



3. NAHODNA PREMENNA

V pravdepodobnostnom priestore (£, S, P ) moze byt’ kazdy elementarny jav ¢iselne hodnoteny.
Toto je mozné opisat’ funkciou X: Q — R.

Priklad 3.1 Urcte, akd bude vySka mojej vyhry pri hadzani hracou kockou pri dodrzani
nasledujucich pravidiel:

— ak hodim pocet bodov 1 alebo 2 vyhravam 2 €;

— ak hodim pocet bodov 3,4,5 vyhravam 5 €;

— ak hodim pocet bodov 6, prehravam 10 €.

Riesenie. Priestor elementarnych javov je Q = {E;, E,, Es, E4, Es, E¢}, kde elementarny jav E;

znamena padnutie poc¢tu bodov i,i = 1,2, ...,6. Pravdepodobnost’ kazdého elementarneho javu

je P(E)=<  Nech jav A={E,E}, B={E;E,Es)}, C={E} Potom ich
3

pravdepodobnosti buda P(4) = E,P (B) = o= %, P(C) = %. Podl'a zadania javu A priradime

Cislo 2, javu B ¢islo 5 a javu C zaporné ¢islo -10. Tym sme ¢iselne ohodnotili kazdy jav. Javy
st ndhodné, teda aj Cisla im priradené st ndhodné. Ak priradime tymto ¢islam zodpovedajuce
pravdepodobnosti, vznikne tzv. nihodna premenna. CiZe vznikne zobrazenie z mnoZiny
elementarnych javov do mnoziny realnych cisel, ktoré mézeme znazornit’ ako

javy |———| dislo

\ Mcihodnd premennd

pravdepodobnost’

Vysku vyhry mozem chapat’ ako funkciu X: O — R definovanu nasledovne X (1) = X(2) = 2,
X(33)=X4)=X(5) =5, X(6) =-10, ¢o mdzeme znazornit’ v tabul’ke

x; (vySka vyhry) 2|3 | —10 | sucet
21| 1
i (pravdepodobnost’ vyhry) | — | = | = 1
pi (pravdep =13 8

Definicia 3.1 Ak je dany pravdepodobnostny priestor (Q,S,P), kde Q je konec¢na alebo
spocitatel'na (tvori postupnost’), potom ndhodnd premenna (nahodna veli¢ina) X je I'ubovolna
realna funkcia X: QO — R . AK je 0 nespocitatel'na, potom zobrazenie X musi byt také, ze
preVx € R:{E € Q:X(E) <x} €S.
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RozliSujeme dva typy ndhodnej premenne;:

e diskrétna ndhodnd premenna — je ndhodnd premenna, ktord nadobuda hodnoty, ktoré
tvoria kone¢nu alebo spocitate'ni mnozinu Cisel;

e spojitd ndhodna premennd — je ndhodna premennd, ktord nadobuda 'ubovolnu hodnotu
z ¢iselného intervalu.

Nahodna premennd bude uplne opisand, ak pozndme obor hodnot, (t.j. vSetky mozné hodnoty,
ktoré nahodna premenna nadobuda) a pravdepodobnosti, s ktorymi tieto hodnoty nadobuda.
(V pripade, ze Q je nespoditatelna, musime poznat’ pravdepodobnost’ javov {E € Q:X(E) <
x}.) Ak pozname tieto informacie, hovorime, Ze je dany zakon rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej premenne;j.

3.1 ZAKON ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI DISKRETNEJ
NAHODNEJ PREMENNEJ

Nech X je diskrétna nahodna premennd, jej obor hodndt je mnoZzina M = {X;, X3, ...Xp, ... }-
Uvazujeme javy: A; — nahodna premenna X nadobtuda hodnotu x, tj. jav 4 = (X = x;),
JaVAZ = (X = xl),jaV A3 = (X = X3), An = (X = xn),

Javy Ay, Ay, As, ... Ay, ... s disjunktné, t.j. A; N A; = @ pre Vi # j. Ozna¢me P(4,) = py,
P(A2) = p2. P(43) =3, ..., P(An) = Pn, ...

Podl’a tretej axiomy pravdepodobnosti pravdepodobnost’ zjednotenia tychto javov bude
P(A;UA,U..UA,U..)=P(A)+P(A)+-+P(A,) +

Zjednotenie tychto javov je isty jav, preto P(I) = py +py + -+ p, + -+, CiZe

P() = ipi =1.
i=1

Zakon rozdelenia pravdepodobnosti mdze byt zadany:

1. tabul'kou — radom rozdelenia pravdepodobnosti

Xi| X1 | X2 | X3 Xn 2

Pi | P1| P2 P3| s Pl . 1

a
N R

pre x = 2,4,6,8
2. matematickou formulou, napriklad p(x) =

0 inak
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3. graficky

pi pi
L]
L]
L]
L]
' l
X X X X X : X X X X X .
12 3 4 s 1 2 3 4 75 i
bodovym grafom pali¢kovym grafom
pi pi
' S : X X X X X
X ook i 1 2 3 4 5  Xi
polygénom histogramom

Priklad 3.2 Pre aku hodnotu

c

si nasledujuce

funkciami diskrétnej nahodnej premennej X ?

1 X
c-|— x=0,1234
a) p(x)= (4)
0 x#0,1234

funkcie pravdepodobnostnymi

1

b) p(x)= C'(ij x=012,...

0

x#0,12, ...

RieSenie. Aby funkcia p(x) = 0 vyjadrovala zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej
premennej X formou matematickej formuly, musi platit’, ze stcet vSetkych pravdepodobnosti
je rovny jednej (pravdepodobnosti istého javu). Na zaklade toho:

sl <503 -

ROROR

)

1 1 1 1 4 +4° + 47 + 441
=C- 1+Z+_+_+4_4 =C- =C-

4
341 256
y =C=—
4 256 341
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1 1 4 3

=Cc-l-——=Cc--=C-—=>C=—

L1 3773 2

4 4
, , 1 1 y s . . D
Vyraz v zatvorke l+z +4—2+F+4—4+... mozno vyjadrit’ ako sucet nekonecnej geometrickej
postupnosti 1,— 111 ktory je urCeny vztahom s=a ! kde a, je prvy c¢len
141421431441"‘1 I'YJ y 1 1_q 1 1.] p y

) . 1
postupnosti a, =1 a kvocient q = % preto S = 1~—1.
1- =
4

V zadani a) ndhodna premennd X mdéze nadobudnut’ 5 réznych hodnét 0, 1, 2, 3, 4, kazda
41 (1Y

s pravdepodobnostou p(X)z %(Z) , kde x =0,1,2,3,4 je konkrétna hodnota nahodne;j

premennej X. V zadani b) nahodna premenna X nadobuda hodnotu Pubovolného celého

nezaporného Cisla X s pravdepodobnostou p(X) = % . (%) :

Priklad 3.3 Nech nahodna premenna X znamend minimalnu hodnotu padnutych bodov
pri hode dvoma hracimi kockami. Najdite zakon rozdelenia pravdepodobnosti danej nahodne;j
premennej X.

RieSenie. Priestor elementarnych javov znazornime graficky:

) oo|leo o|j®®

®1[°®|]| ®||ee||e®|]|2S

® 1.1 1.2 138 1% 1.9 1.6

9] 2.1 22 2 24 2,5 2,6
L S 2 > . =

90 3.1 3,2 3,3 3.4 3.5 3.6

:: 4,1 42 43 44 45 4,6
") A, . o

.Q. 5.1 §2 5.3 54 5,5 5.6

26 i L =

ee) 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

28

Obor hodndét ndhodnej premennej X je mnozina M = {1,2,3,4,5,6}. Pravdepodobnosti
uré¢ime podla klasickej definicie pravdepodobnosti P(X =1) = % , PX=2)= 316, atd’.

Vysledky zapiSeme do tabul'ky a dostaneme zakon rozdelenia pravdepodobnosti.
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Skontrolujeme, ¢i je sucet vSetkych pravdepodobnosti rovny ¢islu 1.

X123 |4|5]|6|Y

11,9 7|5 3|1 36
o e e

36 36 3636|3636 36

3.2 DISTRIBUCNA FUNKCIA NAHODNEJ PREMENNEJ

Nech je X T'ubovol'na ndhodna premenna (diskrétna alebo spojitd).

Definicia 3.2 Distribu¢nou funkciou (niekedy aj zdkonom rozdelenia pravdepodobnosti)
nazyvame funkciu F:R - R:Vx € R:F(x) = P(X < x), kde P(X<x) je kumulativna
pravdepodobnost’.

Poznamka 3.1 V niektorej literatara distribu¢na funkcia sa definuje vzt'ahom F(x) =
P(X < x).

Priklad 3.4 Nech X je diskrétna ndhodna premenna s oborom hodnét M = {x;, x5, X3, x4 }.
Vyjadrite distribuénd funkciu nahodnej premennej X, ktorej zékon (rad) rozdelenia
pravdepodobnosti je dany tabul’kou:

Xi | X1 | X2 | X3 | X4 |2

Pi|P1|P2|P3|DPs|

Pre kumulativnu pravdepodobnost’ P(X < x), t.j. distribu¢nt funkciu F plati:

x < X Fx)=PX<x)=P(@®)=0

X1 <x<x, FxX)=PX<x)=PX=x1)=p,

X <x<x3 Fx)=PX<x)=P((X=x)VX =x,) )=PX =x) +P(X =

X;) =1+ D
X3Sx <Xy, F)=PX<x)=P((X=x)V(X=2)VX =x3)) =P(X =x;) +
PX=x)+PX =x3)=p;+p2+Dp;3

X4 <X Fx)=PX<x) =P((X=x)VX =x)V(X = x5 )V(X = x,) ) =
PX=x)+PX=x)+PX=x3)+PX=x,)=p,+p,+p5+
pa=P)=1

Zuvedené¢ho vyplyva, ze distribuénd funkcia diskrétnej ndhodnej premennej X je dana
viacpredpisovou funkciou:

0 pre x < xq;

D1 prex; < x < Xxy;
F(x) =<p1+tp2 pre x; < x < Xx3;

P1t P2t P3 prexs = x <Xy

1 prex, < x
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Palickovy graf radu rozdelenia pravdepodobnosti p(x) a graf distribu¢nej funkcie F(x) danej
diskrétnej ndhodnej premennej X je znazorneny na obr. 3.1.

r Fix)
pix)

Obr. 3.1 Grafické vyjadrenie vztahu medzi p(x) a F(x)

Ak je nahodna premenna X diskrétna, potom jej distribu¢na funkcia F je vzdy ,,schodovita®
(neklesajuca) funkcia, ktord je nespojitd vo vSetkych bodoch X;, ktoré odpovedajui moznym
hodnotam tejto premennej. SKok v bode x; sa rovna hodnote p; = P(x;). Distribu¢na funkcia F
Jj€ sprava spojita.

Veta 3.1 Vlastnosti distribu¢nej funkcie:

1. preVvx€R:0<F(x)<1;
2. lim F(x) =0;
X——00
3. limF(x) =1;
X—00
4 Pl‘erl,xz ER:X1 < x2 ﬁP(xlﬁXsz) =F(x2)—F(X1)

Priklad 3.5 Nech X je diskrétna nahodna premenna s distribu¢nou funkciou

0 pre x<-2;
0,2 pre —2<x<0;
0,7 pre 0<x<2;
1 pre x> 2.

F(x)=P(X <x) =
Vyjadrite zakon rozdelenia pravdepodobnosti takto definovanej ndhodnej premenne; X
pomocou jej pravdepodobnostnej funkcie.

RieSenie. Grafické vyjadrenie zadanej distribu¢nej funkcie je na obr. 3.2.
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F(x)

0,7 |

0,2 : X

-1 1 2

Obr. 3.2 Graf distribucnej funkcie F(X)

Skoky v bodoch x; v distribu¢nej funkcii F(x) st rovné hodnotdm hl'adanej pravdepodobnosti

p(x)=P(X =x;), prislichajucej konkrétnym hodnotdm X, ndhodnej premennej X. Preto

vieme zo

zadania distribu¢nej

funkcie F(x) vyjadrit pravdepodobnostnu tabulku

s pravdepodobnostami p(x), prisluchajucimi jednotlivym hodnotam, t.j. -2, 0, 2, ktoré moze

nahodna premenna X nadobudnut’:

X 2 0 2 |y
p; 0,2 0,5 0,3 1
Z P, 0,2 0,7 1 -

Grafické znazornenie rozdelenia pravdepodobnosti p(x) je na nasledujiicom obr. 3.3.

0,2

17 p(x)

0,5
0,3

-1

1 2

Obr. 3.3 Palickovy graf pravdepodobnostnej funkcie p(X)

Priklad 3.6 Urcte kumulativne pravdepodobnosti ndhodnej premennej X, ktord znamena
minimalnu hodnotu padnutych bodov pri hode dvoma hracimi kockami.

RieSenie.

Kumulativne

pravdepodobnosti  vyjadrime  doplnenim  d’alSieho riadku

pravdepodobnostnej tabul’ky z prikladu ¢ 3.3.

X 112 3 4]/56 Y
b 119 7|5 3|1 36_1
' 3636|3636 36 36|36

112027323536
kumulativna pravdepodobnost’ | — | — | — | — | — | —
36 136 36|36 36|36




Priklad 3.7 Medzi 40 vyrobkami je 5 nepodarkov. Nech ndhodna premenna X znamena pocet
nepodarkov medzi 3 ndhodne vybranymi vyrobkami. N3jjdite zakon rozdelenia
pravdepodobnosti danej ndhodnej premennej X ajej distribuéna funkciu. Aka je

pravdepodobnost’ toho, ze takto definovana nahodné premenna nadobudne hodnotu mensiu ako
2?

RieSenie. Pri rieSeni zadanej ulohy v Exceli je mozné vyuzit’ funkciu =HYPGEOM.DIST. Jej
pouzitie je zobrazené na obr. 3.4.

2 " 066245 | 0,30111 | 0,03541 | 0,00101

kumulativoe
0,6624% | 0963%6 | 0,99899 1
| pravdepodobnosti

Obr. 3.4 Vypocet hodnét p(X) a F(X) realizovany v Exceli

Pravdepodobnost’ toho, Zze ndhodna premennd X nadobudne hodnotu mensiu ako 2 je rovna
distribu¢nej funkcii (resp. kumulativnej pravdepodobnosti) v ¢isle 1, preto jej velkost' bude
na zéklade vytvorenej tabul’ky rovna 96,4%.

P(X<2)=PX<1)=F(1) =0,96356 (96,4%)

Priklad 3.8 Pravdepodobnost’ vyrobenia nepodarku je 0,1. Vyrobime 4 vyrobky. Nech ndhodna
premenna X znamend pocet nepodarkov medzi vyrobenymi vyrobkami. N3jdite zakon
(tabulku) rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X. Kolko nepodarkov vyrobime
S najvacsou pravdepodobnost’ou?

RieSenie. Tabulka — zakon rozdelenia nahodnej premennej X je na obr. 3.5. Na vypocet
jednotlivych pravdepodobnosti v Exceli pouzijeme funkciu =BINOM.DIST.

A B c D E F g
X 0 1 2 3 a4 3
p[ =BINOM.DIST(B1;4;0,1;0) =BINOM.DIST|C1;4;0,1;0) =BINOM.DIST(D1;4;0,1;0) =BINOM.DIST{E1;4;0,1;0} =BINOM.DIST{F1;4;0,1;0) =SUM{B2:F2) ]

A B = D E l F G

1 X 0 1 2 3 a )3
p | 0651 02916 0,048 0,003 0,0001 1 l

=

(]

ra

Obr. 3.5 Vypocet hodnét p(X) realizovany v Exceli

Z vypocitanej tabulky moZno precitat, Ze nahodna premennd nadobudne s najvéacSou
pravdepodobnost'ou (65,61%) hodnotu 0, t.j. s najvdc¢Sou pravdepodobnostou nebude medzi
vyrobenymi 4 vyrobkami ani jeden chybny.
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3.3 HUSTOTA (ZAKON ROZDELENIA) SPOJITEJ NAHODNEJ
PREMENNEJ

Definicia 3.3 Ndhodnd premennéd X s distribu¢nou funkciou F sa nazyva spojita, ak existuje
takd integrovatena funkcia f(x), ze pre Vx € R plati: F(x) =P(X <x) = f_xoo f(t)dt.
Funkciu f (x) nazyvame hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.

J®)
)

* 5 3

Obr. 3.6 Graficka interpretacia vztahu F(x) = P(X < x) = f_xoof(t) dt

Veta 3.2 Nech X je spojita nahodna premenna s distribuénou funkciou F. Nech a, b st realne
Cisla. Potom hustota f rozdelenia pravdepodobnosti X ma tieto vlastnosti:

() =0

=1

. f(x) = F'(x) (okrem bodov nespojitosti funkcie f);
Pl@a<X<b)=Pla<X<b)=Plas<X<b)=Pla<X<b)=[ f(x)dx.

~ w0 DN

Poznamka 3.2 Prva a druha vlastnost’ hustoty je nutnou a postac¢ujucou podmienkou k tomu,

aby funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia pravdepodobnosti nejakej spojitej nahodnej
premennej X.

Poznamka 3.3 P(X = x,) =0 ak x, € R.

fio T

f(x) =0
fix)
' a b % ;
P(a<X<b)= [, f(x)dx P(X = x4) = 0

Obr. 3.7 Graficka interpretacia viastnosti hustoty f(x)
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Priklad 3.9 Uréte ¢ tak, aby dvojpredpisova funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia
. , , 0,6 +cx® pre x e (—11)
pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej X : f(x):
0 prexe(-11).

Vypocitajte jej distribu¢nu funkciu a smerodajni odchylku.

Riesenie. Od funkcie f(x) ako hustoty rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej
premennej X vyzadujeme, aby bola nezaporna, t.j. jej graf lezal nad Xx-ovou 0sou a sucasne,
aby plosny obsah pod grafom bol rovny jednej, preto mdézeme pisat’

1—mf(x)dx—_lodx+1(06+cx2)dx+w0dx— 06x+c-X3 1 —06+C— —06+c-(_1)3 —
- ] 1= foaxsffo Jodx=]06xre-7 ] ~08+5-|-06+e 5 |-

1,2+§c 3121,2+§C < ¢c=-0,3.

0,6—0,3x” pre x e (-1,1)

. Graf takto definovanej funkcie je zobrazeny na
0 pre x & (~1,1)

Po dosadeni f (X) = {

nasledujicom obréazku 3.8.

()

TS y

A ] ]
T | |
1

2 3

Obr. 3.8 Graf funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X
0,6—0,3x pre x e (—11
0 pre x & (—11)

Distribu¢na funkcia je definovana nevlastnym integralom, vyjadrujicim ploSny obsah

pod krivkou funkcie hustoty ohranicenej sprava ¢islom X: F(x) = I f (t)dt.

X e(-o,~1): F(x)= IOdt=0

t3

-1 X X
xe(-11): F(x)= det+j(o,6—o,3t2)dt=o{o,et—o,3-3} —0,6x—0,1x° -
1 -1

—00

(-0,6+01)=-01x*+0,6x+0,5
1 1 M 3 1

x € (Loo): F(x)= [odt+ [(0,6-03t? dt + [Odt {o,et—o,s-ﬂ =06-01-(-06+01)=1
—o 1 1 -1
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Vysledok stru¢ne zapiSeme:

0 pre x<-1
F(x)=1-01x* +0,6x+05 pre -1<x<1
1 pre x >1

Graf distribu¢nej funkcie je na nasledujucom obrazku 3.9.

. . ./ | X

-3 -2 -1 1 2 3

Obr. 3.9 Graf distribucnej funkcie F(X) prislichajicej nahodnej premennej X s hustotou
0,6 —0,3x* pre x e (-11)

ravdepodobnosti f (X)=
Praveep ) {O pre x & (—11)

3.4 CISELNE CHARAKTERISTIKY

Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej su Giselné twidaje, ktoré poskytuji zakladna
predstavu 0 nahodnej premenne;.

Ciselné charakteristiky nahodnej premennej mozno rozdelit na skupiny:

e Charakteristiky polohy (strednd hodnota, modus, median, kvantily);
e Charakteristiky variability (disperzia, smerodajna odchylka);

e V3eobecné charakteristiky (momenty);

e Charakteristiky symetrie

e Charakteristiky koncentracie.

3.4.1 Charakteristiky polohy

3.4.1.1 Stredna hodnota — Mean — EXPECTED VALUE (o¢akavana hodnota) — E (X)

Stredna hodnota nahodnej premennej — oznacuje sa E(X) je Cislo, ktoré opisuje, okolo ktorej
hodnoty na ¢iselnej osi su sustredené samotné hodnoty nahodnej premennej X.

Definicia 3.4 Pre diskrétnu nahodn premennu stredna hodnota je ¢islo E(X) = Y x;p;,
pre spojiti nahodnu premennt je E(X) = ffooo xf (x)dx (za podmienky, ze rad, resp. integral
existuje).
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Veta 3.3 Nech X,Y st nahodné premenné, a,b,c € R. Potom vlastnosti strednej hodnoty
nahodnej premenne;j su:

1. E(c) =c;

2. E(aX+b) =aEX) + b;

3. EX+Y)=EX)+E().

Priklad 3.10 Nech rozdelenie diskrétnej nahodnej premennej X je dané tabul'kou:

x| 2 |0 ]|1]4] 6

p; 002501 c|03]0,175

N4jdite konstantu ¢ a stredni hodnotu ndhodnej premennej X.

RieSenie. Aby dana tabul'ka bola zdkonom rozdelenia diskrétnej ndhodnej premennej X, musi
platit, ze ¥?_, p; = 1. Odtial’ dostaneme, e ¢ = 0,4.

Stredna hodnota diskrétnej nahodnej premennej X bude &islo EX) =3Y>,x - p; =
(=2).0,025+0.0,1 + 1.0,4 + 4.0,3 + 6.0,175 =2,6.

Priklad 3.11 Nech je dana hustota rozdelenia spojitej ndhodnej premennej X:

Flx) = {Sx x € (0,2);

inak N4jdite konstantu ¢ a stredni hodnotu ndhodnej premennej X.

RieSenie. Podla vlastnosti hustoty rozdelenia spojitej nahodnej premennej nutnou
a postacujicou podmienkou, aby dana funkcia bola hustotou rozdelenia spojitej nahodne;j

premennej X je, aby f(x) = 0a [ f(x)dx = 1.

Z prvej podmienky dostaneme, Ze ¢ = 0 a z druhej podmienky mame:

ffooof(x)dx = f_Ooof(x)dx + fozf(x)dx + fzoof(x)dx = f_Ooo Odx + foz cxdx +
%) 272

fz O0dx = foz cxdx = [%]0 = 2c¢ = 1, odkial’ dostaneme pre konstantu ¢ = %

%x x € (0,2);

Teda hustota rozdelenia pravdepodobnosti bude dana funkciou f(x) = {
0 inak

Graf funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X je na obr. 3.10.
Stredna hodnota tejto nahodnej premennej X je
E(X) = fjooo xf(x)dx = f_ooo xf(x)dx + foz xf(x)dx + fzoo xf(x)dx = foz x%xdx =

2
1 02 1 [x3 4
=) xzdx=—[—] =-
270 2031y 3
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()

[O=es
[o%)
N
o)

El(X)

|
—
—

%x x €(0,2)

Obr. 3.10 Graf funkcie hustoty pravdepodobnosti f(x) = {
0 inak

nahodnej premennej X a jej strednd hodnota E(X)

Poznamka 3.3 Pri uréovani strednej hodnoty E(X) hladame x-ovi hodnotu taziska hmotnej
plochy pod krivkou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 3.12 Vypocitajte stredntt hodnotu nahodnej premennej X s hustotou pravdepodobnosti

f(x)= 0,6—-0,3x* pre X€<—1,1>.
0 pre x ¢ (-11)

RieSenie. Na zaklade definicie strednej hodnoty
) -1 1 o 1

E(X)= [x- f(x)dx=[x-0dx+[x-(06-03x? Jax-+[x-0dx = [0,6x~0,3x dx =
—0 - -1 1 -1

2 it o
106X —03* | —03-03_[03-03:CU") g
2 "4, 4 4

Stredni hodnotu E(X) vieme ur¢it aj priamo zo symetrie grafu funkcie hustoty
pravdepodobnosti nahodnej premennej X, obr. 3.11.

f(x)
1__
/- \ X
| | A A | |
! ! hd T ! !
-3 -2 -1 H(X) 1 2 3
0,6 -0,3x* pre x e (—11)
Obr. 3.11 Graf funkcie f (x) = md os symetrievx =0,
0 pre x & (-11)

preto strednd hodnota E(X) =0
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3.4.1.2 Modus - MODE

Definicia 3.5 Ak X je diskrétna nahodna premenna, potom modus (Mo(X)) je t4 hodnota
nahodnej premennej, ktord ma najvacsiu pravdepodobnost’, t.j. je to najpravdepodobnejsia
hodnota X. Ak X je spojita nahodna premennd, potom jej modus (Mo(X)) je ¢islo, v ktorom
ma jej funkcia hustoty pravdepodobnosti f (x) ostré lokalne maximum.

Poznamka 3.4 Ak nahodnd premennd nema modus, hovorime, ze ndhodnd premennid ma
antimodalne rozdelenie, ak ma jeden modus, nahodna premennad ma monomodalne rozdelenie,
ak ma dva modusy, ndhodna premennd ma bimodalne rozdelenie a ak existuji viac ako dva
modusy, hovorime, Ze ndhodna premennd ma polymodalne rozdelenie.

fix)
It flx)
—
o é Mo, Mc X
" ( / 0 _')
Antimodalne rozdelenie Bimodalne rozdelenie

Obr. 3.12 Nahodna premenna nemusi mat' vzdy iba jeden modus

Priklad 3.13 Ngjdite modus nahodnych premennych X; a X,, ak ndhodna premenna X; je

0,6 prex=1;
{sana . 0,2 prex=2; , , )
popisana pravdepodobnostnou funkciou p(x) = _ a ndhodnd premenni X,
0,2 prex=3;
0 inak;
1
ma hustota pravdepodobnosti f(x) = {Ex x €(0,2);

0 inak

RieSenie. Nahodna premenna X; je diskrétna — jej modus je rovny hodnote 1, ktorda sa
vyskytuje s najvacsou pravdepodobnost'ou. Modus spojitej nahodnej premennej X, je rovny 2,
nakol’ko hustota rozdelenia pravdepodobnosti ma v Cisle 2 ostré lokalne maximum.

Priklad 3.14 Najdite modus spojitej nahodnej premennej X s funkciou hustoty
%xz prex € (—2,1);

pravdepodobnosti f(x) = {
0 inak

RieSenie. Spojitd ndhodna premenna X ma bimodalne rozdelenie, jej funkcia hustoty
pravdepodobnosti f(x) nadobtda ostré lokalne maxima v bodoch x = —2 a x = 1, ako mozno
vidiet’ na obr. 3.13. Ma preto dva modusy Mo, (X) = —2 a Mo,(X) = 1.
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f(x)

-0
—_ -0\
X

-3 -2 -1 2 3
. Ix2 xe(=21)
Obr. 3.13 Ndhodnd premenna X ma funkciu hustoty f(x) =4 3 Pl
0 inak

3.4.1.3 Median - MEDIAN

Definicia 3.6 Median Me(X) spojitej nahodnej premennej X je hodnota, pre ktoru plati
F(Me) = P(X < Me) = f_Mojf(x)dx = % . Geometricky vyznam je zobrazeny na obr. 3.14.

fix)]

Me x

Obr. 3.14 Graficka interpretdcia medidnu
3.4.1.4 Kvantily spojitej nahodnej premennej

Definicia 3.7 Nech X je spojitd nahodna premenna, nech F(x) je jej distribu¢na funkcia, ktora
je rastica na mnozine M(podmnozine R). Nech distribu¢na funkcia zobrazuje mnozinu M
na interval (0,1). Potom inverzni funkciu k tej Casti tejto distribu¢nej funkcie, ktora je
definovand na mnoZine M, nazyvame kvantilovou funkciou spojitej ndhodnej premennej X
a oznacujeme F~1(x).

Definicia 3.8 Nech F~! je kvantilovd funkcia nihodnej premennej X. Potom &islo
x, = F71(a), kde a € (0,1) sa nazyva a-kvantil spojitej nahodnej premennej X.

Poznamka 3.5 Pre a-kvantil ndhodnej premennej X plati x, = F~1(a) & F(x,) = a. Preto
kvantll x0'5 je medién, tJ x0'5 = Me(X)

fix)]

X
o X

Obr. 3.15 Graficka interpretacia a-kvantilu

a je pravdepodobnost’ ,nalavo*“ od x, (velkost ,zlava ohranicenej“ plochy pod hustotou
rozdelenia).
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Definicia 3.9 Kvantil x,,5 sa nazyva prvy alebo dolny kvartil, x,s stredny kvartil alebo
medidn, x, ;5 treti alebo horny kvartil nahodnej premennej. Kvantily xq4,Xg2, ..., X090 Sa
po rade nazyvaju prvy decil, druhy decil, ..., deviaty decil. Kvantily xq 01, %002, .-+, X099 SQ
po rade nazyvaju prvy percentil, druhy percentil, ..., deviat'desiaty deviaty percentil.

Priklad 3.15 N4jdite dolny kvartil nahodnej premennej, ktorej hustota je

Flx) = {%x x €40,2);
0 inak
RieSenie. Podla definicie dolny kvartil je xg,5 = F~*(0,25). Distribu¢na funkcie takto
0 x € (—x,0);
definovanej nahodnej premennej je F(x) = f_xoo%tdt = % x €(0,2);
1 x€(2, ).

Na intervale (0,2) existuje k funkcii F(x) inverzna funkcia F~1(x) =+/4x,x € (0,1).
Na zéklade uvedeného, dolny kvartil x,,5 = F~(0,25) =/4-0,25=1.

Poznamka 3.6 Vypocet kvantilov vybranych rozdeleni v Exceli je bliz§ie uvedeny na stranach
99, 108, 110 al113.

3.4.2 Charakteristiky variability

3.4.2.1 Disperzia—rozptyl - VARIANCE - D(X)

Charakteristikou variability ndhodnej premennej je disperzia, ktora urcuje rozptylenost’ hodnot
nadhodnej premennej okolo jej strednej hodnoty. Je definovana ako priemer druhych mocnin

odchylok od priemeru, t.j. je dana nasledovnym vztahom D(X) = E [(X —EX ))2].
Pre diskrétnu ndhodnt premennti X rozptyl sa da vyjadrit ako D(X) = ¥;(x; — E(X))Zpl-
a pre spojiti nahodnt premennu X rozptyl sa rovna D(X) = ffooo (x — E(X))2 f(x)dx.

Veta 3.4 Nech X je nadhodna premenna, kde a, b, ¢ st konstanty , potom disperzia (rozptyl) ma
nasledujuce vlastnosti:

1. D(c)=0,
2. D(aX +b) = a’D(X),
3. D(X) = E(X?) — [E(X)]? (veta 0 vypocte).

Cim vadsia je disperzia, tym viac koliu hodnoty ndhodnej premennej okolo strednej hodnoty.

3.4.2.2 Standardnd (smerodajnd) odchylka — STANDARD DEVIATION - a(X)

Definicia 3.10 Druhda odmocnina z disperzie nahodnej premennej X sa nazyva smerodajna
odchylka (Standardna odchylka, stredna kvadratickd odchylka). Oznacuje sa o(X)

aplatio(X) = /D(X).
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Priklad 3.16 Diskrétna ndhodna premenna X je dana tabulkou:

x;|-2] 13| 4] 6

p;01/03(04|0,15|0,05

Vypocitajte rozptyl a smerodajni odchylku ndhodnej premennej X.

RieSenie. Pre zjednodusenie vypoctov priklad rieSime pomocou Excelu. Vytvorime funkciu
¢iastocného sucinu, ktort kopirujeme do potrebnych buniek. Na urcenie suctu moézeme pouzit’
preddefinovani funkciu =SUM. Pri vypoéte disperzie D(X) pomocou definicie je
pri kopirovani potrebné uzamknut' bunku, ktora obsahuje vypocitana strednii hodnotu E (X)
nadhodnej premennej X, vV naSom pripade to bola bunka G3. Smerodajni odchylku definovanu
ako druhu odmocninu z hodnoty disperzie vypocitame funkciou =SQRT alebo umocnenim
na . Vypocet v Exceli je zobrazeny na nasledujiicom obr. 3.16.

A B C D E F G
1 xi -2 1 3 4 6 5
2 pi 0,1 0,3 0,4 0,15 0,05 =SUM(B2:F2)
3 xi*pi -B1°B2 =c1*C2 =D1*D2 =E1*E2 =F1*F2  =SUM(B3:F3)
4 xi"2*pi =B172%B2 =C172%C2 =D172°D2 =E1°2*E2 SF1°2*F2  =SUM(B4:F4)
5 |(xi-E(X)}*2*pi (B1-5G$3)~2*B2 =(C1-5G53)"2*C2 =(D1-$GS3)~2*D2 =(E1-$GS$3)"2*E2 =(F1-$GS$3)"2*F2 =SUM(B5:F5)
6
7 =G3
8 =G4
9 =G5 - vypocet podl'a definicie
10 =88-B7°2 | - vypocet podla vety o vypocte
1 =SQRT(B9)
A B C D E F G
1 xi -2 1 3 4 6 3
2 pi 0,1 0,3 0,4 0,15 0,05 1,00
3 xi*pi -0,2 0,3 1,2 0,6 0,3 2,20
4 |xir2*pi 0,4 0,3 3,6 2,4 1,8 8,50
5 (xi-E())"2%pi \ 1,76 0,43 0,26 0,49 0,72 3,66
6
7 E(X)92,20
8 E(x~2)8,50
i D(X)3,66
10 D(X)3,66
1 o(x)41,91

Obr. 3.16 Vypocet realizovany v Exceli

Disperzia ndhodnej premennej X je D(X) = 3,66 a smerodajna odchylka o(X) = /3,66 =
1,91.

Priklad 3.17 Nech je dana spojitd ndhodna premenna X pomocou funkcie hustoty
—gx pre x € (=3,0);
0 inak

pravdepodobnosti  f(x) ={ . Najdite rozptyl asmerodajni odchylku

nahodnej premennej X.
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RieSenie. Najprv musime vypocitat’ strednti hodnotu
EX) = [ xf(x)dx = f__oix - 0dx + f_03x : (—g) xdx + fooox -0dx = —%fozxzdx =

2 [x31° 2 3 3y _ 2. _
5L, = 5@ - =g =2
Rozptyl (disperzia) D(X) spojitej ndhodnej premennej X je definovany ako D(X) =

SO (x - E(X))Zf(x)dx, preto

D(X) = f_oooo(x — (—2))2f(x)dx = f__oi(x + 2)%-0dx + f_03(x + 2)?%- (— g) xdx + fooo(x +
2)%-0dx = —%f_OB(x +2)% - xdx = —%f_OB(x2 +4x +4) - xdx = —%f_o3(x3 + 4x% +

o 2xt x3 x21° 2 (-3)* (=33 ) 1) _ 1
4x)dx——;[:+4?+47]_3——3(0—( L4 Er 12 (-3)9)) =3,

Disperziu mézeme vypocitat’ aj pomocou tretej vlastnosti disperzie, t.j. vety o vypoéte D(X) =
E(X?) — [E(X)]?.

E(X?) = [~ x?f(x)dx = f__:; x? - 0dx + f_03 x? - (—%) xdx + fooo x% - 0dx = —gf_03 x3dx =

2 [x41° 1 14 4 9
R CRICORES

9 1
D(X) =§— (—2)2 = E

Priklad 3.18 N4jdite rozptyl a smerodajnti odchylku nahodnej premennej X z prikladu 3. 12.

RiesSenie. Funkcie hustoty pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X je

06-03x* pre xe(-11) ‘

f (X) = . Jej stredna hodnota E(X) = 0. Podl'a definicie rozptyl
0 pre x & (—1,1)

D(X )= _T(x— E(x)) - f(x)dx =_J'l(x—0)2 ~0dx+j(x—o)2 -(O,6—O,3x2)dx+T(x—0)2 -0dx =

1 3 !
= [(0.6x ~0.3x* )x :[0,6~%—0,3-X€} =(0,2-0,06—(~0,2—(~0,06)))=0,28 .
]

-1

Potom smerodajné odchylka o(X )=+/D(X)=4/0,28=0,53.

3.4.3 Vseobecné charakteristiky — momenty

Definicia 3.11 Nech k je prirodzené ¢islo. Nech X je diskrétna nahodna premenna, potom k-ty
zadiatoény moment premennej X sa definuje ako z, (X) = ¥; x¥ - p;, ak X je spojita nahodna
premenna s hustotou f, potom k-ty zaciatoény moment premennej X sa definuje ako z, (X) =

f_oooo xKf(x)dx.
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Definicia 3.12 Nech k je prirodzené ¢islo. Nech X je diskrétna nahodna premenna, potom k-ty
centrdlny moment premennej X sa definuje ako ¢ (X) = Xi(x; — E (X))k p;, ak X je spojita
nahodna premenna s hustotou f, potom k-ty centralny moment premennej X sa definuje ako

6eX) = [ (x - E() f)dx.

Veta 3.5 Nech existuju k-te zaciato¢né a centralne momenty nahodnej premennej X, k € N.
Potom centrdlne momenty sa daja vyjadrit’ pomocou zaciato¢nych:

1. ¢,=0;

2. ¢, =2z, — 2z

3. ¢3=2z3— 32,2, +223;

4. ¢, =z, — 4232, + 62,27 — 3z7.

Priklad 3.19 Diskrétna ndhodna premenna X je dana tabul'kou:

x| 2|13 4 6

Pi 011 013 014 0,15 0,05

Vypocitajte prvé styri zaciato¢né a centralne momenty ndhodnej premennej X.

RiesSenie. Pri rieseni v Exceli je efektivne vytvorit’ vlastné funkcie a pouzit’ ich kopirovanie
do vybranych buniek — obr. 3.17. Pri kopirovani vyuZijeme uzamknutie stipcov B aC,
Vv ktorych st zadané hodnoty x; a k nim prisluchajice pravdepodobnosti p;.

AN | I | § {1 Il | | o
1 X » e KA2%, DL AT M LX) [ ELXNA 2 " (- LX), (- E{X)|*a*p
J b 01 «f2%°c2 SSHZAIPS02 “SBIAS*SCY ~SB2MSC2 «(502.50510)%502 «(SN2.5S0510)22°502 «1502 50510044502 45825051000 %5¢C2
) 1 01 “BA%CH  SSHIAZPSCE «SONARRSCT «SBIMYSCE (50350810760 «(SO3-SDS10)4 2S00 «(583.50510)43*SCH~{$B2-50510)A4*5C)
4 ) 04 “arca “SBARIECA <SHAMISCA SSBAMTSCA (504505101504 «(SNA-SOS10)A2*504 «(SHL 505100 3 SCASBA. 505 10)M*5CA
“ ) 0,1% “BETCH  SSBLAZPSCH «SESAETSCE SSRLAMSES «(SH5-S0510)78C5 «(SD5-SDS10)A2*S0h «(SA5 505101434 SCH -S04 505 10)*5Ch
" 6 0,0% Bt SBOA2S0H «SHEAI*SCH ~SARA*SCO «(S06-SDST101"SCH «(S06SD510)A2*506 «(SHE- 50510043 5CH-{SB6-SD510)M*SCh
I3 X'ASUM(C!:C‘I UMD 106) «SUMIETAER) «SUMFLFG)=SUMIGLGH]  «SUMHZ6) SSUMI116) “AUM(IT6) SUM{KLKG)
"
" ¢ def podls ety
10 SUMIDLIDE) 32 Co X =g=SUMH Y HG) 0
1} J-S5UMILLLG) CX=DX)f=SUM[11116) 01101082
12 SUMIFLFG) Cy X JeSUN| L UG) DI2-1*DIL* D10 2701043
1 SUMIGTION) Lo SUMXKTIKG) SOLADI2*DI0G DI 1*D10A2 A% D10M

A B C D E F l G H | J K

1 X P X*p x"2*p x"3°p,  xMp (x-E(X))*p, (x-E(X))"2*p, (x-E(X))"3*p, (x-E{X))"4*p,
2 04 0,8 1,6 0,42 1,764 -7,4088 31,11696
3 03 0,3 0,3 0,36 0,432 -0,5184 0,62208
4 3,6 10,8 324 0,32 0,256 0,2048 0,16384
5 2.4 9,6 38,4 0,27 0,486 0,8748 1,57464
6 18 10,8 64,8 0,19 0,722 2,7436 10,42568
7 83 307 1375 ] 2.86 4,104
8
9 z def. z def odla ve
10 ¢(X)
11 ¢,(X)=D(X)
12 c,(X) -4,104
13 c,(X) 43,9032

Obr. 3.17 Vypocet realizovany v Exceli
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Priklad 3.20 Nech je dana spojitd ndhodna premenna X pomocou funkcie hustoty rozdelenia
3,2
. — €(—2,2 .y s e .
pravdepodobnosti  f(x) = {16x prex € ). Vypocitajte prvé Styri zaciatoné
0 prex & (—2,2)

a centralne momenty ndhodnej premennej X.

RieSenie. Najprv vypocitame zaciato¢né momenty.

_(® 1.3 245 _ 32 3 _i[x_] _
z,(X) _f—oox 6~ dx—16f_2x dx_16 al_, =0
(X)_foo Zid _ifz 4d —i—i_z _ 12
22 T X XX = g )X x_16_5__2_15
(0= [ 2t Lxdx = 2 [ fdx = 2[9] =0
23 T X XX T g o X x_16_6__2_
(X)_f°° 4.3 d _ifz Sd —i_ﬁ_z _ 48
Z4 T X XX T e o X x_16_6__2_49'

Centralne momenty vypocitame podl'a vety 3.5 pomocou zaciatoénych momentov.
c1(X)=0

c2(X) = 2,(X) = 2 (X) = =

12
c3(X) = 23(X) = 32,(X)z;(X) +223(X)=0—-3-—-0+2-03=0

15
ca(X) = 2,(X) — 425(X) 2, (X) + 62,(X)Zz2(X) — 324 (X) = g —4:0-0+6- g .02 —
3.0 ==
. =
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3.4.4 Charakteristiky symetrie

Koeficient Sikmosti — skewness
Koeficient $ikmosti sa oznaCuje a(X) a charakterizuje symetriu rozdelenia nahodnej
premennej X. Definuje sa ako podiel treticho centralncho momentu a tretej mocniny

C3 C3

smerodajnej odchylky nahodnej premenne;j. Je to teda Cislo a(X) = 50 - T

Geometricka interpretacia koeficientu Sikmosti a jeho vztahu so strednou hodnotou, modusom
a medianom pre spojitd nahodnu premennd je v nasledujucej tabul'ke:

Graf funkcie hustoty je
symetricky nesymetricky
zoSikmenie doprava zoSikmenie dol'ava
(vrchol vpredu) (vrchol vzadu)
. AN \
II' E \I
A4 S v \
V.li(oeﬁ;:‘len(tx) ; >0 <0
o m“;e‘ “ (kladny) (zaporny)
vzt’ah medzi E(X) = Mo Mo < Me < E(X) E(X) < Me < Mo
E(X), Mo, Me = Me (Castejsi vyskyt (Castejsi vyskyt vacsich
mensich hodnot) hodnot)

3.4.5 Charakteristiky koncentracie

Koeficient $picatosti — kurtosis

Koeficient Spicatosti charakterizuje Spicatost, strmost rozdelenia ndhodnej premennej X,
Cy Cy
3.

oznacuje sa B(X) a je definovany vztahom B(X) = 700 3= 2200

Koeficient Spicatosti porovnava Spicatost’ grafu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti, resp.
polygénu so Spicatostou krivky normalneho (Gaussovho) rozdelenia stou istou strednou
hodnotou a disperziou, aki ma porovnavana nahodna premenna.

Gaussova krivka

Obr. 3.18 Geometrickd interpretdcia koeficientu Spicatosti
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Spicatost’ slizi ako miera koncentracie hodnot ndhodnej premennej okolo jej strednej hodnoty.

Priklad 3.21 Vypocitajte koeficient Sikmosti a Spicatosti diskrétnej nahodnej premennej X
danej pravdepodobnostnou tabul’kou:

X 1 2 3 4 5

P; 005 | 01 | 025 04 0.2

RieSenie. Riesenie v Exceli je zobrazené na nasledujicom obr. 3.19.

A P C D 3 F
1 X P, xi*pi (xi<E(X))"2*pi (Xi-E(X))*3*pl (xi=E(X)) 4% pi
2 1 0,05 [ =A2*B2 =(SA2-$BS$8)A2*$B2 =(SA2-SBS8)A3*S$B2=(SA2-5B$8)74* $BD\
3 2 0,1 =A3*B3  =(SA3-SBS8)A2*$B3 =(SA3-SBS8)A3*$B3=(SA3-5BS8) Y SR3
4 3 0,25 =A4*B4  =(SA4-SBSB)A2*$B4 =(SA4-SBS8)AI*$BA=(SA4-SBS8) 4" SBA
5 4 0,4 =A5*B5  =(SA5-SBS8)A2*$B5 =(SAS5-SBS8)A3*SBS=(SA5-SBS8) 4% $BS
6 5 0,2 =A6*B6  =(SA6-SBS8)A2*$B6 =(SA6-SBS8)A3*SB6=(SA6-5BS8)4* SB6
7 =SUM(B2:B6\cSUM(C2:C6)  =SUM(D2:D6) =SUM(E2:E6) =SUM(F2:F6) /
8
9
10 =SQRT(B9)
11 =£7/81073
12 =F7/B1074-3 l
A A B C D r F
1 X; P xi*pi  (xi-E(X))*2*pi (xI-E(X))*3*pi (xI-E(X))*4*pi
2 1 005 (0,05 0,338 -0,8788 2,28488 \
3 2 0,2 0,256 -0,4096 0,65536
4 3 0,75 0,09 -0,054 0,0324
5 a4 1,6 0,064 0,0256 0,01024
6 5 1 0,392 0,5488 0,76832
7 \3,6 1,14 -0,768 3,7512 /
8
9
10
11
12

Obr. 3.19 Vypocet realizovany v Exceli

Tvar rozdelenia pravdepodobnosti a jeho suvislost’ s hodnotou koeficientu Sikmosti a $picatosti
mozeme vidiet’ na nasledujucom obr. 3.20. Koeficient Sikmosti a(X) = —0,63096 ndm hovori,
ze zoSikmenie je negativne, tj. je Tlavostranne zoSikmené. Koeficient Spicatosti
B(X) = —0,11357 je zaporny, a preto mozno tvrdit’, Ze rozdelenie pravdepodobnosti skimane;
diskrétnej ndhodnej premennej X je plochejsie ako Gaussova krivka.
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5

0,45 0,45

0,4 0,4 A

0,35 0,35

0,3 0,3 / \
. 0,25 . 0,25 / \
Pt 0,2 P! 0,2 \7

0,15 0,15 /

0,1 0,1 4./{

0,05 - I 0,05 -

0 —:I . . . . 0 . . . .
1 2 3 4
xi

Obr. 3.20 Grafické zobrazenie rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X pomocou

., palickového “ grafu a polygonu — v Exceli zobrazené pomocou ponuky Viozit' grafy

Priklad 3.22 Diskrétna ndhodna premenna X je dana pravdepodobnostnou tabul’kou:

X -3 0 1 3 4

pi 01 0,4 0,3 0,15 0,05

Vypocitajte jej charakteristiky variability, symetrie a koncentracie.

RieSenie.
Disperzia D(X) = 2,93, smerodajnd odchylka o(X) = 1,71, koeficient 8ikmosti
a(X) = —0,23, koeficient $picatosti S(X) = 0,35.
Riesenie v Exceli je zobrazené na nasledujucom obr. 3.21.
(4] A | ® | c D E
X P (xi-E{X))"2*pi (xi-E(X))*3*pi (xi-E(X))*4*pi

=(SA2-5B58)"2*5B2
=(5A3-5B58)"2*5B3
=($A4-5BS8)"2*5B4
=(SA5-5B58)"2*5B5
=(5A6-5B58)"2*5B6
=SUM(C2:C6)

=(SA2-5BS8)"3*5B2
=($A3-$B$8)"3*$B3
=($A4-$BS$8)"3*$B4
=($A5-5B$8)"3*5B5
=(SA6-5B58)"3*5B6
=SUM(D2:06)

=($A2-5B58)"4*5B
=($A3-5B58)"4*$B3
=($A4-5B58)"4* 584
=($A5-5B5$8)"4*$B5
=($A6-5B58)"4*$B6

=SUM(E2:E6

O 00 N OO B W N
5 W - O

D(X)=f=

10 oX)=|=sqrT(B9)
11 a(X)=|-07/81073
12 B(X)=\=E7/B10%4-3 l
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A B C D E
1 X, P, (xi-E(X))*2*pi  (xi-E(X))*3*pi  (xi-E(X))*4*pi
2 -3 0,1 4 1,33225 -4,8627125 17,74890063
3 0 0,4 0,169 -0,10985 0,0714025
4 1 0,3 0,03675 0,0128625 0,004501875
5 3 0,15 0,828375 1,94668125 4,574700938
6 4 0,05 0,561125 1,87976875 6,297225313
7 1 \ 2,9275 -1,13325 28,6967312y
8 E(X)= 0,65
9 D(X)={2,9275
10 o(X)
11 a(X)

12 B(x)={0,34841

Obr. 3.21 Vypocet realizovany v Exceli

cx prex € (0,2);
0 prex & (0,2)
spojitej nahodnej premennej X. Najdite ¢islo ¢, modus, disperziu a smerodajna odchylku
nahodnej premennej X. N4jdite a zndzornite distribu¢ni funkciu nahodnej premennej X.

Priklad 3.23 Nech f(x) ={ je hustota rozdelenia pravdepodobnosti

N4jdite a graficky znazornite nasledujuce kvantily: median, x4, X0 77-

RieSenie.

1. Aby sme funkciu f(x) mohli nazvat’ hustotou rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej
premennej X, musi pre nu platit™

a) [ f()dx = 1;
b) prevx € R:f(x) = 0.

o 0 2 0 2 x21? 1
1=.f f(x)dxzf 0dx+fcxdx+f dezfcxdxzc —| =2¢c =2 c==
—o —o0 0 2 0 2 0 2

()

-1 1

2 O

%x prex € (0,2);

0 prex &(0,2)
pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.

Obr. 3.22 Graf funkcie f(x) = { , ktord je hustotou rozdelenia

Vidime, Ze je splnena aj druha podmienka, t.j. Ze f(x) = 0 pre Vx € R (Ziadna ¢ast’ grafu
funkcie f(x) nelezi pod x-ovou osou).
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2. Modus spojitej nahodnej premennej X Mo(X) je definovany ako ¢islo, v ktorom
funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti tejto spojitej nahodnej premennej X nadobuda
svoje ostré lokalne maximum. Z grafu funkcie f(x) na obrazku 3. 22 vidime, ze funkcia ma
hladany extrém v Cisle x = 2, preto Mo(X) = 2.

3. Disperziou alebo rozptylom D(X) spojitej ndhodnej premennej X nazyvame druhy
centrdlny moment c,(X), tj. pocitame c¢,(X) = ffooo(x —E (X))k f(x)dx pre k=2,
Pri vypocte k-teho centralneho momentu vSak potrebujeme vzdy poznat’ stredni hodnotu E (X)
nahodnej premennej X. T4 je definovana ako prvy zaciato¢ny moment p,(X). Preto ako prvé

pocitame k-ty zaciato¢ny moment z, (X) = f_oooo x*f(x)dx pre k = 1:

(o] 0 2 o 2
1 1
EX)=2z(X) = ]xlf(x)dx= jx-de+jx-§xdx+Jx-de=]§x2dx
—00 —00 0 2 0
1[x37° 1 4
_ 2|12 — 23y = &
_2l3 . 62 ~0=73

Potom disperzia:

[0e]

DX) = ¢, (X) = j(x——) F0)dx

— 00

0 2 2 2 by 2
= [(x-3) o+ [ ( 5) gt [ (x=3) oa
= x 3 X X 3 2xx X 3 X
o 0
2 2 2
_j< 4 _1j +6> d_lf(3 82+16 )d
= X 3 xx > x x xx—z x 3x 9x x
0 0 0

36— 64+32 2
9 9’

433 920

1[x* 8x3 16x 1 64 32
=§(4‘—+ )

1
9 9 2

Poznamka 3.7 Na vypocet disperzie je mozné tiez pouzit vztah D(X) = E(X?) — [E(X)]?.

E(X?) pocitame ako druhy za¢iatoény moment:

o 0 2 o 2
1 1
E(X?) =2z,(X) = szf(x)dx= sz-de+Jx2 -Exdx+fx2-0dx =J5x3dx
—0 —0c0 0 2 0

1 x42_1(16 0)—2
204 2\4 B
0
42
DX)=2—|~| ==
®=2-[]
4. Smerodajna odchylka s =,/D(x) = \/gz % = 0,4714.
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5. Distribuéna funkcia F (x) nahodnej premennej X je definovana pre vSetky realne ¢isla X
ako nevlastny integral F(x) = f_xoo () dt.

xe(—»,0): F(x)= [° 0dt=0

29X 2
xe(02): F(x) = [° 0dt+ [ stdt=0+3]] =2(*-0)=%
0

2
x € (2,0): F(x)= f_"det+f02§tdt+f2"0dt=o+§[§]o =2(22-0)=1

Vypocitané zapiSeme nasledovnym spdsobom:

0 pre x € (—,0);
X2
F(x) = - pre xe (0,2);

1 pre x € (2,00).

Mozno konStatovat’, tato trojpredpisova funkcia je na celom definicnom obore, t.j. na mnoZzine
R spojita, nezaporna, neklesajuca ajej obor hodnot F(x) € (0,1) preVx € R. Jej graf
mdzeme vidiet’ na nasledujucom obrazku 3.23.

“F()

-3 -2 -1 1 2 3

0 pre x € (—x,0);
Obr. 3.23 Graf distribucnej funkcie F(x) = x:z pre x €(0,2); prislichajucej hustote
1 pre x € (2,);
rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X s prepisom f(x) =

{%x prex €(0,2);
0 prex &(0,2).

6. Vypocet kvantilov: X ;55 X 5045 X 077
Najznamej$im kvantilom je median Me , ktory oznaCujeme tieZ X , ;. Jeho hodnota deli interval

hodndt spojitej nahodnej premennej na dva rovnako pravdepodobné intervaly a plochu, ktora je
ohranicena grafom hustoty pravdepodobnosti a X-ovou osou na dve €asti s rovnakym ploSnym

obsahom. Plati P(X < Xo,s): P(X > x015)=%, ¢o je vyjadrené pomocou funkcie hustoty
Me

pravdepodobnosti ako J-f(x)dx= I f(x)dx:%, resp. priamo pomocou distribu¢nej funkcie
Me

—o0

F(Xo,s):%'

50



e 1
-!EXdX_ 5

1

%[Xz]:“ =3 /-4
Xo5 =2
Xo5 = +4/2

resp.

x 2
F(.X'O‘s) = 0;1-5 = E
x0'52 =2 = x0'5 = i\/i

Hodnotu X,

nakol’ko —+/2 ¢(0,2)!

=2 vylucime,

Obr. 3.24 Zobrazenie medidnu X5

T fix)

=2 na grafe funkcie

hustoty pravdepodobnosti f(x) a na grafe distribucnej

funkcie F(x)

Aj kvantily x,,, @ X, (tj. Stvrty asedemdesiaty siedmy percentil) je moZzné vyjadrit

pomocou funkcie hustoty pravdepodobnosti, resp. pomocou distribu¢nej funkcie:

Xo,04 1 4
j —xdx =
2 100

1[ - 100

2 16
Xooa = m
Xeos = 0,16
Xoos =% 0,16 =+0,4
resp.
xo,o42
F(x004) = =4 = 0,04

XO‘042 = 0,16

XO‘04 = i\/ 0,1 = i0,4‘
Pozor!
~0,4 ¢ (0,2) = x4 = 0,4

fix)
1__
P= 0,04
X
| | L
1 1 T
-1 Xops 1 2
Fix)
1__
x
. 0,04 | |
1 1 1
-1 xg, pa 1 2

Obr. 3.25 Zobrazenie 4. percentilu x,,, = 0,4 nagrafe
funkcie hustoty pravdepodobnosti f(x) a na grafe distribucnej
funkcie F(x)
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A fix)

—XdX=—
5 2 100
1 T x

Spefr=n e : L
4 100 -1 1 Xgrr2

2 308

Xo1 = m

x§'77 =3,08

Xo7 = /3,08 =1,755

—1,755 € (0, 2) -1

Obr. 3.26 Zobrazenie 77. percentilu x,,7 = 1,755 na grafe

funkcie hustoty pravdepodobnosti f(x) a na grafe distribucnej
funkcie F(x)

Kvantily je mozné ur¢it’ tiez pomocou kvantilovej funkcie F~1 , ktora je inverznou funkciou
k distribu¢nej funkcii F, nakolko hodnoty F~'(a) pre a € (0,1) su definované ako
a - 100%-n¢ kvantily.

Vypocet kvantilovej funkcie je nasledovny:

Ked'Ze inverzna funkcia existuje iba k funkcii, ktord je prosta, t.j. k funkcii, ktord ma ta
vlastnost’, Ze k jej dvom réznym hodnotdm argumentu prislichaju vzdy dve rézne funkcné
hodnoty, musime vybrat' iba ti ¢ast’ distribuénej funkcie F, ktora tito vlastnost’ spifia. Volime

2
F(x) = x: pre x € (0,2) — na danom intervale je funkcia rastica, teda prosta. Z grafu mézeme

vidiet, Ze tato parcialna funkcia zobrazuje interval (0,2) na interval (0,1). Nakolko plati
H(F)=D(F™Y) a D(F) = H(F™1), hladame kvantilovt funkciu F~1(a) =? pre a € (0,1).
Parameter « je znamy a volime ho z intervalu (0, 1), t.j. robime tzv. « rez na zvolenej Casti
distribu¢nej funkcie, obr. 3.27.

2
Obr. 3.27 Zobrazenie « - rezu distribucnej funkcie F(x) = x: definovanej pre x € (0, 2)
2
Kvantilova funkciu F~1(a) uréime riesenim rovnice a = F(x,) = %"‘ S neznamou X, pricom
Xq Je a-kvantil rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X a @ € (0, 1).

2
a= x4—“ = x, = V4a ,nakol’ko —V4a & (0,2).
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Porovnanim definiénych oborov a oborov hodnét vieme rozhodnut, ze F~!(a)=V4a

pre a € (0,1). Graf kvantilovej funkcie F~(a) =+v4a pre a € (0,1) mdzeme vidiet
na nasledujicom obr. 3.28.

-1

Obr. 3.28 Zobrazenie grafov distribucnej a kvantilovej funkcie, ktoré su navzajom inverzné

Pre jednotlivé kvantily potom plati:

Xo5 = Me = F71(0,5) = /40,5 = \/2;

X004 = F71(0,04) = \/4 0,04 = \/0,16 = 0,4;

X077 = F71(0,77) = /40,77 = /3,08 = 1,755.

cx prex € (—3,0);
0 prex & (—3,0).
spojitej nahodnej premennej X. Najdite Cislo ¢, modus, strednt hodnotu, disperziu a smerodajnti
odchylku nahodnej premennej X. Najdite funkény predpis distribu¢nej a kvantilovej funkcie
ndhodnej premennej X a zobrazte ich graficky. Najdite a graficky zndzornite median. Urcte
pravdepodobnost’ toho, Ze nahodna premenna X nadobuda hodnoty z intervalu (—2, —1).

Priklad 3.24 Nech f(x) ={ je hustota rozdelenia pravdepodobnosti

RieSenie.
1. Funkcia f (x) musi spiiat’ nasledujuce vlastnosti:

a) [T fedx = 1;
b) prevx € R: f(x) = 0.

o -3 0 ) 0 x21° 9
1=f f(x)dxzf 0dx+f cxdx+f de:fcxdxzc— =—=c
-0 —o0 -3 0 -3 2 -3 2
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2

ZapiSeme f(x) = {_Ex pre x € (=3,0); . Plati aj f(x) = 0preVx €R, tj. ziadna Cast’
0 inak

grafu funkcie f (x) neleZi pod x-ovou osou.

f(x)

4 2/3
\ X

o) I
1 hd I 1 I 1 1
-4 -3 -2 -1 1 2 3

Obr. 3.29 Graf funkcie hustotou rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X

Poznamka 3.8 Plosny obsah plochy pod priamkou vyjadrujucou hustotu pravdepodobnosti
na intervale (—3,0), t.j. plosny obsah trojuholnika so zakladfiou a = 3 a vyskou v, =§ je

2

X 3.2
, av,

rovny S = 2“ = —23 = 1.

Pomocou grafu funkcie hustoty pravdepodobnosti vieme najst modus Mo(X). Vidime, Ze
funkcia f(x) nadobuda svoje ostré lokalne maximum v ¢isle x = =3, preto Mo(X) = —3.

Stredna hodnota E(X) ndhodnej premennej X je definovana ako prvy zaéiatoény moment
z,(X) :

[} -3 0 e} 2
EXX)=2z,(X) = ]xf(x)dx= Jx-de+ jx-(—g)xdx+Jx-de=—§fx2dx
—0oo —co -3 0 0
) ZlXT - L0 (3 =27 = 2
93], 27 27 '

Poznamka 3.9 Hodnota E(X) musi lezat' v intervale, v ktorom je funkcia hustoty
pravdepodobnosti nenulova, t.j. E(X) = —2 € (=3, 0).

Disperzia D(X) spojitej nahodnej premennej X je definovana ako druhy centralny
moment ¢, (X). Pocitame c,(X) = ffooo(x - E(X))Zf(x)dx.

D) = () = [ (x= (-2)*FG)dx =

-3 0

= f(x+2)2-0dx+ f(x+2)2-(—g)xdx+f(x+2)2'0dx=
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0 0 0

2 2 2
=—§f(x+2)2-xdx=—§f(x2+4x+4)-xdx=—§ f(x3+4x2+4x)dx

-3 o -3 -3

2 [x* x3 x? 2 (=3)* (-3)3 1
=S| ta— 4| =—Z(0- (4 4 2-(=3)?) | ==

9l4+ 3" 2]_ 9(0 e )> 2

Disperzia vypog&itana pomocou zac¢iatoénych momentov: D(X) = E(X?) — [E(X)]>.

E(X?) = [ x*f(x)dx = f__; x% - 0dx + f_03 x? - (—S) xdx + fooo x%-0dx = —gf_03 x3dx =

RIS R Y

2
9 2 1
Potom D(X) = i (—=2)* = >

Poznamka 3.10 Disperzia (rozptyl) ndhodnej premennej X musi vyjst’ vzdy kladné ¢islo.

sy . , 1 1 1 J2 V2
Smerodajna (3tandardn) odchylka s = ./D( X) = /_ = - X _XZ
2 V2 V2 V2 2

Distribu¢na funkcia F (x) nahodnej premennej X je definovana pre vietky realne ¢isla x ako
nevlastny integral F(x) = f_xoo f(t) dt.

Prex € (—o,—3): F(x) = 0.

. _ -3 X 2 _ 2 ~X _ 2 [t2 x _
Prex € (=3,0): F(x)= [ _0dt+ [, (—5) tdt=—>[  tdt = _5[?]_3 =
1o ovay_ 1o oy 1%
;= (3N =—C(F-9N=1-=-
Pre x € (0,): F(x) = 1.
0 pre x € (—oo,—3);
Struéne zapiSeme F(x) =< 1 — % pre x € (—3,0); a zobrazime graficky:
1 pre x € (0, )
R
X
_|4 _I3 _|2 _|1 i é

Obr. 3.30 Graf distribucnej funkcie F(x)

Poznamka 3.11 Distribuéna funkcia je vzdy na celom svojom definicnom obore, t.j.
na mnozine R spojita, nezaporna a neklesajuca a jej obor hodnot je (0, 1) .

55



Kvantilova funkciu F~! je inverznou funkciou k distribuénej funkcii F. KedZe inverzna
funkcia existuje iba k funkcii, ktora je prosta, t.j. k funkcii, ktora ma ta vlastnost’, Ze k jej dvom
roznym hodnotam argumentu prisluchaji vzdy dve rozne funkéné hodnoty, musime vybrat’ iba

ta Cast distribuénej funkcie F, ktord tito vlastnost spifia. Volime F(x)=1— % pre
x € (—3,0) — na danom intervale je funkcia rastuca, teda prosta. Z grafu F(X) moézeme vidiet’,
7e tato parcialna funkcia zobrazuje interval (—3,0) na interval (0,1). PretoZze plati
H(F)=D(F™Y) a D(F) = H(F™1), inverzna funkcia k F(X), na intervale (—3,0), nazyvana
kvantilové funkcia F~1(a), bude definovana pre a € (0,1).

2
Fry=1- %je prosta na (—3,0) = existuje K nej inverzna F~1

D(F) =(=3,0)=H(F™)

H(F) =(0,1) = D(F™1)

Flx=1-%
9
9x =9 — y?
y2=9—9x
odkial’
y=1v9—9x

Porovnanim defini¢nych oborov a oborov hodnét vieme rozhodnut,, Ze kvantilova funkcia je

F~1(a) = —V9 — 9a pre a € (0,1).

F()

34
Obr. 3.31 Zobrazenie kvantilovej funkcie F~1(a) = —v9 — 9a, a € (0,1)

Median Me znacime tieZ x, 5 (znadi tiez piaty decil aj patdesiaty percentil).
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Nasleduju tri sposoby vypoctu:

Me vyjadreny pomocou

plosného obsahu pod krivkou
hustoty pravdepodobnosti f(x):

D
I

Me vyjadreny pomocou
distibu¢nej funkcie F(x):

"
| Fix)
=

Me vyjadreny pomocou

kvantilovej funkcie F(x):

TFew

7 Xo '

plosng obsah pod krivikon od -3 po X 5

je rovny 0,5

9
Xes —9 = %
9
Xg,s = E
3
Xos = _E
3
(hodnota — & (—3,0)).
5 #(-30)

1 Xo s>
S q_Zos
2 9
x0’52 _ 1
9 T 2
v —_3
0,5 \/E
3
(hodnota — & (—3,0)).
5 #(-30)

/ ;(:_».-ln»:‘l‘:w Flx)=0,

[N

vypocitame
funkéna hodnotu
funkcic £ ()
voa—035

Poznamka 3.12 Median Me, rovnako ako akykol'vek kvantil, musi lezat’ v intervale, v ktorom
je funkcia hustoty pravdepodobnosti nenulova, t.j. v intervale (-3,0).

Pravdepodobnost’ toho, Ze ndhodnd premenna X nadobuda hodnoty z intervalu (—2,—1),
mozeme vypocitat pomocou hustoty pravdepodobnosti alebo pomocou distribucnej funkcie.

Plati P(a<X <b) = [ f(x)dx=[F(x)];=F(b)-F(a). Potom P(-2<X<-1)=

[ —txdx= —3["7]: = -1~ (-2)?| =1 alebo P(-2<X<-1)=F(-1)—

2= 1] -

2t
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cx prel < x < 4;
0 inak

spojitej ndhodnej premennej X. Najdite ¢islo €. Najdite funkény predpis distribu¢nej funkcie
nahodnej premennej X a zobrazte jej graf. UrCte prvy decil a zobrazte ho na grafe distribucne;j
funkcie. Aka je pravdepodobnost’, Ze nahodna premenna X nadobtida hodnoty od 2 po 3?

Priklad 3.25 Nech f(x) ={ je hustota rozdelenia pravdepodobnosti

15

=—Cc =
2

4
RieSenie. 1 = f_"zof(x)dx = f_loo 0dx + f14 cx dx + f4°° 0dx = ff cxdx =c [%2]1

c=—.

15

2
Po dosadeni f(x) = {Tsx prex € (1,4); .
0 prex ¢ (1,4)

()

/ X

. . ? I I
1

2 3

I Nge R
W

Obr. 3.32 Graf funkcie hustoty pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X
Ur¢ime distribu¢nu funkciu F(x) .
Pre vx € R plati F(x) = [*_f(¢) dt.
X
x € (—,1): F(x)= f 0dt=0

2

x € (1,4): F(x) = f_IOOOdHflxls

_ 2121 1, ,
tdt—0+E[?]1—E(x —1)

94
x € (4,0): F(x) = f_looOdt+f1412—5tdt+fdet=0+%[%] =4 -1 =1
1

0 pre x € (—oo, 1);
Struéne zapiSeme F(x) = 1—15 (x2—1) prex €(1,4);
1 pre x € (4, ).
F(x)
1__
X
— S

Obr. 3.33 Graf distribucnej funkcie spojitej nahodnej premennej X
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Vzhl'adom na zadanie prikladu, prvy decil ur¢ime pomocou distribu¢nej funkcie, t.j. hodnotu

TR . v , 1
distribu¢nej funkcie polozime rovnu e

10

Xo1 = — /% + 1 nam nevyhovuje. Prvy decil xy, = ’% + 1 je zobrazeny na nasledujicom

obrazku 3.34.

F (xo,1) = % (xollz — 1) =L 5 Xo1 = T ’% + 1, pricom zo zadania prikladu vyplyva, ze

_F(x)

01 x

Obr. 3.34 Kvantil x ; zobrazeny na grafe distribucnej funkcie spojitej nahodnej premennej X

Pravdepodobnost’ toho, ze ndhodnéd premenna X nadobuda hodnoty od 2 po 3 je mozné urcit
ako plochu pod grafom funkcie hustoty pravdepodobnosti f(x) medzi 2 a 3 alebo priamo ako
rozdiel hodnét distribu¢nej funkcie F(x) vx = 3 ax = 2.

Pravdepodobnost’ vyjadrena ako plosny
obsah:

Pravdepodobnost’ vyjadrena ako rozdiel
hodnét distribu¢nej funkcie:

P(2<X<3) P(2<X<3)=F@B3)-F(2)
32 2 3 2 X23 1 5 1 5 8 3
—]Exdx—ﬁ xdx—gljl 15( ) 15( ) 15 15
12 1 i 1 : _1
2o 2292y = 3
=67 -29 =3
fix)
t P2<X<3)

Priklad 3.26 Urcte C tak, aby dvojpredpisova funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia
cx? pre x e (—11);

pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X : f(X) =
0 pre xe(-11).

Vypocitajte jej strednit hodnotu a smerodajnu odchylku.
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RieSenie.

© _ - 1
1=:[Of(x)dx=J‘lde+jlcx2 dx+!0dx= O{C'Xgl +O=E‘[x3]i1 =%.(13 —(—1)3)=§c —~c=

—00

3.2
= -11
Graf funkcie f(x)= 5, X PrEX e (-11)

0 prexe(-11)

modzeme vidiet’ na nasledujicom obrazku 3.35.

PN

—_— 0

. _ Ex2 pre x e (-1,1)
Obr. 3.35 Graf funkcie hustoty pravdepodobnosti f(x)=1 2
0 prexg(-11)

nahodnej premennej X

Stredna hodnota:

E()= | 7 b3, % 3t 3T 3
x)_jx-f(x)dx_jx-de+jx-§x dx+jx-0dx_§jx dx_E- T =2 %], =
—» w0 e 1 e )

=3t~ (-1))=0.

Smerodajna odchylka:

Najskor je potrebné vypocitat’ rozptyl
0 -1 1 ©
D(x)= [(x—E(x))* - f (x)dx = [ (x—0)* - 0dx+[ (x—-0F .gxz dx+ [ (x~0) -0dx =
2 1

—00 —00

3, 3[x] 3 3 5\ 3
o3]S Spe -2 be-tar)-E.

Potom smerodajné odchylka s = ,/D(x) = \/g .
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3.5 NORMOVANA NAHODNA PREMENNA

Definicia 3.13 Hovorime, Ze nahodna premenna X je normovana nahodna premenna, ak jej
stredna hodnota je nula a disperzia jeden, t.j. E(X) = 0aD(X) = 1.

Veta 3.6 (o transformdcii normdlnej premennej na normovanit)
Nech X je ndhodna premenna, pre ktort existuje E(X) a D(X) # 0. Potom nadhodna premenna

_X-E(X) _X-EX) . ¢ dhodnd ’
= S163) = () J€ normovana nanodna premenna.

Poznamka 3.13 Koeficienty Sikmosti a Spicatosti sa daji vyjadrit pomocou normovanej

_ 3 _ 4
nahodnej premennej aj nasledovne a(X) = E (X;X(;()) X)) =E (Xaggf)) - 3.

Ulohy
3.1 Dopliite chybajicu hodnotu pravdepodobnosti p;, aby tabulka vyjadrovala zakon
rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premenne;:
a) |x;| -1 2 |3| 4 5 6
p; 1 0,14 | 0,13 0,20 | 0,11 | 0,24

2|3

X 1
b) i
6

pi

Nl R b
Nl | o

d [ x [0 |[1]2 |3 |4

N | x |o] 1 2 3
p; 0,36 | 0,38 | 0,14

9 | x [-1]0] 1|2
P, 01|04 |0,4

SREIEILEIE
p; 10,1]0,2 0,201

2
a)0,18; b)g‘ c)0,16; d)0,2; €)0,6; £)0,12; g)0,1; h)0,4
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3.2 Rozdelenie nahodnej premennej X je dané pravdepodobnostnou funkciou

c-(uj x=0123
p(x)= 4 -
0 x#0,123

Urcte hodnotu ¢ a napiste pravdepodobnostnu tabulku.

2 6—X 36— X 6 6-1 6-2 6-3 6 5 4 3
l: X) = C:|——|=C- — =C:| —+ + + =C:|—+—+—+—
[ ;p() ; [ 4 j = 4 (4 4 4 4 j (4 4 4 4)

18 9
=c-—=C--=>C=—
4 2 9
X, 0 1 2 3 2
28 25 |za|23| ,
' 9 4 9 4 9 4 9 4 1

3.3 Nech X je diskrétna nahodna premenna dana tabul’kou rozdelenia pravdepodobnosti:
X; -1 1 3 5 7

1 0,2 0,3 0,2 0,2 0,1
Vypocitajte stredni hodnotu, disperziu, smerodajnti odchylku, koeficient Sikmosti

a Spicatosti ndhodnej premennej X. Vypocitajte pravdepodobnost’ P (g <X< 5).
[E(X) =2,4; D(X) = 6,44; o(X) = 2,54; a(X) = 0,28; B(X) = —1,03; P (§ <X< 5) =
05]
3.4 V miestnosti je 34 0sOb, z nich je 7 zien. Nahodne vyberieme 4 osoby. Nech X je nahodna
premennd, ktord znamena pocet zien medzi 4 vybranymi. Zostrojte zadkon rozdelenia

pravdepodobnosti takto definovanej ndhodnej premennej X. Vypocitajte kumulativne
pravdepodobnosti, strednt hodnotu a disperziu X.

[ Pravdepodobnostna tabul’ka:

i o [ 1 [ 2 3 & [ 3
pi| 03784| 0,441 0,1589 0,0204| 0,00075
kumul. pi 0,3784] 0,82| 0,9789| 0,9992 | —

E(X) =0,823529, D(X) = 0,594527]

3.5 Nech nahodna premenna X je definovana ako pocet padnutych Sestiek pri piatich hodoch
hracou kockou. Zostrojte zakon rozdelenia pravdepodobnosti takto definovanej nahodne;j
premennej X. Vypocitajte kumulativne pravdepodobnosti, stredni hodnotu a smerodajni
odchylku X.

[ Pravdepodobnostna tabul’ka:
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Xi

1

2

3

4
pi| 04019/ 0,402| 0,1608| 0,0322| 0,00322|

5

2

| kumul. pi| 0,4019/ 0,804| 0,9645| 0,9967| 0,99987

0,00013| 1
| =

E(X) = 0,83333, 6(X) = 0,83333]

3.6 V sérii 27 vyrobkov je 8 nepodarkov, z ktorych nahodne vyberieme 6 vyrobkov. Nech

nahodna premenna X znamena pocet nepodarkov medzi vybranymi. Zostrojte zakon

rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X. Vypocitajte kumulativne
pravdepodobnosti, stredntt hodnotu X.
Pravdepodobnostna tabul’ka:
Xi 0 1 2 3 4 5 6 >
pi| 0,0217| 0,31426| 0,3666| 0,1833| 0,0404| 0,0036( 9,5E-05 1
kumul. pi| 0,0917| 0,40592| 0,7726| 0,9559| 0,9963| 0,9999 1| -=-eee-

E(X) = 1,77778]

3.7 Medzi kovovymi skrutkami sa nachddza 6 so zaoblenou a 4 s plochou hlavou. Ndhodne

Z nich vytiahneme za sebou 5 kusov, pricom kazdy raz po vytiahnuti skrutku vratime
a premiesame. Nahodnou premennou X je pocet vytiahnutych skrutieck so zaoblenou
hlavou. N4jdite:

a) zakon rozdelenia pravdepodobnosti X,

b) strednt hodnotu,

c) disperziu.

Obor hodndt ndhodnej premennej X = {0,1, 2,3,4, 5}, jej pravdepodobnostna tabul’ka:

X; 0 1 2 3 4 5 5

Pi 0,01 0,08 0,23 0,35 0,26 0,08 1

E(X)=3,00; D(X)=1,20]

3.8 V dodanej zasielke sa nachadza 7 predlohovych a 3 planétové prevodovky. Nahodne z nich

vytiahneme za sebou 5 kusov, pricom kazdy kus po vytiahnuti vratime a nasledne vSetky
premieSame. Vyjadrite pomocou Bernoulliho schémy pravdepodobnost toho, ze medzi
nahodne vybranymi kusmi nebude ani jedna predlohova prevodovka a pravdepodobnost’
toho, Ze vytiahneme iba jednu predlohovil prevodovku. Nech je ndhodnou premennou X
pocet vytiahnutych predlohovych prevodoviek. Néjdite zdkon rozdelenia pravdepodobnosti
X. Nakreslite palickovy graf.

5 5
{p(x =0)= (o} -0,7°-0,3° =0,00243; p(X =1)= [J -0,7*-0,3°*=0,02835; obor hodnot

néhodnej premennej X =1{0,1,2,3,4,5}; jav A — vytiahnutie predlohovej prevodovky pri jednom

(kazdom) pokuse; P(A) = % = 0,7; pravdepodobnostna tabul’ka:
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X; 0 1 2 3 4 5 )y

p; | 0,00243 | 0,02835 | 0,1323 | 0,3087 | 0,36015 | 0,16807 | 1

Palickovy graf:
AN
p(x)
4 0,36015
0,3087
1 0,16807
0,1323
T 0,02835
0,00243 : X
|
I I I I
1 2 3 4 5 6 1

3.9 Strelec vystreli do terca trikrat. Pravdepodobnost’ zasahu pri kazdom vystrele je 0,4.
Za kazdy zasah dostane strelec 5 bodov. Urcte, aké hodnoty moze ndhodna premenna X,
vyjadrujuca pocet ziskanych bodov, nadobudnit’ a vypoditajte k nim prislichajice
pravdepodobnosti. Zostrojte tabul’ku rozdelenia pravdepodobnosti po¢tu ziskanych bodov.
Zobrazte graficky.

[ X = {0zésahov — Obodov, 1z4sah — Shodov, 2zésahy — 10bodov, 3zasahy — 15bodov}

p(X =0)= @ -0,4°-0,6° =0,216; p(X =5)= @ -0,4'.0,6*" =0,432;

3 3
p(X =10)= (2} -0,4%-0,6%° =0,288; p(X =15)= (:J -0,4°-0,6°° =0,064;

X | 0 5 10 | 15 | X

p; | 0,216 | 0,432 | 0,288 | 0,064 | 1

17 p(x)

0,432

0,216 0,288

0,064

I T I T B
1 [ e N
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
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3.10 Nahodna premenna X nadobuda hodnoty is pravdepodobnostou p, = P(X =i) = %,

kde 1=12,...,6. Zostrojte distribu¢nu funkciu a nakreslite jej graf.

[

x| 1

2 | 3

4

5

6

b, | 1/6

1/6 | 1/6

1/6

1/6

1/6

Pre distribuénd funkeiu F(x) = > P(X

X;) pre —oo < x <ooplati:

Xj<X
x<1: F(x)=0 0 pre x <1:
1
1<x<2: F(x):g 1 pre 1< x<2;
6
2 1 1
2<x<3: F(x)==== - .
(X) £ 3 ; e 2<x<3;
: 3_1 1
3<x<4: F(x):g=5 = F(x)=P(X <x) = 5 pre 3< x<4;
4 2 2
4<x<5: FX)==—== — re 4< 5;
) 6 3 3 P X=
: 5 S :
5<x<6: F(x):g 5 pre 5<x<6;
1 re Xx=06;
x>6:  F()=2-1 g
6
F(x)
2__
1__ [ ]
— | |
— z X
I | 1 I i I ]
I I I I
| I 2 3 4 5 6
]
3.11 Nech ndhodnd premenna X nadobida hodnoty 0, 1 s pravdepodobnostou

P(X=0)=p, P(X =1 =1-p. Urcte distribu¢nu funkciu a znazornite graficky.

2

P

1
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Distribuéna funkcia F(x) = P(X < x)= Z P(X =x,) pre =0 <X<

X; <X

x<0: F(x)=0
0<x<l: F(x)=P(X<x)=P(X=0)=p
x>1: F(X)=P(X <x)=P(X =0)+P(X =1)=p+1-p=1
0 pre x<0;
F(X)=P(X<Xx)=<p pre 0<x<1,
1 pre x>1;
F(x)
T z
X
: : ! I
-2 -1 1 2
]

3.12  Zéakon rozdelenia diskrétnej ndhodnej premennej X je dany tabulkou:

X, |10 20| 30 |40 | 50 | X
1020303501 (005] 1

Urcte distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X. Znazornite graficky.

0 pre x<10;

0,2 pre 10<x<20;
0,5 pre 20<x<30;
0,85 pre 30<x<40;
0,95 pre 40<x<50;

[ F(X)=P(X<x)=

1 pre x>50;
F(x)
1+ —
! 0
—_— X
? | l | i I
10 20 30 40 50 60
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3.13  Zakon rozdelenia diskrétnej ndhodnej premennej X je dany tabulkou:

X | 10 | 20

30

40 | 50 |60

P, | 0,24 | 0,36

0,2

0,15 0,03 | 0,02

Urcte distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej X. Znazornite graficky.

0 pre x<10;
0,24 pre 10<x < 20;
0,6 pre 20<x<30;
[ F(X)=P(X <x)=:0,8 pre 30<x<40;
0,95 pre 40<x<50;
0,98 pre 50<x<60;
1 pre x>60;
F(X)
1T ’ 0 o=
l o l 1 | 1 l
10 20 30 40 50 60

3.14  Zakon rozdelenia diskrétnej ndhodnej premennej X je dany tabulkou:

X | 2| 4| 8110
P, 104102|01]0,3
Najdite:

a) P(2< X <4);

b) polygon rozdelenia;

c) distribu¢nu funkciu nadhodnej premennej X . Znazornite graficky.

[a) P2<X <4)=P(X =4)=0,2;

17 p(X)

b) I



0 pre x<2;

0,4 pre 2<x<4;
c) F(X)=P(X <x)=<0,6 pre 4<x<8;
0,7 pre 8 <x<10;

1 pre x>10;
F(x)
1+ ~—

: 3 ?
S i '
i | X

| ! i | | | | | i | i

| | T | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ]

3.15  Zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X je dany tabul'kou:
X 0 1 2 3 4

P; 0,2 0,4 0,3 0,08 0,02
Najdite jej strednti hodnotu, disperziu, smerodajnt odchylku, modus.

| E(X)=132; D(X)=E(x?)-[E(X)] =2,64-132° =08976;0(X) = /D(X) = V0,897 =
0,9474; Mo =1]|

3.16 Rozdelenie diskrétnej ndhodnej premenne; X je dané matematickou formulou

(pravdepodobnostnou funkciou):
X
p(x)={""2
0 X #2,4,6,8.

Najdite:
a) konstantu c,
b) distribuénu funkciu ndhodnej premennej X,
c) vypotitajte E(X), D(X), o(X), Mo.

X=2,4,6,8;

[ a)
Xi 2 4 6 8 >
pi c 2c 3c 4c 1
pi 0,1 0,2 0,3 0,4

Y P(X=x)=1= c+20+3c+4c:1:>c:%
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0 pre x<2;
01 pre 2<x<4,
b) F(X)=P(X <x)=40,3 pre 4<x<6;
0,6 pre 6<x<8;
1 pre x>8;

¢) E(X)=6;D(X)=E(X?)-[E(X)F =40-6"=4 = o(X)=/D(X)=v4=2; Mo=8]

3.17 'V tabul’ke dopliite chybajiace udaje tak, aby bola zdkonom rozdelenia pravdepodobnosti
nejakej diskrétnej ndhodnej premennej X. Naclrtnite palickovy graf rozdelenia nadhodne;j
premennej X. Vypogitajte Mo, E(X), D(X), o(X), a(X), B(X)a prvé styri zatiatocné
a centralne momenty nahodnej premennej X. N4gjdite distribuéni funkciu nahodnej
premennej X a nacrtnite jej graf.

Xi 0 1 2 3 >
pi 1/8 3/8 1/8 1

[ 1= p, = p(X =2)= g; palickovy graf:
i

1 p(Xx)

3/8 3/8
1/8 | | 1/8

1 2

(09 —jomm

Mo=1, Mo=2 = nahodna premenna X ma bimodalne rozdelenie;
zaciato¢né momenty:

12
Z,=E(X)=XX.-p=—=
=7 8
| |

23=E(X3)=ZXiS'Pi :%:13,5; Z, :E(x“)zzxi“.pi :%:16,5;

=15; 2, =E(X?)=Zx? P, =%:3'

N w

centralne momenty:

cl:Z(xi —X)~ p, =0;

C, =Z(Xi —7)2 -p, =D(X) =E(X?*)-[E(X)] =2, -2, =3-2,25=0,75;

o(X)=./D(x) = 0,75 = 0,866;
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c;=2 322 +227=135-3-3:15+2- (1,5) =6,75;

c,=z,~4z2 +622°-32"=165-4-135-15+6-3- (1,5)° = -3,75.
Distribu¢na funkcia:

x<0: F(x)=0

0<x<1l: F(x)=P(X<x)=P(X =0)=

8
1<x<2: F(x)=P(X<x)=P(X =0)+P(X =1)=

4
8
2<x<3: F(x)=P(X <x)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2):g
X>3: F(x)=P(X <x)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)+P(X =3)=1
0 pre x<0;
1
= 0< 1,
3 pre X <
4
F(X)=P(X <x) = 3 pre 1<x<2;
7
— 2< 3;
5 pre X <
1 pre x> 3;
Graf distribucnej funkcie:
F(X)
: — | | | | -
| 1 2 3 4 5 6

3.18 V zasielke sa nachddza 20 vyrobkov, znich 4 st nepodarky. Ndhodne vyberieme 2

vyrobky. Nahodnou premennou X je pocet nepodarkov. NapiSte pravdepodobnostnu
tabul’ku doplnenti o kumulativne postupnosti.
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L x Jo]1]2 |3
p. |063|034]003] 1
2P |063]097] 1 |

3.19 V zasielke 50 vyrobkov je 5 nepodarkov. Ndhodne vyberieme 4 vyrobky. Ndhodnou
premennou X je pocet nepodarkov medzi vybranymi vyrobkami. Uréte hodnoty, ktoré¢ X
nadobuda a vypocitajte pravdepodobnosti, ktoré im prislichaji.

C,(45) 148995
C,(50) 230300
5.C,(45) 70950

C,(50) 230300

[X ={01234} ;P(X =0)= =0,64;

_C,(5)-C,(45) 10-990
~ C.(50) 230300

P(X =1)= =0,31608; P(X = 2) =0,042;

_GC4(5)-C,(45) _ 50-45

_ C4(5)'C0 (45) 5
C.(50) 230300 -

= =0,00002
C,(50) 230300

P(X =3) =0,0019; P(X =3)

3.20 Nech diskrétna nahodna premenna X ma distribu¢nt funkciu

pre x<-2;

0

2 S2<x<0;

FOO=P(X < =1{0% bre s
1

pre x> 2.

Zobrazte jej graf. Zostrojte pravdepodobnostnu tabul’ku a pomocou pali¢kového grafu
zobrazte jej pravdepodobnostnu funkciu.

F(x)
11 —
0,7 jp
o 0,2 | X
: ; | | |
-3 -2 -1 1 2

Skoky v bodoch x; v distribu¢nej funkcii si rovné hodnote p(X;) = P(X =) .

X -2 0 2 >

Pi

0,2

0,5

0,3

Zpi

0,2

0,7
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17P(X)

0,5
0,3

3.21 'V umne sa nachadza 5 bielych a25 ¢iernych gulocok. Nahodne vyberieme jednu
gulocku. Nahodnou premennou X je vytiahnutie bielej gulocky. Najdite distribu¢nu
funkciu ndhodnej premennej X.

[

i | 0] 1
p; | 5/6 | 1/6
x<0: F(x)=0
0<x<1: F(x):g
x>1: F(x)=§+l:1
6 6
0 pre x<0;
5
F(x):P(sz):g pre 0<x<1;
1 pre x>1.
F(x)
1T !
X
: : l I
-2 -1 I 1 2 ]
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4. ROZDELENIA NAHODNEJ PREMENNEJ

Diskrétna ndhodna premennd je zadand, ak pozname vSetky jej mozné
hodnoty x;, x5, ..., x,, ... apravdepodobnosti P(X = x;) = p; , priom Y. p; = 1, tj. je znama
jej pravdepodobnostna funkcia.

Spojita ndhodnd premennd je zadana, ak pozndme jej hustotu rozdelenia
pravdepodobnosti.

Pomocou pravdepodobnostnej funkcie diskrétnej nahodnej premennej Ci funkcie hustoty
spojitej ndhodnej premennej su popisané rézne pravdepodobnostné rozdelenia ndhodnych
premennych.

4.1 NIEKTORE ROZDELENIA DISKRETNEJ NAHODNEJ
PREMENNEJ

4.1.1 Rovnomerné diskrétne rozdelenie (Uniform discrete distribution)

Ak néhodna premenna X mdéze nadobudat’ hodnoty 1,2,3,...,n, kazda s rovnakou
5 , 1 ; p . . ,
pravdepodobnost’ou vyskytu ~ hovorime o rovhomernom rozdeleni premennej. Prirodzené

¢islo n je jediny parameter rozdelenia, ¢o vSeobecne zapisujeme X ~ R(n).

Pravdepodobnostna tabul’ka:

w123 . n)w
1

111
pi| — — =
n nn

¢o mozeme zapisat’ aj predpisom

X~R(n)
1

p(x) — {H pre x1,X,, ..., Xy;
0 inak

Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej s rovnomernym diskrétnym rozdelenim su:

E(X) | D(X) | a(X) B(X)

n+1 | n2-1 0 6(n*+1)
2 12 5(n?-1)

Priklad 4.1 Typickym prikladom je nahodna premennd, popisujica pocet padnutych bodov
na hracej kocke. Vysledkom po hode kockou je jeden zo 6 moznych javov, kazdy nastane
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s pravdepodobnost'ou 1/6, t.j. pravdepodobnostna funkcia je danad vztahom p(x;) = 1/6. Jej

stredna hodnota E(X) = %

Xi

Pi

Xi " Pi

== =
AIN|OIR| N
AWl R| W
SB[
Qi —| 1
SN | &

Graf pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie je na obr. 4.1.

17-p(x) 11-FX) —
O —)
O —)
O —()
O—)
1/6 - ) ) ) [} () [) X O—) X

l l l l l | A | l l | [l

T T T T T T he T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 4.1 Pravdepodobnostna a distribucna funkcia rozdelenia R(6)

Ulohy

4.1 Posledna cislica sériového Cisla suciastky je s rovnakou pravdepodobnostou jedna z Cislic 0
az 9. Ndhodny experiment spociva vo vybere jednej suciastky z velkej davky, priCom nés
zaujima prva cislica sériového Cisla suciastky. Urcte pravdepodobnostnti a distribu¢ni
funkciu nahodnej premennej X - posledna ¢islica sériového €isla vybranej suciastky.

_ (0,1 prex=0,1,..,9, _ _ _
[p(x)—{o inak ; F(x) =0prex € (—,0),F(x) =0,1prex €

(0,1),F(x) =0,2prex € (1,2),F(x) = 0,3 prex € (2,3),F(x) =04 prex € (3,4),F(x) =
0,5prex € (4,5),F(x) =0,6 prex € (5,6),F(x) =0,7prex € (6,7),F(x) =0,8prex €
(7,8),F(x) =0,9prex € (8,9),F(x) = 1pre x € (9,0)]

4.1.2 Alternativne rozdelenie

Niektoré ndhodné pokusy mézu mat’ iba dva rozne vysledky: pokus je uspesny a pokus
je neuspesny. Nahodna premenna X, udavajica pocet tspechov v jednom pokuse, sa nazyva
alternativna, oznacujeme X ~ A(m), kde parameter rozdelenia @ vyjadruje pravdepodobnost’
uspechu. Nahodna premenna X priradi ¢islo 1, ak jav nastane a Cislo 0, ak jav nenastane. Podl'a
toho, ze nadobuda hodnoty 0 alebo 1, nazyva sa nula — jednotkové rozdelenie.

Xi 0 1 Z

pil1l-m w|l
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Zakon rozdelenia pravdepodobnosti (pravdepodobnostné funkcia):

X ~A(m)

p(x) | = {nx(l — )l pre x = 0,1,
0 inak

Jej Ciselné charakteristiky su:

E(X)| D(X) a(X) B(X)

1-2n | 1-6n(1—-n)

T rA-m ) s | T R =

Priklady alternativneho rozdelenia pravdepodobnosti :
— pocet nepodarkov pri ndhodnom vybere jedného vyrobku;
— pocet zasahov pri jednom vystrele;
— pocet spojeni pri jednom vyto€eni telefonneho cisla;
(vSeobecne indikuje nastipenie alebo nenastupenie sledovaného ndhodného javu).

Priklad 4.2 Z dodavky obsahujucej 15% nekvalitnych vyrobkov odoberieme jeden. Aka je
pravdepodobnost’, Ze to nebude nekvalitny vyrobok?

Riesenie. jav B — vyberieme nekvalitny vyrobok;

jav B — vyberieme kvalitny vyrobok;
Pravdepodobnost’, Ze vyberieme nekvalitny vyrobok, t.j. ze nastane jav B je p(1) = 0,15.
Pravdepodobnost’ opa¢ného javu je p(0) =1 — 0,15 = 0,85.
Ak nihodnd premenna X predstavuje pocet vytiahnutych nekvalitnych vyrobkov pri jednom
vybere, potom plati X ~A(0,15). Graf pravdepodobnostnej funkcie p(x) takto definovanej
nahodnej premennej X je na obr. 4.2.

11P(X)
0,85 ¢

0,15 |

——1e

0 X

Obr. 4.2 Pravdepodobnostna funkcia rozdelenia A(0,15)

Pravdepodobnost’ toho, ze pri ndhodnom vybere nevyberieme nekvalitny vyrobok je 85%.

4.1.3 Binomické rozdelenie (Binomial distribution)

Binomické rozdelenie sa pouziva pri vybere s opakovanim, t.j. pri sérii n nezavislych
opakovanych pokusoch, realizovanych za rovnakych podmienok. Pri kazdom z nich moéze
sledovany jav A nastat’ s rovnakou pravdepodobnost’ou 7 a nenastat’ s pravdepodobnost'ou 1 —
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m (tzv. Bernoulliho pokus). Pravdepodobnost’ javu A pri l'ubovolnom pokuse nezavisi
od vysledku predchadzajucich pokusov. Nahodna premenna X, ktora udava kolkokrat jav A
pri n-nasobnom opakovani pokusu nastal, moze nadobudat’ niektord hodnotu z mnoziny
{0,1,2,...,n}, tj. spolu n +1 réznych hodno6t. Rozdelenie pravdepodobnosti tejto nahodnej
premennej X sa nazyva binomické rozdelenie.

X ~Bi(n, )

p(x) = {(Z) m*(1-m)"* prex=0,1,..,n,

inak

Excel: | =BINOM.DIST(¢&islo_s; pokusy; pravdepodobnost’_s; kumulativne)

¢islo_s je hodnota ndhodnej premennej X,

pokusy su pocet nezavislych pokusov (parameter n),

pravdepodobnost’ s je pravdepodobnost’ tispechu v jednom pokuse (parameter ),
kumulativne je logicka premenna urcujuca, ¢i1 bude vypocitana pravdepodobnostna
funkcia (0) alebo distribu¢nu funkcia (1).

Poznamka 4.1 ZvlaStnym pripadom binomického rozdelenia pre n =1 je alternativne
rozdelenie.

Ciselné charakteristiky:

EX)| DX) a(X) B(X)

1-2m 1-6m(1—m)

nw | nw(l-m) \/nrt(l — ) nr(1—m)

Priklady binomického rozdelenia:
V praxi sa s binomickym rozdelenim stretneme pri skimani kvality produkcie, ked nas
zaujima, aka Cast’ vyrobkov z celkového mnoZstva bude dobrd, resp. bude mat’ kaz.
Néhodna premennd X ma binomické rozdelenie, ak jej hodnoty predstavuji napr.:
— pocet chybnych vyrobkov zistenych vo vybere n vyrobkov, vyrabanych uréitym strojom
za stalych podmienok;
— pocet chybnych vyrobkov zistenych vo vybere n vyrobkov z danej davky, pri ktorom
vyrobok do nej vraciame;
— pocet pripadov, v ktorych sa prejavila ucinnost’ podan¢ho pripravku skasaného na n
objektoch;
— pocet pripadov, v ktorych doba vyrobnej operacie prekrocila urcent hodnotu,
za predpokladu, ze bola evidovana doba n vyrobnych operacii;
— pocet spojeni pri n volaniach;
— pocet narodenych diev¢at medzi n novorodencami;
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Nasledujtce obrazky 4.3 a 4.4 ukazuju, ako sa meni tvar rozdelenia v zavislosti od parametrov
man.

LOp(X) ) LOTP(X) _
) Bi(4;0,1) Bi(10;0,1)
0.5+ 0.5t
= s ety : : : :
0 X F X
1.07-p(x) . p(x)
Bi(4:0,5) Bi(20:0,1)
0.5 R
S
4 X
1.0 p(X) .
Bi(4;0,9 .
(4:09) Bi(30:0,1)
0.5 0.5
——————+—— >
Obr. 4.3 Parameter p Obr. 4.4 S rastucim n sa rozdelenie stava stdle viac
ovplyviiuje Sikmost symetrickym a konverguje K normdlnemu rozdeleniu
rozdelenia

Priklad 4.3 Pravdepodobnostna a distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X, udavajticej pocet
chlapcov medzi 3 po sebe narodenymi detmi pri predpoklade, Ze pravdepodobnost’ narodenia
chlapca i diev¢ata su rovnaké, su na nasledujiicom obr. 4.5.

17p(X)
1=+ F(X) —e
3/8 3/8
° ° O——)
1/8 1/8 X
t , , N | |
0 1 2 3 0 1 2 3

Obr. 4.5 Pravdepodobnostna a distribucna funkcia rozdelenia Bi(3;0,5)

Priklad 4.4 Siestim pacientom bol podany liek, ktorého uspesnost je 85%. Uréte
pravdepodobnost’ toho, Ze liek pomdze:

a) prave Styrom pacientom,

b) wviac ako $tyrom pacientom,

C) menej ako Styrom pacientom.
RieSenie. Podanie lieku Siestim pacientom mozno povazovat za nezavislé 6 — nasobné
opakovanie nahodného pokusu s konStantnou pravdepodobnostou m = 0,85. Uvazujeme
ndhodnt premennt X — pocet pacientov, ktorym podavany liek pomodze, ktorda mé binomické
rozdelenie Bi (6;0,85).
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Pravdepodobnostnu funkciu mozno popisat’ pomocou Bernoulliho schémy

P(k) = (Z) .0,85% - (1 — 0,85)5X, pre k = 0,1,2,3,4,5,6 je podet pacientov, ktorym lick
pomoze.

a) Pravdepodobnost’ toho, Ze zo Siestich pacientov liek poméze prave Styrom, je preto rovna

P(k = 4) = Py(4) = (Z) .0,85% - (1 — 0,85)6~* = 150,522 - 0,0225 = 0,1762.

rArgumenty funkcie @l&]
BINOM.DIST
Cislo_s 4 [ = 4
Pokusy & Eirl =6
Pravdepodobnost’_s 0,85 E{| = 0,85
Kumulativne false [f‘T = FALSE
= 0,176177109

Vrati hodnotu binomického rozdelenia pravdepodobnosti jednotlivych velicin,

Kumulativne je logickd hodnota: distribuéna funkda = TRUE; funkda pravdepodobnosti =
FALSE.

Vysledok = 0,176177109

Pomaocnik pre tito funkdu l OK I l Zrusit’ ]

Obr. 4.6 Vypocet realizovany v Exceli pomocou funkcie BINOM.DIST

Pravdepodobnost’ toho, ze liek, ktory podame $iestim pacientom, pomoze prave Styrom z nich,
je 17,62%.

b) Pravdepodobnost’ toho, ze zo Siestich pacientov lieck pomdze viac ako Styrom je rovna

P(k > 4) = Ps(k =5) + Ps(k = 6) = Ps(5) + P5(6) = (g) +0,85° - (1-10,85)°7° + (2) '

0,85°-(1-0,85)°°=6-0,444-0,15+1-0,377-1 = 0,399 + 0,377 = 0,7761.

A / =BINOM.DIST(5;6;0,85;FALSE)
1 | 0,399335
2 | 037715 «<—— =BINOM.DIST(6;6;0,85;FALSE)

NTT S =SUM(AL:A2)

Obr. 4.7 Vypocet realizovany pomocou Excelu

A B C
1 |=BINOM.DIST(5;6;0,85;FALSE)
2 | =BINOM.DIST(6;6;0,85;FALSE)
3 |=SUM(A1:A2)

Obr. 4.8 Zapis pouzitych formul

Pravdepodobnost’ toho, Ze zo Siestich pacientov pomdze liek viac ako Styrom, sme vyjadrili ako
sucet hodnot pravdepodobnostnej funkcie pre k =5 a k = 6. Hl'adana pravdepodobnost’ je
77,61%.
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¢) Na vypocet pravdepodobnosti toho, ze zo Siestich pacientov lieck pomo6ze menej ako Styrom,
mozeme pouzit’ distribucnu funkciu — hl'adame jej hodnotu v k = 3.
P(k<4)=Pk=0Vk=1Vk =2Vk =3)=Py(k=0)+ Ps(k=1) + P,(k =2) +

Py (k = 3) = BINOM. DIST(3;6;0,85; 1) = 0,0477

Pravdepodobnost’ toho, Ze zo Siestich pacientov liek pomo6ze menej ako Styrom (t.j. najviac
trom pacientom) je 4,7%.

Priklad 4.5 Student, ktory ma problémy s rannym vstavanim, zaspi v priemere na 3 prednasky
z desiatich rannych prednasok. Pocas semestra ich ma 12, tj. ma 12 nezavislych pokusov
dorazit’ na prednasku vcas. Aké je pravdepodobnost’ toho, Ze Student nestihne aspon polovicu
rannych prednasok v dosledku toho, ze zaspi?

RieSenie. Ak ndhodnd premenna X oznacuje pocet prednasok, na ktoré Student zaspi, potom
PX=>6)=PX=6VX=7VX=8vX=9vX=10vX=11vX=12)=1-
PX<6)=1-PX=0vVX=1vX=2VX=3vX=4vX=5)=1—-F(5)=1-
BINOM.DIST(5;12;0,3;1) = 0,117849 .

Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X popisujicej pocet prednasok, na ktoré
Student zaspi, je zobrazené na nasledujicom obrazku 4.9.

0,25
0,2 —
- a
o —
S 0,15 —
]
o
o
[oX
()
T 01 — 1
s pravdepodobnost’ toho, ze
0.05 Student zaspi aspoil na
' polovicu prednagok
O |_| T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pocet zaspani

Obr. 4.9 Pravdepodobnost toho, zZe Student nestihne aspon polovicu rannych predndsok v désledku
toho, zZe zaspi

Ulohy

4.2 Student ma pisat’ test, na ktory sa nepripravil. Test obsahuje 25 otazok, odpovede maju
formu 4no — nie. Aby bol test uspesne absolvovany, je potrebné oznacit minimalne 18
spravnych odpovedi. Aka je pravdepodobnost, Ze Student bude UspesSny, ak odpovede
vyberd nahodne?

[=1-BINOM.DIST(17;25;0,5;1)=0,021642625]
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4.3 Test sa skladd z 12 otazok, za kazdou si ponuknuté 4 odpovede, z ktorych je iba jedna
spravna. Aby Student urobil skusku, musi spravne odpovedat’ aspont na 56% otdzok testu.
Aka je pravdepodobnost’, ze Student urobi skusku, ak:

a) odpovede oznacuje Gplne nahodne;

b) v kazdej otazke vie vylucit’ jednu nespravnu odpoved’, ale zo zvy$nych si musi tipovat’;

C) je pripraveny tak, Ze na 4 otazky pozna spravnu odpoved’, ale odpovede na zvy$né
otazky musi tipovat™?

[a) =1-BINOM.DIST(6;12;1/4;1)=0,014252782; b) =1-BINOM.DIST(6;12;1/3;1) =0,066448;

c) =1-BINOM.DIST(2;8;1/4;1)=0,321457]

4.4 Predpokladajme, Ze pravdepodobnost’ narodenia dievéata je 0,49. Aka je pravdepodobnost,

ze v rodine s troma det'mi:

a) nebude ani jedno dievca,

b) bude viac chlapcov ako diev¢at,

c) budu vsetky tri dievcata?
[2)=BINOM.DIST(0;3;0,49;0)=0,132651;b)=BINOM.DIST(0;3;0,49;0)+BINOM.DIST(1;3;0,4
9;0) =BINOM.DIST(1;3;0,49;1)= 0,514998; c) =BINOM.DIST(3;3;0,49;0)=0,117649)

4.5 Letecka spolocnost’ prevadzkuje na urcitej linke lietadlo pre 120 cestujucich. I ked je
na kazdy let vSetkych 120 miest rezervovanych, priemerne 3% cestujicich sa nedostavi
a lietadlo cCasto lietalo S prazdnymi miestami. Spolo¢nost preto rozhodla prijimat
na konkrétny let rezervacie od 122 cestujucich. Aka je pravdepodobnost, ze nebudu
uspokojeni vSetci cestujuci, ktori sa dostavia k letu?

[= BINOM.DIST(121;122;0,97;0) + BINOM. DIST(122; 122;0,97;0) =

0,116134388 alebo = 1 — BINOM.DIST(120;122;1 —0,03;1) = 0,116134388]

4.6 Predpokladdme, ze sledované vzorky vody su nezéavislé vzhladom k pritomnosti
zneCistujucej organickej latky. Ak vieme, Ze 8 zo 100 vzoriek obsahuje sledovant
necistotu, akd bude pravdepodobnost, Ze z vybranych 15 vzoriek budu obsahovat
zneCist'ujucu latku: a) presne 2, b) aspon tri vzorky.

[a) = BINOM. DIST(2; 15;0,08; 0) = 0,227306;b) = 1 — BINOM. DIST(2; 15;0,08; 1) =

0,112965]

4.7 V elektrickom obvode je paralelne zapojenych 24 ziaroviek. Je zname, ze kazda z nich je
s pravdepodobnost'ou 0,15 chybna. Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze z tychto ziaroviek je:
a) maximalne $tvrtina chybnych;
b) minimalne jedna chybna;
¢) viac chybnych, ako by sme mohli v priemere oc¢akévat’;
d) menej chybnych, ako by sme mohli s najvacSou pravdepodobnost'ou ocakavat’.
[a) = BINOM. DIST(6; 24; 0,15; 1) = 0,942808; b) = 1 — BINOM. DIST(0; 24; 0,15;0) =
0,979767; c)E(X) = 3,6; = 1 — BINOM. DIST(3; 24; 0,15; 1) = 0,495121;d) =
BINOM. DIST(2; 24; 0,15; 1) =0,279828]
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4.8 Hodime Sestkrat troma mincami. S akou pravdepodobnostou nam padne jedna hlava
S dvoma znakmi trikrat?

[: BINOM. DIST (3; 6:2; 0) - 0,257492]

4.1.4 Poissonovo rozdelenie (Poisson distribution)

Toto diskrétne rozdelenie vzniké ako limitny pripad binomického rozdelenia alebo vtedy, ked’
javy urcitého druhu nastavaju nahodne v ¢ase alebo v priestore. Je to rozdelenie poctu vyskytov
javu A za jednotku Casu, resp. Specialne rozdelenie pre tzv. ,,mali¢ké pravdepodobnosti.
Hovorime, Ze nahodnd premenna X ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A > 0, ak
nadobuda hodnoty x = 0,1, 2, ... s pravdepodobnost'ou

Y -1
p(x) = { ; prex=0,1,...
0 inak

Charakteristické vlastnosti tohto rozdelenia:

e pravdepodobnost’ vyskytu ur¢itého javu v danom intervale (v ¢ase alebo v priestore) je
tmerna dizke tohto intervalu (napr. ak sa uréity jav vyskytne v priemere 12-krat
za hodinu, tak za minatu sa vyskytne v priemere 0,2-krat);

e javy sa vyskytuji nezavisle vdanom intervale arovnako aj medzi po sebe
nasledujicimi intervalmi (s vysledkom opakovaného systému nezavislych pokusov);

e priemer rozdelenia je rovny rozptylu, t.j. parametru A.

X ~Po(A)

AXe A
px) ={—5  Prex=01..,

0 inak

Excel: | = POISSON.DIST(x; stred; kumulativne)

X je hodnota nahodnej premennej X;

stred je stredna hodnota 4;

kumulativne je logickd premenna — FALSE (0) ur¢i, Ze pocitame hodnotu
pravdepodobnostnej funkcie, TRUE (1), ak po¢itame hodnotu distribu¢nej funkcie.

Ciselné charakteristiky:

EX) | DX) | a(X) | B(X)

A | 2| =1L
)

Priklady Poissonovho rozdelenia pravdepodobnosti :
— pocet tazkych dopravnych nehdd v ur€itom meste za den;
— pocet smrte'nych pracovnych urazov v nejakom rezorte za rok;
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— pocet telefonnych hovorov v danom ¢asovom intervale;
— pocet Castic vyslanych radioaktivnou latkou pocas ur€itého ¢asového intervalu;
— pocet chyb na zvare pri nedestruktivnej skuske;
— pocet bublin na ploche danej velkosti na odliatku;
— pocet mikrodefektov na zadanej vzorke materidlu;
— pocet trhlin na 1km kabla a pod.;
— vyskyt poruch zariadenia v Case t;
— pocet zakaznikov v obchode za ¢asovl jednotku, pocet pracovnych urazov za rok, pocet
pacientov oSetrenych v priebehu 1 dna, pocet ¢ervenych krviniek v 1ml Krvi;
— pocet vyskytov vzacneho ochorenia na konkrétnom tzemi, pocet narodenych dvojciat,
troj¢iat v urcitej populdcii...
Oznacuje sa ako zakon vzacnych alebo zriedkavych javov (v Case alebo v priestore). Aj
vV binomickom rozdeleni existuji zriedkavé javy, ale vzdy sa uvazuje k nastaniu javu jeho
nenastanie. Na niektoré javy sa vSak neda aplikovat’ binomické rozdelenie: Napriklad, ak
pocas burky bolo 5 bleskov, kol'’ko bleskov nebolo? Ak cez krizovatku preslo od 9:00 do 10:00
devitdesiat 4ut, kol'ko aut nepreslo? Ak sa v dany deni narodilo v danej nemocnici 5 deti, kol'ko
sa nenarodilo?...

Priklad 4.6 Pri prevaddzke vyrobnej linky wvznikaji pocas zmeny nahodné poruchy.
Zo sktsenosti vieme, Ze v priebehu jednej zmeny dojde v priemere k2 porucham. Aka je
pravdepodobnost, ze v priebehu 24 hodin (trojzmennej prevadzky) neddjde ani k jednej
poruche?

RieSenie. Ndhodnd premennd X oznacuje pocet poruch na vyrobnej linke pocas 24 hodin.
Predpokladame, Ze X sa riadi Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti, ktorého parameter A
je priamo umerny dizke dasového intervalu. Parameter A predstavuje stredni hodnotu nahodnej
premennej, t.j. stredny pocet porich pocas 3 pracovnych osemhodinovych zmien, preto

parameter A = 3 - 2 = 6 poruch.
Oe—6
PX=0)= T POISSON. DIST(0; 6; 0) = 0,002478752

Pravdepodobnost’ toho, Ze v priebehu 24 hodin neddjde ani k jednej poruche je iba 2,5%.

Priklad 4.7 Predpokladajme, Ze vurcitej populacii krys sa albin vyskytuje
s pravdepodobnostou 0,001. Aka je pravdepodobnost, ze vo vzorke 100 krys nihodne
vybranych z tejto populacie:

a) nebude ani jeden albin;

b) bude prave jeden albin;

c) bude najviac jeden albin;

d) bude aspon jeden albin;

e) bude viac ako jeden albin.
RieSenie. Ak je pravdepodobnost’ vyskytu albina v danej populacii p = 0,001, potom
predpokladany pocet albinov vo vyberovej vzorke bude umerny ich poc¢tu n = 100, t.j. A =
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100-0,001 = 0,1 ( je to stredna hodnota nahodnej premennej E(X) = np). Ak nahodna
premennd X oznacuje pocet albinov, potom:

0,10¢-01

a) P(X =0)=p(0) = 22" = 0,904837
= POISSON.DIST(0:0,1:0);

b) P(X =1) =p(1) = 222" = 0,090484

1

= POISSON.DIST(1;0,1;0);

) PX=0vX=1)=PX=0)+PX=1)=p(0)+p(1) =0,995321
= POISSON.DIST(1:0,1;1):

d P(X>0)=1-P(X=0)=1-p(0)=0,095163
=1- POISSON.DIST(0;0,1;0);

e) PX>1=1-(PX=0)+P(X=1))=1-p(0) —p(1) =0,004679
=1- POISSON.DIST(1;0,1;1).

Ulohy
4.9 Webovt stranku navstivi za sledované obdobie pocas jednej hodiny v priemere 30
zaujemcov (predpokladame, ze ich navstevy st nezavislé). Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze
v priebehu 4 minut navstivi tato stranku:
a) jeden navstevnik,
b) aspon jeden navstevnik,
C) nie menej nez traja ale menej ako desiati navstevnici.
[a) = POISSON.DIST(1;4 * 30/60; 0) = 0,270671;b) = 1 — POISSON. DIST(0; 2; 0) =
0,864665; c) = POISSON. DIST(9; 2; 1) — POISSON. DIST(2; 2; 1) = 0,323277]

410 Kautomatu sndpojmi pride v priemere 30 zakaznikov za 1/2 hodiny. Aka je
pravdepodobnost’, ze v priebehu nasledujticich 5 minat:
a) pristupi k automatu prave 1 zakaznik,
b) pridu k automatu najviac 2 zakaznici,
€) pridu k automatu aspon 3 zakaznici?
[a) = POISSON.DIST(1;5;0) = 0,03369; b) = POISSON.DIST(2; 5; 1) = 0,124652;¢) =
1 — POISSON. DIST(2;5; 1) = 0,87348]

4.11 Cestovnu kancelariu navstivi v priemere 5 osob za hodinu. Aka je pravdepodobnost, ze
v priebehu 15 minut nepride do kancelarie nikto? Predpokladame, ze pocet osob, ktoré
navstivia kancelariu sa riadi Poissonovym rozdelenim.

[: POISSON. DIST (0;%; 0) = 0,286505]

4.12 Na infolinku pride v priebechu 8 hodin v priemere 650 ziadosti o spojenie. Aka je
pravdepodobnost’, Ze v priebehu nasledujucich 10 minut pride:
a) 6 ziadosti o spojenie,
b) najviac 6 ziadosti o Spojenie?

[&) = POISSON. DIST (6;25;0) = 0,011262; b) = POISSON. DIST (6;°>%;1) =

0,018779]
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4.13 V priebehu jednej hodiny pride na benzinové Cerpadlo priemerne 90 zakaznikov. Urcte
pravdepodobnost’ toho, Ze za 4 minuty pridu:
a) prave dvaja zékaznici,
b) najviac dvaja zdkaznici;
¢) aspon dvaja zakaznici;
d) aspon jeden zakaznik.
[a) = POISSON.DIST(2; 6;0) = 0,044618; b) = POISSON. DIST(2; 6; 1) = 0,061969; c) =
1 — POISSON. DIST(1; 6;1) = 0,982649; d) = 1 — POISSON.DIST(0; 6; 0) = 0,997521]

414 Kpokladnici prichadzaji priemerne dvaja ndvStevnici za minatu. Aka je
pravdepodobnost’ toho, Ze k pokladnici:
a) V priebehu pol minuty pride aspon 1 navstevnik,
b) v priebehu 10 mintat nepride nikto,
€) pocas hodiny pride aspon 100 navstevnikov?
[a) =1-POISSON.DIST(0;1;0)= 0,63212; b)=POISSON.DIST(0;20;0)= 2,06115E-09 ;c)

=1-POISSON.DIST(99;120:1)= 0,97213626]

4.15 Skamanim bolo zistené, ze na subore 350 odliatkov je 406 bublin. Vyjadrite rozdelenie
pravdepodobnosti poctu bublin na 1 odliatku.

406 Liete 0 rex=20,1,..,406
[X ~Po (A === 1,16),p(x) = <l p =01,.., ]
0 inak
4.16 Prijima¢ ma za 10 000 hodin prevadzky v priemere 10 poruch. Uréte pravdepodobnost’
poruchy za 300 hodin prevadzky.

[X ~Po (1010"00 .300 = 0,3) ,= 1 — POISSON. DIST(0; 0,3; 0) = 0,259182]

417 Kazovost' prevadzky pri vyrobe televizorov je 8 kusov na 1000 vyrobkov. Aka je
pravdepodobnost’, Ze vo vyrobnej sérii 300 televizorov sa vyskytnll najviac 3 poruchové?
[= POISSON. DIST(3;300 - 0,008; 1) = 0,77872]

4.1.5 Hypergeometrické rozdelenie (Hypergeometric distribution)

Z kone¢nej mnoziny N objektov (prvkov), medzi ktorymi je M (1 < M < N) takych,
ktoré maju uréitd sledovant vlastnost’, vyberieme nahodne n (1 < n < N)objektov. Objekty
vyberame naraz alebo postupne bez vratenia, t.j. bez opakovania (zavislé vybery -
pravdepodobnost’ uspechu v danom pokuse zavisi od vysledku predchadzajuceho pokusu).
Nahodna premenna X , ktora predstavuje pocet X jednotiek z n vybranych jednotiek, ktoré maju
sledovanu vlastnost’, ma hypergeometrické rozdelenie, oznacuje sa X ~ Hg(N, M, n).

Zakon (funkcia) rozdelenia pravdepodobnosti:
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X~Hg(N,M,n)

(v ="
P =i

0 inak
NMneN:1<n<N,1<M<N

pre max{0,n — N + M} < x < min{n,M},x € N,

Excel: | =HYPGEOM.DIST(vzorka_s; velkost vzorky; populacia_s; pocet_pop; kumulativne)
vzorka s je hodnota ndhodnej premennej X;

vel'kost’ vzorky urcuje vel'kost’ vyberu, t.j. n;

populécia_s udava pocet prvkov so sledovanou vlastnost'ou — parameter M;

pocet_pop je celkovy pocet prvkov — parameter N;

kumulativne  priradime  logicki  hodnotu 0, ak poc¢itame  hodnotu
p(x) alogicka hodnotu 1, ak chceme vypocitat’ hodnotu distribu¢nej funkcie.

N — M) . ¥
n—x) je pocet

priaznivych moznosti, t.j. pocet moznosti, ako vybrat' x prvkov s danou vlastnostou a zaroven

Poznamka 4.1 Pri vybere ndm nezélezi na poradi prvkov, preto (I;I)(

(n — k) prvkov, ktoré uvedent vlastnost’ nemaju. (17\1,) pocet moznosti vyberu vsetkych n

prvkov.

Ciselné charakteristiky:

E(X) D(X) a(X)

M M( M)N—n (N—ZM)(N—l)%(N—Zn)

ny v y)voa

AM(N — MY(N — n)Z(N — 2)

Priklady hypergeometrického rozdelenia:

S hypergeometrickym rozdelenim sa stretdvame v Statistickej kontrole akosti vyrobkov.
Néhodna premennd X mé hypergeometrické rozdelenie, ak jej hodnoty predstavuju napriklad
pocet chybnych vyrobkov medzi n ndhodne vybranymi vyrobkami z dodavky.

Poznamka 4.2 Z porovnania charakteristik binomického a hypergeometrického rozdelenia
mozeme usudit, Ze nastava ich zhoda v pripade, Ze pocet prvkov N V stibore je oproti poctu

vybranych prvkov n vel'mi velky . Potom podiel % sa priblizne rovna 1.
Teda ak je N vzhl'adom k n dostatoéne velké ( tzv. vyberovy podiel %S 0,05), mozno

hypergeometrické rozdelenie aproximovat’ binomickym rozdelenim s parametraminap = o

(3<005) — Hg(N,M,n) Bi(n —M>
N— ) g ) ] :p—N
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Priklad 4.8 Urcity typ suciastok je dodavany v sérii po 500 kusoch. Pri preberacej kontrole je
z kazdej série nahodne vybranych 5 vyrobkov, ktoré¢ sa skuskou znehodnotia. Séria je prijata,
ak medzi kontrolovanymi vyrobkami nie je ziadny chybny. Predpokladajme, ze v sérii je 25
vyrobkov chybnych.

a) Popiste nahodnt premennu udavajiucu pocet chybnych vybranych vyrobkov pomocou

pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie.
b) S akou pravdepodobnost'ou bude séria prijata?
c) Urcte stredni hodnotu, rozptyl, smerodajnti odchylku amodus poctu nepodarkov

VO vybere.
RieSenie.
vyber
—

Nahodnt premenna X , ktora oznacuje pocet chybnych vyrobkov medzi vybranymi piatimi
vyrobkami, moZeme popisat hypergeometrickym rozdelenim X ~ Hg(500,25,5). Takto
definovana ndhodna premenna moze nadobudat’ hodnoty z oboru hodnét {0, 1,2, 3,4, 5}. Jej

pravdepodobnostna funkcia p(x) = {(sz) (54Z5x)/(5(5)0) prex=0,1,..,5 .
0 inak

Na vypocet jednotlivych kombinacnych ¢isiel (Z) mézeme pouzit v Exceli
preddefinovant funkciu =COMBIN(pocet;vybraty pocet), kde argumentom ,,pocet” zadavame
vel'kost’ ¢isla n a argumentom ,,vybrany pocet™ vel'kost’ ¢isla k, obr. 4.10.

Hodnoty pravdepodobnostnej funkcie p(x) je vSak mozno vypocitat’ aj priamo
pomocou funkcie =HYPGEOM.DIST(vzorka s; velkost vzorky; populacia s; pocet pop;
kumulativne), obr. 4.11.

Zakon rozdelenia pravdepodobnosti na nasledujiicom obr. 4.10.

A B C D E F G

1 xi 0 1 2 3 4 5 )
—COMBIN{25:0]*|=COMBIN[25;1)* | =COMBIN[25;2]* |[=COMBIN[25;3]* | =COMBIN[25;4]* | =COMBIN[25:5]
COMBIN(475;5)/| COMBIN(475;4)/ | COMBIN(475;3)/ | COMBIN(475;2)/ | COMBIN{475;1)/ | COMBIN{475;0)/

2 pi  \ cOMBIN(500;5) | COMBIN(500;5) | COMEBIN(500;5) | COMBIN(500;5) | COMBIN{500;5) | COMBIN(500;5)
A B c D E F G H
1 Xi 0 1 2 3 4 5
2 pi 0,772962 | 0,205138 | 0,020862 | 0,001014 | 2,35E-05 | 2,08E-07 1

o

Obr. 4.10 Vypocet hodnét pravdepodobnostnej funkcie p(x) realizovany v Exceli pomocou funkcie
COMBIN
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A B
. A B

=HYPGEOM.DIST{A2;5;25;500;0)

( 2 0 0,772962 |
=HYPGEOM.DIST(A3:5;25;500;0) 0,205138
—HYPGEOM.DIST(A4;5;25;500;0) |  memppemmd | 0020862

(

(

L
=

=HYPGEOM.DIST{A5;5;25;500;0) 0,001014
—HYPGEOM.DIST|AG;5;25;500;0) 2,35E-05
\=HYPGEOM.DIST(A7;5;25;500;0)/ 2,08E-07 4
=SUM(B2:B7) 1

0O |=] & LA | & | =

Pt [ | [ b [ |2

B0 | ~] @ n
o [ |

Obr. 4.11 Vypocet hodnét pravdepodobnostnej funkcie p(x) realizovany v Exceli HYPGEOM.DIST

Hodnoty ,,skokov* distribu¢nej funkcie F(x) vypoéitame pomocou kumulativnej
pravdepodobnosti (obr. 4.12) alebo pomocou funkcie =HYPGEOM.DIST s poslednym
argumentom rovnym TRUE, t.j. 1 (obr. 4.13).

A B C D E F G H

xi 0 1 2 3 4 s | 3
2 pi | |0,772962 | 0,205138 | 0,020862 | 0,001014 | 2,35411E-05 | 2,08E-07 1
3 Fi | |=B2 —B3+C2 |=C3+D2 |=D3+E2 =E3+F2 | =F3+G2

A B C D E F G H
1 xi 0 1 2 3 4 5 5
2 p| 0772967 [ 0 205132 | 0072028607 | 0000014 1 2 254711F-05 1 2 O2F_07 1
3 Fi_ | |0,7729618] 0,9781003] 0,9989618| 0,9999763|  0,9999998] 1,0000000

Obr. 4.12 Vypocet hodnét distribucnej funkcie F (x) v Exceli vypocitany kumulovanim jednotlivych

pravdepodobnosti

A B C D E B = -
s Xi pi | 1 xi pi Fi
2 1] 0,772962 fEHYPGEOM.DIST[A2;5;25:500:1) 2 0 0,772962 [0,7729613
3 1 0,205138 =HVPGEOM.D|ST{ﬁ3:5:25:5[|‘D:1]' 3 1 0,205138 | 0,9781003
4 2 0,020862||=HYPGEOM.DIST({A4;5;25;500;1) a 2 0,020862 | 0,9989618
5 3 0,001014||=HYPGEOM.DIST(45;5;25;500:1) m& 0,9999763
6 4 2,35E-05||=HYPGEOM.DIST{AB;5;25;500;1) ] 4 2,35E-05 | 0,9999938
7 5 2,08E-07 EH'\"PGEOM.DIST{A?;S;ZS;SDD;I 7 5 2,08E-07 \1,0000000)
8 y 1 8 5 1

Obr. 4.13 Vypocet hodnét distribucnej funkcie F (x) v Exceli pomocou funkcie HYPGEOM.DIST
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Graf distribu¢nej funkcie F(x) F()

s predpisom T
(0 pre x € (—,0),
0,7729618 pre x € (0,1), |

0,9781003 prex €(1,2),
F(x) =10,9989618 prex € (2,3),
0,9999763 pre x € (3,4),
0,9999998 pre x € (4,5),
\ 1 pre x € (5, )
je naobr. 4.14. . | | | | | |

Obr. 4.14 Graf F(x) pre X ~ Hg(500,25,5)

Pravdepodobnost’ toho, Ze séria bude prijatd, sa rovnd pravdepodobnosti toho, ze medzi
kontrolovanymi vyrobkami nebude ziadny chybny vyrobok, tj. pocitame p(X = 0) =
0,772962 .

Vypocet strednej hodnoty, rozptylu, smerodajnej odchylky mozno urobit priamo v Exceli,
obr. 4.15. Modus poctu nepodarkov vo vybere je rovny 0, je to hodnota ndhodnej premennej,
ktora sa vyskytuje S najvacSou pravdepodobnost’ou.

A B c D E A B C D E
1 xi pi Fi _xipi xi E[no=nil Xi pi Fi i i A2*0j
2 0 0,772962 | 0,7729618 { =n2*B2 ={A2-5D58)"2*B2 0 0,772962 | 0,772961, 0 0,048310113
3 1 0,205138 | 0,9781003| =A3*B3 |={A3-3D$8)"2*B3 1 0,205138 | 0,978100p] 0,205138 | 0,115390398
4 2 0,020862 | 0,9989618[| =A4*B4 |={A4-5DS8)M2*B4 | 2 0,020862 | 0,998961F 0,041723 | 0,063888463
5 3 |0,001012 | 0,9999763] —A5°B5 |=(A5-90%8)"2°B5 | IO O0TOIN L 200h76h| 0,003043 | 0,007671268
& 4 2,35E-05 | 0,9999998) =AG*B6 |=(AG-SDSB)"2*BE | 4 2,35E-05 | 0,999999f| 9,42E-05 | 0,000331047
7 5 2,08E-07 | 1,0000000) =A7*B7 |=(A7-5D38)*2%B7| 5 2,08£-07 | 1,000000p] 1,046-06 | 4,69646E-06
8 5 1 __'_'_'.'.'-'-H:ZZZ'___Q‘UM{Dz:D? =SUM(E2:E7) | ) ) 1 | ——\| 0,25 0,235556192)
9
10 E(X)= =D8  =5%25/500 E(X)= 0,25 0,25
11 D{X)= =EB  =5%25/500%(1-25/500)*(500-5)/(500-1)) D{X)= 0,235596 0,235596
12 @(X)==5QRT(B11) &(X}= 0485383
13 Mo(X)= 0 Mo(X)= 0

Obr. 4.15 Vypocet E(X), D(X), 6(X) realizovany v Exceli

Ulohy

418 Medzi 4 000 zavitov M10 bolo omylom primieSanych 1 000 zavitov M9. Aké bude
rozdelenie pravdepodobnosti, Ze pri nahodnom vybere 5 zavitov bude 0,1,2,3,4,5 spravneho
rozmeru? Ak pri montdzi vyrobku potrebuje pracovnik 4 zavity s rozmerom M10, ak4 bude
pravdepodobnost, Ze medzi vybranymi 5 =zavitmi buda aspon 4 s pozadovanymi
vlastnostami?  Kol'ko  zavitov  spravneho  rozmeru  vytiahne s najvdcSou
pravdepodobnostou?
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[p(x) = {(40;)0) (;0—02)/ (50500) prex =015 px>4)=1-
0 inak

HYPGEOM.DIST(3; 5;4000;5000; 1) = 0,737321; 2

4.19 Statisticky bolo zistené, 7e v zavode sa vyrobi v priemere na kazdych 100 vyrobkov
5 nepodarkov. Nech ndhodné premennd udava pocet nepodarkov v dodavke 10 kusov. Aka
je pravdepodobnost’, ze v dodavke:

a) bude najviac 1 nepodarok,

b) bude viac nez 1 nepodarok,

c) bude prave 1 nepodarok?

d) Uréte stredni hodnotu, modus, rozptyl, smerodajnii odchylku sledovanej nahodnej
premenne;j.

[X ~ Hg(100,5,10); a) = HYPGEOM. DIST(1; 10;5; 100; 1) = 0,923;b) = 1 —
HYPGEOM. DIST(1;10; 5;100;1) = 0,077; ¢c) = HYPGEOM. DIST(1;10; 5; 100; 0) =
0,339;d)0,5; 0;0,432; 0,657]

4.20 V dodavke 85 obrobkov st 4 kusy chybné. Ndhodne vyberieme naraz 5 obrobkov. Aka je
pravdepodobnost’, Ze medzi vybranymi obrobkami budi najviac 2 chybné?

COMBIN(4;0)*COMBIN(81;5) , (COMBIN(4;1)*COMBIN(81;4))
COMBIN(85;5) COMBIN(85;5)

[X ~ Hg(85,4,5); P(X < 2) =

COMBIN(4;2)*COMBIN(81;3)
COMBIN(85;5)

= 0,999602 alebo HYPGEOM. DIST(2; 5; 4; 85; 1) = 0,999602 ]

4.21 Zo sady 50 vyrobkov, medzi ktorymi je 11 chybnych, ndhodne vyberieme na kontrolu
kvality osem vyrobkov. Uréte pravdepodobnost’ toho, Ze medzi kontrolovanymi je:
a) pat chybnych vyrobkov,
b) aspon jeden chybny vyrobok,
C) menej nez pat chybnych vyrobkov.
Aky je najpravdepodobnejsi a ocakavany (priemerny) pocet vybranych chybnych vyrobkov?

[a) = HYPGEOM. DIST(5; 8;11; 50; 0) = 0,007864;b) = 1 —
HYPGEOM. DIST(0; 8; 11; 50; 0) = 0,885405; ¢) = HYPGEOM. DIST(4; 8; 11; 50; 1) =
0,991474; Mo = 2; E(X) = 1,76]
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4.2 NIEKTORE ROZDELENIA SPOJITEJ NAHODNEJ PREMENNEJ

4.2.1 Rovnomerné (spojité) rozdelenie (Uniform distribution (continuous))

Rovnomerné rozdelenie R(a, B) sa pouziva ako model rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej
premennej vtedy, ked’ ma nahodna premenna konstantna hustotu pravdepodobnosti na intervale
(a,B),kde a,B €R.

Hustota a distribu¢na funkcia rovnomerného rozdelenia ma tvar:

X ~R(a, )
1 0 pre x € (—o, a)
f(x) ={g—-a prex € (a, ) F(x) = H prex € (a, B)
0 inak 1 pre x € (8, )

Ciselné charakteristiky:

EX) | DX) |aX)|BX)

atB|(B-a)

0 -1,2
2 12

Tymto rozdelenim sa riadi napriklad:

— doba cakania na uskuto¢nenie javu, ktory sa opakuje v pravidelnych intervaloch, (napr.
doba cakania na dodavku tovaru, ktord sa pravidelne opakuje alebo doba cakania
na spoj, ktory preméava v pravidelnych intervaloch);

— velkost’ chyby pri zaokrtthl'ovani ¢isel;

— chyby pri od¢itani udajov z meracich pristrojov (s linedrnou stupnicou).

Priklad 4.9 Vyrobca mé podl'a normy plnit" potapacské flaSe na stlaCeny vzduch plniacim
tlakom 232 barov. V praxi je pouzity skuto¢ny plniaci tlak v rozsahu od 231,5 do 234,5 barov.
Aké je pravdepodobnost’, Ze potapacska fl'asa bude naplnena na menej ako pozadovanych 232
barov, ak predpokladate, Ze proces plnenia ma rovnomerné rozdelenie?

RieSenie.

Ak predpokladame X ~ R(231,5; 234,5), potom funkcia hustoty pravdepodobnosti  f(x) =
1 —

{234,5—231,5 =03 prex € (2315; 234’5), t.J. pravdepodobnost’, Zze nahodnd premenna X
0 inak

popisujuca plniaci tlak fl'aSe bude menSia ako 232 barov, je rovna plosSnému obsahu

prislichajuceho obdiznika P(X < 232) =0,3-(232 —231,5) = 0,16 (obr. 4.16), resp.
232-2315 _ 1%

vyjadrena pomocou distribuénej funkcie F(232) = 73452315
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f) ]
! P(X < 232)
173 T Va/ °
2315 232 2%4,5 x [bar]

Obr. 4.16 Funkcia hustoty pravdepodobnosti rozdelenia R(231,5; 234,5)

Ulohy

4,22 Vyrobna linka ma plnit plechovky snapojom 12 jednotkami sytiaceho plynu.
V skuto¢nosti ich ale plni v rozsahu od 11,5 do 12,5 jednotiek, pricom predpokladate, Ze
tento proces ma rovnomerné rozdelenie. Aka je pravdepodobnost, Ze v plechovke je menej
ako 11,8 jednotiek plynu ?

[0,3]

0 prex<-1
4.23 Nahodna premenna X ma distribu¢na funkciu F(x) = xTH pre—1<x<1
1 prex>1

Urcéte funkciu hustoty pravdepodobnosti, stredni hodnotu, rozptyl, median, treti decil
a Sest'desiaty percentil tejto ndhodnej premennej. Najdite pravdepodobnost’, Ze nahodna
premenna bude nadobudat’ hodnoty viacsie ako 0,2; mensie ako 0,7; od -2 do -0,5; od -0,2
do 0,5.

1

1

[f(x) - {5 prex € (—=1,1) . 0;3:0; —0,6;0,2; 0,4; 0,85, 0,25; 0,35
0 inak

4.24  Autobusy MHD jazdia v pravidelnych intervaloch po 25 minttach. Cestujici pride
na zastavku v 'ubovol'nom okamihu. Sledujeme ndhodni premennu predstavujicu dobu
Cakania na prichod autobusu. PopiSte tito nahodnu premenni pomocou funkcie hustoty
a distribu¢nej funkcie. Vypocitajte pravdepodobnosti toho, Ze cestujuci bude ¢akat’ na spoj
najviac 5 minut, prave 15 minut, najmenej 10 minat, 5 az 15 minut. Najdite stredni
hodnotu, medidn, rozptyl, smerodajnt odchylku a deviaty decil doby ¢akania na autobus.

1 0 prex <0
[F(x) = {E prex € (025), piy =X pre0<x <25 ;02006 04;
0 inak 1 prex =25

12,5;12,5;52,083; 7,22; 22,5]
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425 Firma ocakava komponenty od dodavatel'a v dobe od 12 do 24 hodin. Uskuto¢nenie
dodavky je rovnako mozné kedykol'vek v priebehu tohto intervalu. Ozna¢me ako nahodnt
premennu dobu ¢akania na dodavku.

a) Popiste tato nahodnti premennt pomocou funkcie hustoty a distribu¢nej funkcie,
funkcie vyjadrite predpisom i graficky.
b) Najdite pravdepodobnosti, Ze predajna bude ¢akat’ na dodavku najviac 40 mintt; prave
1 hodinu; miniméalne %2 hodinu; minimélne 20 minut; najviac ale 80 minut.
1 0 prex<0
[@) f(x) = {E prex € (0.12). gy = L pre0 < x < 12;5)0,333;0; 0,75;0,5]
0 inak 1 prex=>12

4.26 Pri vdzeni nemame zavazie menSie ako 1 gram. Ak vysledok vazenia ukaze hmotnost’
medzi 15 a 16 gramov, odhadneme hmotnost’ na 15,5 gramov. Tento odhad je zatazeny
chybou, ktora je nahodnou premennou s konstantnou hustotou pravdepodobnosti v intervale
od -0,5 do 0,5 gramov.

a) UrCte hustotu pravdepodobnosti, distribu¢nu funkciu, stredntt hodnotu a rozptyl chyby
odhadu.
b) Aka je pravdepodobnost’, ze absolutna chyba tohto odhadu neprekro¢i hodnotu 0,3 g?

1 0.5 05 0 prex < —0,5
[a)f(x)z{ pre =L, <x<0 ; F(x) ={x+0,5 pre—05<x<0,5;
0 inak 1 prex = 0,5

0; 0,083; b)0,6]

4.27  Pri zaokruhlovani ¢isla na 1 desatinné miesto sa doptisStame chyby, ktord je ndhodnou
premennou s rovnomernym rozdelenim.
a) UrCte parametre a a § tohto rozdelenia a popiste nahodnt premennt pomocou funkcie
hustoty.
b) Aka je pravdepodobnost, Ze absolutna chyba pri zaokruhl'ovani neprekro¢i hodnotu
0,03?

1
[a) — 0,05; 0,05; f(x) = a pre — 0,05 <x < 0,05; b)0,6]
0 inak
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4.2.2 Normalne (Gaussovo) rozdelenie (Normal (Gaussian) distribution)

Patri medzi najcastejSie a najdolezZitejSie rozdelenie pravdepodobnosti, pretoze mnohé
nahodné premenné v technike, prirodnych, ekonomickych a spolocenskych vedach maju toto
rozdelenie alebo sa nim daju aproximovat. M4 mimoriadny vyznam v tedrii pravdepodobnosti
a v matematickej Statistike. Klasickym typom veli¢in, ktoré sa riadia tymto rozdelenim st
nahodné chyby, preto sa toto rozdelenie niekedy oznacuje ako zakon chyb. V anglickej
literature je zauzivané pomenovanie odvodené od zvonovitého tvaru krivky - bell curve.
Normalne rozdelenie je zavislé od dvoch parametrov p a o, oznaduje sa N(u,c?), kde u je
stredna hodnota a o2 je rozptyl nahodnej premenne;.

Hustota rozdelenia a distribu¢na funkcia maju tvar:

X ~N(u, %)

f(x) = ax/lz—ne_%(x%u)z; X€ER F(x) = fe_%(t%ﬂ) dt; x€R

Excel: | =NORM.DIST (x;stred;smerodajna_odch;kumulativne)

X je hodnota nahodnej premennej X;

stred je strednéd hodnota (priemer) p daného rozdelenia;

smerodajna_odch je smerodajna odchylka o;

mozeme volit’ medzi frekvencnou a distribu¢nou funkciou: kumulativne zaddvame 0
pre funkciu hustoty pravdepodobnosti f(x) a 1 pre distribu¢nu funkciu F(x).

Ciselné charakteristiky:

EX) | D(X) | a(X) | B(X)

u | o? 0 0

Poznamka 4.3 Strednd hodnota, median a modus ndhodnej premennej s normalnym
rozdelenim sa rovnaji: E(X) = Me(X) = Mo(X) = ,t;( | N(0:0,2)
X

1_

N(0;3)
N(-2;1)

Obr. 4.17 Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti pre vybrané hodnoty parametrov p a o
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Graf funkcie hustoty (obr. 4.18) ma tvar zvona a je symetricky podl'a osi x = u (z0 symetrie
vyplyva P(X > u) = P(X < u) = 0,5 ), parameter u teda urluje, kde ma krivka maximum
s hodnotou G—\/lﬁ, parameter o2 je jedinym parametrom, ktory uréuje tvar krivky, t.j. uréuje ako

su od hodnoty u vzdialené inflexné body, ktoré satvx =u+ocax =u—o.

f&)
maximum funkcie
1
—U'NE:I T inflexné body
| ' |
| | I

b=

H+T

X

Obr. 4.18 Gaussova krivka - graf hustoty rozdelenia pravdepodobnosti

normdlne rozdelenej nahodnej premennej X ~ N(,u, 0'2)

f(x) f(x)
1.0t 1.
0.5 0.5
N(0;0,2)
N(0;16)
-2 —1 0 1 2 X -2 -1 0 1 2 3 X
f
fx) 1.0f ¥
1.0
0.5 0.51
N(0;1)
/ N(L;0.16)
» . . X X
-3 -2 -1 0 1 2 X - _1 0 | 5 3
1.0 (%) f(x)
03 N(0;2,25)
N(-1;0,16)
X
3 ) -1 0 I 2 3
1 2 3
Tvar Gaussovej krivky ovplyviiuje disperzia a2, Umiestnenie Gaussovej krivky urcuje stredna
resp. smerodajna odchylka o. hodnota u.

Obr. 4.19 Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti pre vybrané hodnoty parametrov ji a o
9



Veta 4.1 Pravidlo troch sigma

Pre nahodnt premennt X ~ N(u, o) plati:
P(u—o <X < u+o0)=0,6827

P(u—20 <X < u+20)=0,9545
P(u—3c <X < u+30)=0,9973

- ‘ T
H-O I i x u-2c 7 u+2o v yu-3o u 430"

Obr. 4.20 Pravidlo troch sigma

Ak predpokladame, ze nahodna premenna X vel'mi rozsiahleho stiboru ma normalne
rozdelenie, pre ktoré sme zostrojili normalnu krivku, pouZzitim pravidla troch sigma mdzeme

tvrdit’, Ze interval (,u—a, U+ 0) vymedzuje plochu vel'kosti0,6827 (t.j. viac ako 2/3 plochy),
a teda tato premennd ma 68,27% hodnoét v intervale (,u—a, M+ 0'). Moézeme tiez tvrdit’, ze
lubovolny prvok nasho stboru padne s pravdepodobnostou 68,27% do intervalu
(,u—a, ,u+0') a s pravdepodobnostou 31,73% mimo tohto intervalu. Analogicky mdzZeme
konStatovat’ aj pre d’alSie dva intervaly pu+20, u+3o.

V praxi sa pravidlo troch sigma pouziva na prvy odhad Standardnej odchylky pre ndhodnt
premennu, u ktorej predpokladdme normalne rozdelenie. Jej hodnotu dostaneme, ak rozpitie,
t.J. rozdiel najvacSej a najmensej hodnoty ndhodnej premennej vydelime Siestimi.

Zaujimavost’: /AR

Chvost normdlneho rozdelenia je oblast napravo od /\\l',--”"»\.fy//'\\.\

urcitého bodu na pravej strane od strednej hodnoty alebo /y\\
symetricky nalavo na l'avej strane krivky. Pomenovanie /,./ \ \\
,»chvost* mé povod v obrazku W. Gossetta z r.1908. CT".'{/. :‘{T})ﬂé:\\.\\f-

Toto rozdelenie vystihuje rozdelenie spojitych kvantitativnych premennych. Je
Vo vSeobecnosti  vhodné k popisu vSetkych nédhodnych premennych, ktoré je mozné
interpretovat’ ako aditivny vysledok mnohych nepatrnych a vzdjomne nezavislych vplyvov.
Staci, aby scitancov bol dostato¢ny pocet a aby ziadny z nich nemal na vysledni nédhodnt
premennu rozhodujtci vplyv. Plati, ze ¢im viac nezavislych nahodnych premennych séitame,
tym sa ich stcet viac blizi k normalnemu rozdeleniu bez ohl'adu na to, aké mali pdvodné
premenné rozdelenie, obr. 4.21.
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S I e
‘ -
N(u,0%)

LrL

Obr. 4.21 Normdlne rozdelenie je zakonom rozdelenia suctu lubovolnych ndhodnych premennych

Podl'a centralnej limitnej vety ndhodna premennd, ktora je ur¢ena posobenim vicsieho poctu
navzajom nezavislych vplyvov, ma aspon priblizne normalne rozdelenie, bez ohl'adu na to, ako

je kazdy z tychto faktorov rozdeleny.

Priklady pouzitia normalneho rozdelenia pravdepodobnosti:

vel'kost’ chyby merani;

rozdelenie skuto¢ného rozmeru vnutri toleranéného pola pri obrdbani - odchylka
rozmeru vyrobku od pozadovanej hodnoty;

spracovanie signalu, spracovanie obrazu;

biometrické veli¢iny (v praxi sa stretavame aj s réznymi modifikaciami Gaussovho
rozdelenia, napr. s logaritmicko-normalnym rozdelenim, ktoré sa vyznacuje kladnym
zoSikmenim — popisuje rozdelenie koncentracie, hmotnosti T'udi, Ex-Gaussovym
rozdelenim popisujucim rozdelenie reakénych ¢asov... );

v Statistike - aby bolo mozné hypotézy pre 'ubovol'nl1 ndhodnt premennu, ktora sa riadi
tymto rozdelenim verifikovat, pouzZivaji sa hodnoty normovaného normalneho
rozdelenia, ktoré oznacujeme N (0,1).

4.2.2.1 Standardné (Standardizované, normované) normaine rozdelenie (Z-rozdelenie)

(standard normal distribution or the unit normal distribution)

Ak nahodna premenna X ma normalne rozdelenie S parametrami u a o, potom nahodnu

, X— , ; , , , , ; ;
premenni Z = Tﬂ nazyvame nahodna premenna s normovanym normalnym rozdelenim. Plati

E(Z) =0 a D(Z) = 1. Toto rozdelenie sa ozna¢uje N(0,1). Normované normalne rozdelenie
sa pouziva ako zakladné, sktorym sa porovnavaji iné rozdelenia. Funkcia hustoty
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pravdepodobnosti sa v literattre a tabul’kach oznacuje ¢(z), Excel pouZiva znacenie f(z), jeho
distribu¢na funkcia sa oznacuje ®(z), resp. Excel F(z2).

N(u; 0?)

o Standardizacia N(0;1)
) ’
1

U 0
.. ... X— vy , ; . , ,
Obr. 4.22 Pri Standardizdcii Z = TH odcitanim u posuvame krivku do nuly, delenim o menime tvar

krivky, avsak plocha pod krivkou zostava stale rovna 1

Funkény predpis hustoty a distribu¢nej funkcie:

Z ~N(0,1)

2 tZ

e zdt; z€R

Z

o(z) = L8_7; ZER D(z)

Var =%L

Excel: | =NORM.S.DIST(z;kumulativne)
z je hodnota normovanej ndhodnej premennej;

kumulativne mdze nadobudat’ hodnotu 0 pre ¢(z) a 1 pre hodnotu ®(z).

Ciselné charakteristiky:

E(z) | D(Z)  a(Z) | B(Z)

0 1 0 0

Vztahy medzi l'ubovolnym N(u,a?) a N(0,1):
1 _

@ =50 (FH):

0 =0(=)

P(aSXSb)=F(b)—F(a):¢<%)—¢(a;M).

Veta 4.2 Vlastnosti rozdelenia N (0, 1):

e ¢(2) je parna funkcia, t.j. pre Vz € R: 9(—2z) = ¢(2);

e Vv z = 0 ma funkcia hustoty pravdepodobnosti maximum ¢ (0) = — = 0,4;

V2m
o ¢(—2)=1-¢(2).
Poznamka 4.4 Vo vicSine Statistickych analyz a testov je hlavnym predpokladom normalne
rozdelenie dat.
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Kvantily normalneho rozdelenia

Kvantily normalneho rozdelenia budeme oznacovat x, anormovaného normalneho
rozdelenia z,, kde a je pravdepodobnost ,nalavo“ od x,, resp.z, (velkost' ,zlava
ohranicenej plochy pod hustotou).

V Exceli pouzivame pre hl'adanie kvantilov funkciu:

e pre [lubovolné normalne rozdelenie N(u,02) ahladani pravdepodobnost «
=NORM.INV (pravdepodobnost’;stred;smerodajna_odch), kde argument pravdepodobnost’
je pravdepodobnost’ @, pre ktorti hI'adame kvantil x,; stred je stredna hodnota u daného
rozdelenia; smerodajna_odch je smerodajna odchylka o;

e pre normované normalne rozdelenie N(0, 1) a hl’adant pravdepodobnost’ a

=NORM.S.INV(pravdepodobnost’). Zadavame iba pravdepodobnost a, pre ktoru hl'addme

kvantil z,.

Priklad 4.10 Leteckd spolo¢nost’ sa snazi optimalizovat mnozstvo tankovaného paliva
na pravidelnej linke. Dlhodobym pozorovani bolo zistené, ze spotreba paliva, v zavislosti
na letovych podmienkach a obsadenosti lietadla, ma normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
5,9 tony asmerodajnou odchylkou 0,5 tony. Aké mnozstvo paliva je potrebné na to, aby
lietadlo doletelo do cielového miesta s pravdepodobnostou 99% bez nutnosti medzipristatia
Z dévodu doplnenia paliva?

Riesenie. X ~ N(5,9; 0,52)
P(X <x,) = F(xy) =099 = x, = F~1(0,99) = NORM.INV(0,99;5,9;0,5) = 7,063174
Lietadlo potrebuje natankovat’ 7,06 ton paliva.

Priklad 4.11 Kazdé meranie je sprevadzané nahodnymi a systematickymi chybami. Meranie
ampérmetrom je zatazené systematickou chybou 20 mMA, ndhodné chyby merania maju
normalne rozdelenie pravdepodobnosti so smerodajnou odchylkou 5mA. S akou
pravdepodobnost'ou sa bude lisit' chyba nameranej hodnoty pri jednom merani maximalne
012 mA od skuto¢nej meranej hodnoty? Urcte hodnotu meranej veliCiny, ktord nebude
s pravdepodobnost’'ou 0,9 prekrocena.

RieSenie. X je ndhodnd premennd, ktord nadobida hodnoty chyby pri jednom merani danym
ampérmetrom. Systematicka chyba je priemernou chybou: E(X) = u = 20 mA, smerodajna
odchylka ¢ = 5mA. Plati X ~ N(0 + 20, 52).

Pravdepodobnost’ toho, ze chyba nameranej hodnoty pri jednom merani sa bude liSit
maximalne o 12mA, t.j. neprekro¢i v absolitnej hodnote 12 mA bude P(|X|<12) =
P(—12 < X <12) = NORM.DIST(12; 20; 5; 1) — NORM. DIST(—12; 20;5; 1) = 0,054799.
Hodnotu meranej veliCiny, ktora nebude s pravdepodobnostou 0,9 prekrocend uréime ako
P(|X| <a) =09 = a = NORM.INV(0,9; 20; 5) = 26,40776.

Ulohy
4.28 Nech X ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 15 a smerodajnou odchylkou 4.
Urcte nasledovné pravdepodobnosti :
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a) P(X =12); b) P(X < 12); c) P(X > 15);
d) P(10 < X < 20); e) P(1X| < 9); f) P(1X] > 9).

[a) 0; b) = NORM.DIST(12;15;4;1) = 0,226627; ¢) 1 — NORM.DIST(15;15;4;1) =
0,5; d) = NORM.DIST(20;15;4;1) — NORM.DIST(10; 15;4;1) = 0,7887; e) =
NORM. DIST(9; 15; 4; 1) — NORM. DIST(-9; 15;4; 1) = 0,066807; f) =
NORM.DIST(—9; 15;4;1) + 1 — NORM. DIST(9; 15;4;1) = 0,9331928 |

429 Nech X ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 5 a rozptylom 4. Urcte
nasledovné pravdepodobnosti :
a) P(X =5); b) P(X < 5); c) P(X > 5);
d)P(4< X <5); e) P(|1X| <5); f) P(1X| > 4).

[a) 0; b) 0,5; ¢) 0,5; d) = NORM.DIST(5;5;2;1) — NORM.DIST(4;5;2;1) =
0,191462; e) = NORM.DIST(5;5;2;1) — NORM.DIST(-5;5;2;1) =0,5; f) =1 —
(NORM. DIST(4; 5; 2; 1) — NORM. DIST(—4; 5: 2; 1)) = 0,691465859 |

4.30 Nahodna premenna X ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 6 a rozptylom
rovnym 0,81. Urcte pravdepodobnost’, Ze tato ndhodna veli¢ina nadobudne hodnotu:
a) maximalne 5; b) aspon 5,5; c)z intervalu (5,7).

[a) = NORM. DIST(5; 6;0,9;1) = 0,13326; b)1 — NORM. DIST(5,5;6;0,9;1) =
0,710743; c) = (NORM.DIST(7;6;0,9;1) — (NORM. DIST(5; 6;0,9; 1) = 0,733479]

431 Nech Z ma normované normalne rozdelenie. Najdite hodnotu z, ktora spiiia nasledovné
rovnice:
a)P(Z<z)=095;, b)P(Z<z)=0,5; ¢) P(Z > z) = 0,05;
dP(Z>2)=09;, ePKK-123<Z<2)=085  fHP(z<Z<192)=095.

[a) = NORM.S.INV(0,95) = 1,644854; b) = NORM. S.INV(0,5) = 0; ¢) =
NORM.S.INV(1 — 0,05) = 1,644854;d) = NORM.S.INV(0,1) =

—1,28155; €)NORM. S.INV(NORM. S. DIST(—1,23; 1) + 0,85) = 1,743176;f) =
NORM. S.INV(NORM. S. DIST(1,92; 1) — 0,95) = —2,00333]

4.32 Je dani nahodni premennd X~N(2,3%). Aké velké musi byt &islo &, aby hodnoty
premennej X padli do intervalu (¢, 3) s pravdepodobnost'ou asponi 0,25?
Urcte median x s.
[maximélne 1,087958372 pozn.: P(C <X <3)=F(3)—F(¢) =025 = F() <F@Q3) -
0,25; = NORM.DIST(3;2;3;1) — 0,25 ~» F(¢) = 0,38055866; =
NORM.INV(0,38055866; 2; 3) ~» ¢ = 1,087958372;x¢5 = E(X) = 2]

4.33 Cas nepriameho bunkového delenia (nazyvany mitéza) ma normalne rozdelenie
so strednou hodnotou jedna hodina a smerodajnou odchylkou 5 minut.
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a) Aké je pravdepodobnost’, Ze delenie nejakej bunky sa uskuto¢ni skor ako za 45 mintt?

b) Aka je pravdepodobnost’, ze delenie nejakej bunky bude trvat’ viac ako 65 minut?

c¢) Aky Cas je potrebny na dokoncenie mitodzy priblizne 99 % zo vSetkych buniek?
[@)0,00135; b)0,15866; ¢)71,6 min]

4.34 Reakéna doba Soféra na zrakovy podnet ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou
0,4 sekundy a smerodajnou odchylkou 0,05 sekundy.
a) Aka je pravdepodobnost’, Ze reakcia nejakého Soféra vyzaduje 0,5 sekundy?
b) Aké je pravdepodobnost’, Ze reakcia nejakého Soféra je medzi 0,4 az 0,5 sekand?
c¢) Aka je reak¢éna doba, ktort prekroci 90 % Soférov?
[0,02275; 0,47785; 0,336]

4.35 Rychlost’” prenosu stboru zo serveru na osobny pocita¢ v urcitej sieti ma normadlne
rozdelenie so strednou hodnotou 60 Mb/s a smerodajnou odchylkou 4 Mb/s.
a) Aka je pravdepodobnost’, ze subor bude preneseny viacsou rychlost'ou ako 70 Mb/s?
b) Aka je pravdepodobnost’, Ze stibor bude preneseny rychlostou mensou ako 58 Mb/s?

[a) = 1 — NORM.DIST(70; 60; 4; 1) = 0,00621; b)NORM. DIST(58; 60; 4; 1) = 0,308538]

4.36 Praceneschopnost zamestnancov vo firme za mesiac méa normalne rozdelenie
so strednou hodnotou 100 hodin a smerodajnou odchylkou 18 hodin. Akéd je
pravdepodobnost’, ze pracenesChopnost’ na buduci mesiac bude 80 az 90 hodin? Aky velky
¢as by mal byt’ zahrnuty do rozpoctu na praceneschopnost, ak by planované absencie mali
byt prekrocené s pravdepodobnost’ou iba 10 %?

[= NORM. DIST(90; 100; 18; 1) — NORM. DIST(80; 100; 18; 1) = 0,155997;

= NORM.INV(0,9; 100; 18) = 123,0679 hodin]

4.37 Hmotnost' vyrobku je vyhovujica, ak je v medziach 59-61 gramov. Za Standardnych
podmienok méa hmotnost’ vyrobkov priblizne normalne rozdelenie so strednou hodnotou
u = 60,05 gramov asmerodajnou odchylkou p =0,7. Ak4 je pravdepodobnost, ZzZe
hmotnost’ vyrobku bude vyhovujuca?

[= NORM. DIST(61; 60,05; 0,7; 1) — NORM. DIST(59; 60,05; 0,7; 1) = 0,845825]

4.38 Pevnost vzoriek kontajnerov cementu v tlaku sa modeluje pomocou normalneho
rozdelenia so strednou hodnotou 6000 kg/cm? a smerodajnou odchylkou 100 kg/cm?.
a) Aka je pravdepodobnost, Ze pevnost’ nejakej vzorky je mensia ako 6250 kg/cm??
b) Aka je pravdepodobnost’, Ze pevnost’ nejakej vzorky je medzi 5800 a 5900 kg/cm??
c) Akt pevnost prekro¢i 95 % vzoriek? [a)0,99379; 5)0,13591; ¢)5835kg/cm?]

4.39 Na obrabacom stroji sa sleduje dizka konkrétnej pracovnej operacie, ktora ma normalne
rozdelenie so strednou hodnotou 21 minut a smerodajnou odchylkou 1,3 minuty. Aka je
pravdepodobnost’, Zze nahodne vybrana pracovna operacia neprekro¢i 20 minat? [0,221]

440 Doba osetrenia pacienta u lekara je ndhodna veli¢ina, u ktorej je mozné predpokladat’
normalne rozdelenie so strednou hodnotou 14 mintt a smerodajnou odchylkou 5 minut.
Aka je pravdepodobnost’, Ze:
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a) nahodne vybrany pacient stravi na vysetreni viac ako 20 minut?

b) celkova doba vySetrenia u 24 objednanych pacientov prekroci 6 hodin?
[a) 0,115; b) 0,164]

441 Meranie vyrobku je sprevadzané ndhodnymi chybami, ktoré maji smerodajni odchylku
4 mm. Urcte pravdepodobnost’, ze chyba merania neprekroc¢i v absolttnej hodnote 2 mm.
[0,383]

442 Predpokladajme, ze telesna hmotnost’ v danej populacii sa riadi normalnym rozdelenim,
priemernd hmotnost je 80 kg a smerodajna odchylka je 10 kg.
a) Urcte, kol'ko percent jedincov ma hmotnost’ najviac 105 kg.
b) Uréte, s akou pravdepodobnostou bude hmotnost nahodne vybraného jedinca z danej
populacie najviac 75 kg.
¢) Urcte, s akou pravdepodobnost'ou bude hmotnost’ ndhodne vybraného jedinca z danej
populacie asponi 75 kg.
d) Uréte, s akou pravdepodobnostou bude hmotnost’ nahodne vybraného jedinca z danej
populacie v rozmedzi 75 kg az 105 kg.
e) Stanovte hmotnostnu hranicu, ktort prekroci iba 5% jedincov.

[2)0,994 ; b)0,3085; ¢)0,6915; d)0,6853;¢) 96,45 Kg]

443 Priemer hriadel'a mechaniky optickej pamite mad normalne rozdelenie so strednou
hodnotou 0,637 cm asmerodajnou odchylkou 0,0013 cm. Specifikacie na hriadel' su
0,6350£0,0039 cm. Aky podiel hriadel'ov vyhovuje Specifikaciam?

[FNORM.DIST(0,635+0,0039;0,637;0,0013;1)-NORM.DIST(0,635-0,0039;0,637;0,0013;1) =

0,928063]

444 Meracim pristrojom, ktory ma systematicka chybu +0,1; sa merala urcita fyzikalna
veli¢ina. Nahodné chyby merani maji rozdelenie N(0; 0,05).
Aké je pravdepodobnost, Ze chyba merani v absolutnej hodnote neprekroc¢i 0,57
[FNORM.DIST(0,5;0,1;SQRT(0,05);1)-NORM.DIST(-0,5;0,1;SQRT(0,05);1) = 0,959536]

4.45 Vyrobok je vnorme, ak je jeho dizka zintervalu 68 az 69 mm. Z dlhodobych
pozorovani je zname, Ze dizka danych vyrobkov ma normélne rozdelenie pravdepodobnosti
so strednou hodnotou 68,2 a disperziou 0,04. Aka je pravdepodobnost’, Ze vybrany vyrobok
bude vyhovujuci?

[=NORM.DIST(69;68,2;0,2;1)-NORM.DIST(68;68,2;0,2;1) = 0,841313]

4.46 Hmotnost' vyrabaného zavazia ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou
hodnotou 20g, pricom vyrobca uvadza jej Standardnt (smerodajna) odchylku 0,02g. Urcte
pravdepodobnost’ toho, Ze nahodne kupené zavazie bude mat skutoéni hmotnost’
a) asponl 20,03g;

b) mensiu ako 19,99¢g;
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¢) asponl 20g a nie viac ako 20,5g.

[a) = 1 — NORM. DIST(20,03; 20; 0,02; 1) = 0,066807; b) =
NORM. DIST(19,99; 20; 0,02; 1) = 0,308538 ; ¢) = NORM. DIST(20,05; 20; 0,02; 1) —
NORM. DIST(20; 20; 0,02; 1) = 0,49379]

4.47 Dizka distribuovanych hriadelov ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 45 cm
a rozptylom 0,25 cm. Aka je pravdepodobnost’, ze ndhodne vybrany hriadel’ bude:
a) kratsi ako 45,25 cm;
b) dlhsi ako 45,25 cm;
¢) mat dizku od 45 cm do 45,25 cm.

[a) = NORM. DIST(45,25;45;0,5;1) = 0,691462;b) =1 —
NORM. DIST(45,25; 45;0,5; 1) = 0,308538; c) = 0,691462 — 0,5 = 0,191462]

4.48 Hmotnost’ vyrdbanych suciastok je normélne rozdelena veli¢ina so strednou hodnotou
110 gramov a rozptylom 100. S akou pravdepodobnost'ou bude hmotnost’ si¢iastky mensia
ako 115 gramov?

[= NORM.DIST(115;110; 10; 1) = 0,691462 ]

4.2.3 Exponencialne rozdelenie (exponential distribution)

Exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej je obdobou
Poissonovho rozdelenia pre diskrétnu nahodnti premennti. Mame tok udalosti s intenzitou A
udalosti za jednotku ¢asu. Spojitd ndhodna premenna X predstavuje ¢asovy interval medzi
dvoma po sebe iducimi javmi. Je zrejmé, ze X nadobuda len nezaporné hodnoty (Cas t>0).
Funkcia hustoty pravdepodobnosti je funkciou dizky ¢asového intervalu t medzi dvoma
po sebe nasledujucimi vyskytmi nahodnych javov.

Hustota a distribu¢na funkcia:

X ~E(R)

_(le™ prex>0 _{1—e"1" prex >0
f&) _{0 prex < 0 F@ =10 prex <0

Excel: | =EXPON.DIST(x;lambda;kumulativne)

x je hodnota ndhodnej premennej X;

lambda je strednou hodnotou rozdelenia;

kumulativne pre 0 vypocita hodnotu f(x), pre 1 hodnotu F(x).
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Ciselné charakteristiky:

EX) | D(X) | a(X) | B(X)

1 1
i 2 6
2 22

0 i 2 3 4 5 6 7
Obr. 4.23 Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti pre vybrané hodnoty parametra A

Toto rozdelenie dobre opisuje rozdelenie pravdepodobnosti doby Zivotnosti zariadenia,
u ktorého prichadza k poruche znahodnych pric¢in anie v dosledku mechanického
opotrebovania alebo unavy materidlu (Zivotnost’ je uvazovana ako doba ,,Cakania na poruchu®).
PouZiva sa v bioldgii v analyze doby prezitia, vo fyzike pri modelovani rychlosti rozpadu
izotopov. Tiez sa Casto pouziva v tedrii spolahlivosti, v tedrii hromadnej obsluhy, v tedrii
obnovy.

Toto rozdelenie ma ndhodna premenna popisujica:
— Cas medzi dvoma pristupmi na server;
— Cas do zlyhania (Zivotnost’ zariadeni , ur€ovanie zaru¢nej lehoty na vyrobok);
— Cas potrebny na opravu pokazenej stciastky.

Poznamka 4.5 Exponencidlne a Poissonovo rozdelenie vyjadruji svojim spdsobom ta istu
podstatu z réznych pohl'adov. Kym pri Poissonovom rozdeleni ide o pravdepodobnost’ vyskytu
ur¢ittho poctu javov =za jednotku casu, pri exponencidlnom rozdeleni nam ide
0 pravdepodobnost’ dizky intervalu medzi dvoma vyskytmi javu. Cim je Easovy interval medzi
vyskytmi dvoch javov dlhsi, tym je pravdepodobnost’ vyskytu tohto intervalu nizsia.

Exponencialne rozdelenie je Specidlnym pripadom gama rozdelenia.

Priklad 4.12 Stredna doba cakania zakaznika na obsluhu v predajni je 1,5 minuty.
Predpokladajme, Ze nahodnd premenna X, vyjadrujica dobu c¢akania na obsluhu, ma
exponencialne rozdelenie. Aka je pravdepodobnost, Ze nahodny zakaznik bude obsluzeny
Vv dobe kratSej ako 1 minita? Aky je podiel zdkaznikov, ktori budu ¢akat’ dlhsie ako 3 minuty?
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Riesenie. Predpokladame, ze X ~ E(4), kde X je doba ¢akania na obsluhu.
Stredna hodnota tohto rozdelenia E(X) = % =15 = 1=0,6.

(x) P(X<1)
0.51

0 i 2 3 4 5 6 7
Obr. 4.24 Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti X ~ E(0, 6)

P(X<1)=F(1)=1-e"%1=0,486582881 ;
Hodnotu distribu¢nej funkcie v Exceli vypocitame pomocou =EXPON.DIST(1;1/1,5;1).
Zakaznik bude obsluzeny v dobe krat$ej ako 1 mintuta s pravdepodobnost'ou 48,66%.

P(X>3)=1-F(3) =e %3 =0,135335283 ;
Vypocet v Exceli: =1-EXPON.DIST(3;1/1,5;1)
13,53% zakaznikov bude ¢akat’ na obsluhu dlhs$ie ako 3 mintty.

Ulohy

4.49 Priemerna zivotnostou LED didd je 40 000 hodin. Za predpokladu, ze pre modelovanie
zivotnosti LED diddy (doby do poruchy) pouZijete exponencialne rozdelenie, urcte
pravdepodobnost’ toho, Ze LED didda vydrzi v prevadzke:
a) aspon 30 000 hodin,
b) najviac 35 000 hodin,

c) 30000 - 50 000 hodin.
[x~ E( L ); a)P(X > 30000) = 1 — EXPON. DIST (30000; L ;1) N
40 000 40000
0,472367; b)P(X < 35000) = EXPON. DIST(35000; 1/40000; 1) — 0,583138;¢) =

EXPON. DIST(50000; 1/40000; 1) — EXPON. DIST(30000; 1/40000; 1) — 0,185862]

450 Doba zivotnosti vyrobku ma exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou
hodnotou 60 000 hodin. Urcte pravdepodobnost’ toho, ze vyrobok nebude funkény dlhsie,
ako je jeho priemerna doba zivotnosti. Aku maximélnu dobu na vymenu nefunkéného
vyrobku za novy moéZe vyrobca poskytnut, ak priptsta 15% reklamaénych vyrobkov?
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X ~E(=5=); P(X < 60 000) = EXPON. DIST (60000; ——;1) > 0,632121; =

60 000

EXPON. DIST (50000; L. 1) — EXPON. DIST (30000;#; 1) - 0,185862; P(X < x) =
40000 40000

F(x) =1—e 0000 =0,15 »x=9751,14

451 Urcita suciastka sa pokazi v zarucnej dobe 1095 dni s pravdepodobnostou 0,1. Je
zname, ze doba zivotnosti takejto suciastky sa riadi exponencidlnym rozdelenim

pravdepodobnosti. Urcte :

a)
b)

c)

4.2.4

strednu dobu Zivotnosti tejto suciastky;

pravdepodobnost’ toho, ze stciastka sa nepokazi pocas jedného roka (365 dni);
pravdepodobnost’ toho, Zze stciastka sa nepokazi pocas prvych 200 dni, ale pokazi sa
Vv priebehu d’alsich 500 dni.

Weibullovo rozdelenie (Weibull distribution)

Toto rozdelenie vyjadruje zivotnost’, bezporuchovost’ technickych zariadeni (tzv. dobu

do poruchy), ktorym nevyhovuje exponencialne rozdelenie, t.j. kde sa prejavuje mechanické
opotrebovanie aunava materialu. VSeobecne moézeme tymto rozdelenim modelovat’ datové
stibory, ktorych hodnoty su vécSie ako nula (pri analyzach zivotnosti a bezporuchovosti
priemyselnych systémov a vyrobkov v elektronickom, elektrotechnickom, strojarenskom
priemysle).

Funkcia hustoty a distribu¢na funkcia:

X~W(, k)
k x\k=1 _(xyk -(®)"
fx) | = i(i) e 3 prex >0 F(x) :{3 e \1 p;:iig
0 prex <0 P
Ciselné charakteristiky:
E(X) D(X) a(X) | B(X)
Ar(1 ! A% r(1+2> 1"(1+1)2
( +E> k k

Priklady Weibullovho rozdelenia:

Toto rozdelenie sa pouziva:

Vv pripadoch, kedy bezporuchovost’ zdlezi na veku, pocte odpracovanych hodin, pocte
vykonanych cyklov, opotrebeni (popisuje €as do poruchy systému, kedy porucha
nastava pri poruche najslabsieho komponentu systému);

V oblasti spolahlivosti pri uréovani ukazovatel'ov bezporuchovosti, ktoré predstavuju
doleziti informaciu pri predpovedi, hodnoteni ¢i porovnani zivotnosti vyrobkov,
vyhodnoteni konStrukénych a technologickych zmien, porovnani alternativnych
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konstrucii a technoldgii, porovnani zivotnosti vyrobkov roznych technologii alebo
roznych vyrobcov, vytvarani zarucnej politiky, pri proaktivnom pristupe k riadeniu
zasob nahradnych dielov alebo pri planovani oprav;

— pri modelovani r6znych javov: napr. predpoved’ pocasia, imrtnost’ na AIDS, hodnotenie
pravdepodobnosti vzniku zemetrasenia,...

4.3 ROZDELENIA FUNKCIi NAHODNYCH PREMENNYCH
(ODVODENE ROZDELENIA, VYBEROVE ROZDELENIA)

Maji mimoriadny vyznam v praxi pri analyze Statistickych tdajov ziskanych ndhodnym
vyberom, tj. pouzivaju sa pri vyberovom sktimani ( y? rozdelenie pri popise vyberového
rozptylu, Studentovo t-rozdelenie najcastejSie k porovnaniu priemerov, Fisherovo F-rozdelenie
pri porovnani rozptylov dvoch stborov alebo pri porovnani zavislych veli€in v linedrnej
regresii). S zko spojené s normalnym rozdelenim.

43.1 x? rozdelenie (chi-kvadrat, Helmertovo-Pearsonovo rozdelenie) (Chi-squared
distribution)

Nech X;,X,, X3,...X,, Je n nezavislych nahodnych premennych, z ktorych kazda ma
normované normalne rozdelenie N(0,1). Ich sucet Stvorcov je ndhodnd premenna, ktord ma
rozdelenie, ktoré nazyvame chi-kvadrat rozdelenie s n stupfiami vol'nosti(degree of freedom),
zapisujeme y%~y?(n). Oznacujeme
XP=XP 4 XG4+ Xy = YL X

Funkcia hustoty:

x2~x*(n)

fa) | = x e e (0,0)

22r(2)

Excel: | =CHISQ.DIST (x;stupent vol'nosti;kumulativne)

X je hodnota nahodnej premennej x?;

stupent vol'nosti je parameter urcujuci pocet stupiiov vol'nosti;

kumulativne je logickd premennd urcujica, ¢i bude vypocitand funkcia hustoty
pravdepodobnosti (parameter 0) alebo distribu¢nu funkcia (parameter 1).

Ciselné charakteristiky:

EX® | D™ | a(x®) | B

12
n 2n g 34+ —
n n
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Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti chi-kvadrat rozdelenia pre vybrané hodnoty
parametra n su na obr. 4.25.

f(x)

0.51 x*(1)
x%(2)
x*(3)

x*(7)
x%(9)

0 1 2 3 4 5 6 7

Obr. 4.25 Grafy funkcie hustoty pravdepodobnosti chi-kvadrdt rozdelenia pre vybrané hodnoty
parametra n

Kvantily chi-kvadrat rozdelenia
Kvantily chi-kvadrat rozdelenia budeme oznacovat' x>V (), kde P ()(2 < )(,i‘kv(a)) = a. Na

vypocet  kvantilov  chi-kvadrat  rozdelenia sa  pouziva  kvantilova  funkcia
=CHISQ.INV (pravdepodobnost’; stupen volnosti), kde pravdepodobnost’ je pravdepodobnost’
a, pre ktord hfaddme kvantil y>*¥(a); stupei volnosti je parameter, urujuci podet stupiiov

volnosti.

Vlastnosti: Pocet stupiiov volnosti n je dany poctom nezavislych scitancov aje jedinym
parametrom rozdelenia. S rasticim po¢tom stupniov volnosti sa chi-kvadrat rozdelenie ,,blizi*
k normalnemu rozdeleniu, t.j. pre n > 30 ho mozno aproximovat (nahradit) normalnym
rozdelenim N(n; 2n) .

n>30 = y?(n) ~ N(n; 2n).

4.3.2 Studentovo t-rozdelenie (Student's t-distribution)

Nech X,Xi, X, X3,... X, Je n+ 1 nezavislych ndhodnych premennych, z ktorych kazda ma
normované normalne rozdelenie N(0,1). Ozna¢me:

X X
t = = =T
\/ZZ?=1XL'2 Jax?
Premenna t je nahodna premenna. Jej rozdelenie sa nazyva Studentovo t-rozdelenie
S n stupfiami vol'nosti t~t(n).
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Vlastnosti: Pre kazdy vyber s rozsahom n + 1 (t.j. pocet stupiiov volnosti df = n) existuje
odli$né t-rozdelenie, preto hovorime, Ze pocet stupiiov vol'nosti je jediny parameter rozdelenia.
Funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti je parna — jej krivka je simerna podl'a y-ovej osi,
podobna na krivku normalneho rozdelenia, len je plochejSia (ma viac plochy na okrajoch
a menej v strede). V porovnani s normalnym rozdelenim ma vyssiu variabilitu, v dosledku toho
budi intervaly spolahlivosti SirSie ako u normalneho rozdelenia. S rasticim poctom stupiiov
vol'nosti sa t-rozdelenie ,,blizi“ k normovanému normalnemu rozdeleniu, pre n = 30 ho mozno
aproximovat’ (nahradit’) normovanym normalnym rozdelenim N (0; 1), obr. 4.26.

n=30 = t(n) ~N(0;1)

5 &£ 3 =2 1 © 1 2 3 @ 55

Obr. 4.26 Porovnanie grafu funkcie hustoty Studentovho t-rozdelenia pre rézne stupne volnosti
s grafom Gaussovej krivky rozdelenia N(0,1)

Funkcia hustoty:
t~t(n)
RIS
fx) | = O (1 + ;) x € (=00, 0)

Excel: | Na vypocet funkcie hustoty a distribu¢nej funkcie sa pouziva

=T.DIST(x;stupen vol'nosti;kumulativne)

X je hodnota ndhodnej premennej;

stupeni vol'nosti je parameter urcujuci pocet stupfiov vol'nosti;

kumulativne je logickd premennd urcujuca, ¢i bude vypocitand funkcia hustoty
pravdepodobnosti (parameter 0) alebo distribu¢nt funkcia (parameter 1)

Ciselné charakteristiky:

E(t) D(t) a(t) B(®)

0 >1 n >2 0 6
—— pren
pren 5 P —

pren > 4

S tymto rozdelenim sa stretdvame v tedrii odhadu, pri testoch Statistickych hypotéz a pod.
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Kvantily t-rozdelenia
Kvantily t-rozdelenia budeme oznacovat t,*V(a), kde P(tSt,’i"(a))=a, kde a je

pravdepodobnost’ ,,nalavo* od kvantilu ( velkost’ ,,zI'ava ohranic¢enej* plochy pod hustotou
rozdelenia). Na vypocet kvantilov rozdelenia v Exceli sa pouziva kvantilova funkcia
=T.INV(pravdepodobnost’; stupen volnosti), pravdepodobnost’ je pravdepodobnost’ o, pre
ktort hPadame kvantil ¢,V (@); stupeii vol'nosti je parameter, uréujuci poéet stupfiov volnosti.
Zo symetrie Studentovho t-rozdelenia vyplyva, ze tX¥”(a) = —tk?(1 — a), obr. 4.27.

i P(t’;;”(a) <X <thv( - a)) —1-2a

P(X > thv(1 — a)) —a

(Y (@) 6 (1-a) '

-r,f‘ (1-a)
Obr. 4.27 Z tvaru Studentovho t-rozdelenia vyplyva, Ze t¥¥ (a) = -tk (1 — a)
Priklad 13. Vypocitajte 90% kvantil Studentovho t-rozdelenia s 5 stupiiami vol'nosti. Aky je

podiel hodndt ndhodnej premennej s danym rozdelenim, ktoré presahuju ciselni hodnotu
vypocitan¢ho kvantilu?

RieSenie. t£7(0,9) = T.INV(0,9;5) = 1,475884

10% hodndt ndhodnej premennej so Studentovym t-rozdelenim s 5 stupfiami volnosti
presahuje ¢iselnt hodnotu 1,475884, obr. 4.28.

fx) 1

P(x<tf(09)=09

P (X > t4(0,9)) = 0,1

kY £, X
15‘ (0,9)

Obr. 4.28 Zobrazenie kvantilu t¥(0,9) — jeho hodnota rozdeluje velkost plochy pod krivkou na
plochu s obsahom 0,9 a plochu s obsahom 0,1.

Uloha

452 Urcte 95. 2 99. percentil Studentovho t-rozdelenia so 4 stupiiami vol'nosti.

[= T.INV(0,95; 4) = 2,131847; = T.INV(0,99; 4) = 3,746947]
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4.3.3 F-rozdelenie alebo Fisherovo — Snedecorovo rozdelenie (Snedecor's F-distribution
or Fisher-Snedecor distribution)

Nech X, X;, X3,...Xp, @ Y1, Y;,Y3,... ¥y s nezdvislé ndhodné premenné, z ktorych
kazda ma normované normalne rozdelenie N(0,1). Potom rozdelenie nahodnej premenne;j
lon 2o 1 5
Tl—1 Zl=1 1 X i _ n_l)( 1
1

F = 1
n 2 2
n_zzl':ZlYi n_l)(Z

sa nazyva Fisherovo — Snedecorovo rozdelenie s n; a n, stupfiami volnosti, oznacuje sa
F~F(Tl1, nz).

Vlastnosti: Fisherovo rozdelenie ma 2 parametre, stupne volnosti n;a n,, je asymetrické.
pre n, > 2. Na obr. 4.29 su

n2
ny—2
zobrazené funkcie hustoty pravdepodobnosti pre rdzne stupne vol'nosti nq, n,.

Pre stredni hodnotu nahodnej premennej F plati E(F) =

Distribu¢nd funkcia a hustota rozdelenia v Exceli:

F~F(n11n2)

Excel: | Na vypocet funkcie hustoty a distribu¢nej funkcie sa pouziva

=F.DIST(x; stupen volnosti_1; stupen vol'nosti_2;kumulativne)

X je hodnota nahodnej premennej;

stupent volnosti_1, stupen volnosti 2 s parametre urcujuce pocet stupfiov volnosti
nq, ny;

kumulativne je logickd premennd urcujica, ¢i bude vypocitand funkcia hustoty
pravdepodobnosti (parameter 0) alebo distribu¢na funkcia (parameter 1).

Ciselné charakteristiky:

E(F) D(F) a(F)
n, 2ni(ny +ny — 2) (2ng + n; —2)y/8(n; — 4)
n; —2 ny(n; —2)2(n; — 4) (n; — 6)\/"1("1 +ny; —2)
pren, > 2 pren, > 4 pren, > 4
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Porovnanie grafov funkcie hustoty F-rozdelenia pre vybrané stupne volnosti nq,n,
mdzeme vidiet’ na nasledujucom obrazku.

flx) 4
3,5 -
F(1,2)
3 F(2,1)
25 - F(5,2)
5 F(50,5)
F(50,50)
1,5
1 4
0,5 -
O n T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 X
-0,5

Obr. 4.29 Porovnanie grafov funkcie hustoty F-rozdelenia pre vybrané stupne volnosti ny,n,

Priklad 4.14 Zobrazte pomocou Excelu graf funkcie hustoty F-rozdelenia a pozorujte, ako sa
meni tvar krivky v zavislosti od stupfiov vol'nosti nq, n,.

RieSenie. Na zobrazenie funkcie hustoty nahodnej premennej, ktora ma F-rozdelenie,
pouzijeme v Exceli preddefinovanu funkciu F.DIST. Jej pouZitie je naznacené na nasledujucich
obr. 4.30 a 4.31.

A 1} ( 3] ' | ¥ " | )
1 Finind)

’ " » .
3 "I-‘! d -v.’~.) )|
1 X 1‘!
’
a L 0.01 ] FLOST{ALSRS2,50562;0)
0.06 TO T (x shupen vl shigan. voimaiill busrmidtione F rozdelenie
6 011 0983739193 R

! 0,16 0,787515992

L 0,21 0,664 2040606

U 0,20 0577232357 )
10 on 0511565424

11 036 0459706607

12 0 0417428805 i(s)
11 046 03682110414

14 051 0352151056

15 0.56 0,3262406633 1

16 061 0303650724 A \\

17 006 0283730200 e ———

W 071 0266021593 0 ——
19 076  02%166747 0 0 : 13

0 081 0235883743 "

Obr. 4.30 Zobrazenie grafu funkcie hustoty pravdepodobnosti ndhodnej premennej F~F(1,2)
v Exceli
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A 1] { o i i G B | |
L Finln2)

‘ »
4 ni={10 | nl=4
. . »
) X i)
. ( —i

4 | 001 )eF.0IST{M;S852,5052,0)

.00 (TTRTix vivpen il s 3 Ve F rozdelenie
( 0,11 0.078310635

0,16 0182119452
It 0,21 0,297036331 0.6 B

/ N
0,26 0402093526 .
1.5 ~
w oM 0A87393319 N
11 0,6 0.550400442 )4 \\
12 041 0592900112 ) N
1 0,46 0617708255 ) h
14 0,51 0,628359424
15 0,56 0628155345
i 0,61 0619484762 1,1
\7 0,66 060572559 /
4
W on 0587507995 (
0 l Y

19 0,76 0566617106 .
0 081 0544106258 -

Obr. 4.31 Zobrazenie grafu funkcie hustoty pravdepodobnosti nahodnej premennej F~F (10, 4)
v Exceli .

Kvantily F-rozdelenia
Kvantily F-rozdelenia budeme oznacovat F/%_ (a)kde P (F < F", (a)) =a , kde a je

pravdepodobnost’ ,,nal'avo® od kvantilu (velkost' ,,zI'ava ohrani¢enej“ plochy pod hustotou
rozdelenia), obr. 4.32 . Na vypocet kvantilov rozdelenia v Exceli sa pouziva kvantilova funkcia
=F.INV(pravdepodobnost’;stupeni_volnosti 1; stupein_volnosti 2) .

f(x)

vel'kost plochy pod krivkou po hodnotu kvantilu je
P(X < E&, (@) =a

! n >

0 , .
-

’u] n _‘(» @)

Obr. 4.32 Geometrickd interpretacia kvantilu Fn’ﬁlz ()

Priklad 4.15 N3jdite 90. percentil nahodnej premennej s rozdelenim F~F (4, 3).

RieSenie. Na vypocet hodnoty kvantilu nahodnej premennej, ktord méa F-rozdelenie pouZijeme
v Exceli funkciu F.INV, t.j. F4f§”(0,9) = F.INV (0,9; 4; 3) = 5,342644 . Toto ¢islo rozdel'uje
plochu pod krivkou hustoty f(x) tak, ze 90% sa nachadza vlavo a 10% vpravo od tohto ¢isla
(obr.4.33).
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(X < F4’f§(0,9)) =09

" Tx
E%(0,9)
Obr. 4.33 Kvantil F,’§(0,9)

Uloha

453 Nech ndhodna premenna X ma F-rozdelenie F(3,5).
a) Najdite 95. a 99. percentil tejto ndhodnej premenne;.
b) N4jdite ¢islo a tak, aby platilo P(F = a) = 0,4 .

[@) F2(0,95) =F.INV(0,95;3;5) = 5,409451; F;(0,99) =F.INV(0,99;3;5) = 12,05995;
b)a = F;*(0,6) =F.INV(0,6;3;5) = 1,197805]
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5. VYUZITIE ANALYTICKYCH NASTROJOV
A VYBRANYCH STATISTICKYCH FUNKCII V EXCELI

5.1 OPISNA STATISTIKA

Definicia 5.1 Statistickd jednotka je zakladny prvok, na ktorom skiimame konkrétny prejav
ur¢itého hromadného javu.

Definicia 5.2 Statisticky znak je vonkajdi, postihnutelny, meratelny prejav vlastnosti
Statistickej jednotky.

Definicia 5.3 Statisticky subor je mnozina vsetkych $tatistickych jednotiek.

Definicia 5.4 Zakladny $tatisticky subor (populacia) je stubor vSetkych Statistickych jednotiek.
Oznacujeme ZS.

Definicia 5.5 Vyberovy Statisticky stubor (vzorka) je mnozina vybranych Statistickych
jednotiek. Pouzivame oznacenie VS.

Druhy Statistického skiimania :
e vycerpavajice skimanie - skima sa cely zakladny stubor (kazdy Statisticka jednotka),
e vyberové skiimanie - skiima sa iba vyberovy subor (vybrané Statistické jednotky).

Etapy Statistického skumania: Statistické zisCovanie (meranie), Statistické spracovanie
(usporiadanie, triedenie, vypocet ¢iselnych charakteristik) a Statisticka analyza.

Parametre Statistického suboru:
zakladného suboru (oznacuju sa vel'kymi pismenami abecedy)
e M — stredna hodnota;
e 0% smerodajna odchylka;
e (@ —Tl'ubovolny parameter;
vyberového suboru (oznacuji sa malymi pismenami abecedy):
®  Xi,Xy,...X, Namerané hodnoty, n je rozsah vyberového stiboru;

1¢vn

o X= ~ D=1 Xi — aritmeticky priemer (stredna hodnota);
o s2= % =1 (x; — )% — rozptyl vyberového suboru.
Odhady parametrov ZS:

Bodovy odhad (estimator) parametra zdkladného suboru — odhadneme jednym c¢islom (bodom)
vypocitanym z VS (pomocou vyberovych charakteristik) — estM =X, esto? =s2_; =

ﬁZi(xi — %)%

Intervalovy odhad parametra Q zadkladného suboru robime s pravdepodobnostou 1 — a.
Zapisujeme P(q; < Q<qy;)=1—a, kde 1—a sa nazyva spolahlivost’ intervalového
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odhadu; «a sa nazyva riziko intervalového odhadu. Interval (qq,q,) sa nazyva interval
spol'ahlivosti (konfiden¢ny interval).

Priklad 5.1 Pomocou néstroja Opisna Statistika (Descriptive Statistics) urobte analyzu udajov
vyberového stboru VS: 2, 5, 6,12, 12, 12, 20, 21, 22, 22, 23, 23, 25, 25, 26. Odhadnite
parametre zakladného stiboru ZS.

RieSenie. V ramci ponuky analytickych nastrojov volime nastroj Opisna Statistika (Descriptive
Statistics) obr. 5.1, ktory poskytuje sthrnny vypis vybranych charakteristik.

31 Pripoperva A 7] i

1! :
| Zscsan ¥
PR, - -
Duata Analysis =)

1 .

a > r

Canced

Obr. 5.1 Aktivdcia jednotlivych analytickych nastrojov sa realizuje postupnostou prikazov
Udaje—Analyza dat (Data— Data analysis)

Dialégové okno (obr. 5.2) pozaduje vyplnit' vstupni oblast’ (Input Range:), v ktorej
Specifikujeme oblast, v ktorej sa nachddzaji vstupné namerané Udaje, v Casti Grouped By
uréujeme informaciu, &i s vstupné idaje usporiadané v stipcoch (Columns) alebo riadkoch
(Rows), ak sa v prvom riadku nachadza nazov, popis, ozna¢ime volbu Labels in first row,
V Casti vystupnych podmienok (Output options) volime Specifikdciu umiestnenia zaciatku
vystupu do bunky (Output Range:), do nového harku (New Worksheet Ply:) alebo do nového
suboru (New Workbook). V d’alSej Casti volime, ktoré Statistiky pozadujeme vo vystupe:
prehlad opisnych Statistik (Summary statistics), pripustnd chybu odchylky pre zadany
(obojstranny) interval spolahlivosti pre stredni hodnotu (Confidence Level for Mean), K-tu
najvicsiu a K-tu najmensiu hodnotu (Kth Largest, Kth Smallest).

rDescriptive Statistics P |5
vstupna oblast’ & et
p \‘g Input Range: SAS1:8AS15 [,:‘;T] E

Grouped By: @ Columns

! Rows Pomocnik

[ Labels in first row M V}'Istupné OblaSt’

Output options /
—

@ Qutput Range: SCSs3 R

CelkOV}'/ prehljad “) New Worksheet Ply:
New Workbook

Statistik —
V| Summary statistics
|| Confidence Level for Mean: 95 %
[T Kth Largest:
| Kth Smallest:

Obr. 5.2 Dialégové okno analytického nastroja Popisnd Statistika
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Po vybere a potvrdeni pozadovanych Statistik je vytvorend tabulka, ktora obsahuje zvolené
vystupy. Analyzou udajov zo zadania prikladu dostaneme nasledujuce vysledky, obr. 5.3.

A B C D
1 Priklad. Popisna Statistika
2
3 Column1
4 12
5 12 |Mean 17,06667
5 12 Standard Error 2,094134
7 20 Median 21
8 21 Maode 12
9 22 Standard Deviation 8,110546
10 22 Sample Variance B65,78095
11 23 |Kurtosis -1,02712
12 23 Skewness -0,69009
13 25 Range 24
14 25 Minimum 2
15 26 Maximum 26
16 Sum 256
17 Count 15

Obr. 5.3 Vystupnd tabulka analytického ndstroja Popisnd Statistika

Vystupna tabulka vSak obsahuje niekolko parametrov popisujucich VS a niekolko
parametrov popisujucich ZS. VSetky pozadované hodnoty je moZzné dopocitat pomocou
definiénych vztahov alebo pomocou preddefinovanych funkcii, napr. funkcia AVERAGE
pocita aritmeticky priemer, MODE modus, MEDIAN median, STDEV.S smerodajnt odchylku,
VAR.S rozptyl, KURT koeficient Spicatosti, SKEW koeficient Sikmosti, ...

Charakteristiky (parametre) vyberového suboru VS si:

rozsah suboru n = 15 (Count), sucet vSetkych hodnot Statistického znaku vo VS = 256(Sum).

LSm,x; = 17,06667(Mean)

Charakteristiky strednej hodnoty VS: aritmeticky priemer X =
median Me = 21 (Median), modus Mo = 12 (Mode).

Charakteristiky wvariability VS: maximélna hodnota x,,,, = 26 (Maximum), minimélna
hodnota x,,;, = 2 (Minimum), rozpétie R = X4 — Xmin = 24 (Range),

rozptyl (tzv. vychyleny rozptyl) s2 ==Y (x; — ¥)? = 61,39556 nie je stcastou tabulky,

n
musime ho dopocitat’ pomocou funkcie =VAR.P(Cislo1;¢islo2;...), smerodajnua odchylku s, =

\/%Z?zl(xi — X)? = 7,835532 vypocita funkcia =STDEV.P(¢islo1;¢islo2;...).

Tvar rozdelenia popisuju (tzv. Standardizovany) koeficient Spicatosti § = —1,02712 (Kurtosis)
a (tzv. Standardizovany) koeficient Sikmosti « = —0,69009 (Skewness).

Poznamka 5.1 Sucastou vystupu Popisnej Statistiky je aj chyba strednej hodnoty (Standard
error), ktora je vypocitana ako podiel smerodajnej odchylky a odmocniny rozsahu stboru.
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Bodové odhady parametrov zakladného stiboru ZS

Bodovy odhad strednej hodnoty M ZS oznacujeme estM = x = 2,094134, nazyvame
vyberovy priemer. Na jeho uréenie mozeme pouzit’ vysledné udaje z vystupu Opisnej Statistiky
Z Analyzy dat alebo pouzit’ funkciu =AVERAGE(¢islo1;¢islo2;...).

Bodovy odhad rozptylu 6? ZS oznadujeme estg? =sZ_; = ﬁzi(xi — %)% = 65,78095,
nazyvame vyberovy rozptyl (nevychyleny rozptyl). Jeho ¢iselna hodnota je vystupom Opisnej
Statistiky z Analyzy dat, resp. pouzijeme funkciu =VAR.S(Cislo1;¢islo2;...). Medzi vychylenym
a nevychylenym rozptylom plati vztah s2_; = ﬁ sz

Bodovy odhad smerodajnej odchylky o oznaCujeme esto =s,_; = \/ﬁzi(xi —Xx)? =

8,110546 nazyvame vyberovd smerodajnd odchylka. Jeho ¢iselnd hodnota je vystupom
Opisnej Statistiky z Analyzy dat, resp. mozno pouzit’ funkciu =STDEV.S(¢islo1;¢islo2;...).

Intervalové odhady parametrov zékladného siboru ZS

Pre intervalovy odhad strednej hodnoty M ZS plati P(x —A< M <x+A) =1 —«a.

Excel umoznuje priamy vypocet pripustnej chyby odchylky A pomocou funkcie
=CONFIDENCE.T(alfa;smerodajna_odch;vel'kost’) alebo pomocou analytického néstroja
Popisnej Statistiky a vol'bou konfiden¢ného intervalu so zadanim pozadovanej spolahlivosti
1 — a vyjadrenej v percentach, obr. 5.4. V naSom priklade pre 95%-ny interval spolahlivosti
pre strednti hodnotu je A= CONFIDENCE. T(0,05;D9; D17) = 4,491471.

r ™y
Descriptive Statistics @]-K_hj
Input
— OK

Input Range: sasusasts [ [oc ]

< Cancel
Grouped By: ©) Columns [:

) Rows Pomocnik
|| Labels in first row
Output options

Qutput Range: 55
@ New Worksheet Ply:
() New Workbook
[ Summary statistics
[¥] confidence Level for Mean: 95 %
- - Columnl
|| Kth Largest: 1 |
[ kth Smallest: ! —> .
Confidence Level(95,0%) 4,491471

Obr. 5.4 Dialogové okno analytického nastroja Popisna Statistika so zadanim konfidencného
intervalu a jeho vystup

P(17,06667 — 4,491471 < M < 17,06667 + 4,491471) = 1 — 0,05, t.. s 95%-nou
spolahlivost'ou sa stred rozdelenia ZS nachadza v intervale (12,5752; 21,55814).

12 <2
Pre intervalovy odhad rozptylu ¢ ZS plati P (% <o?< %) =1-a.
n—-1\-" 72 n—-1\3

Hodnoty chi-kvadrat kvantilov st y2? (1 - %) — CHISQ. INV(0,975; 14) = 26,11895 a

n—1
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225 (%) = CHISQ.INV(0,025; 14) = 5,628726. Ich vypotet vExceli moZeme vidiet

na nasledujiicom obrazku 5.5.

A B C D E A B Cc D
a4 12 12
5 12 Mean 170666667 12 Mean 17,06667
6 12 Standard Error 2,09413391 12 Standard Error 2,094134
7 20 Median 21 20 Median 21
8 21 Maode 12 21 Mode 12
9 22 Standard Deviation 8,11054575 22 Standard Deviation 8,110546
10 22 Sample Variance 65,7809524 22 Sample Variance 65,78095
11 23 Kurtosis -1,0271244 23 Kurtosis -1,02712
12 23 Skewness -0,6900875 23 Skewness -0,69009
13 25 Range 24 25 Range 24
14 25 Minimum 2 23 Minimum 2
15 26 Maximum 26 26 Maximum 26
16 Sum 256 Sum 236
17 Count 15 Count 15
18 Confidence Level{95,0% 4,49147053 Confidence Level{95,0% 4,451471
19
20 ~—
21 chi kv(0,975;14)4=CHISQ.INV(0,975;14) chi kv(0,975;14)4 26,11895
22 chi kv(0,025;14)9 =CHISQ.INV(0,025;14) chi kv(0,025;14)9 5,628726
23 95% is pre sigma” | 95% is pre sigma”2)
24 DH] =(D17-1)*D10/D21 — DH 35,2592
25 HHA=(D17-1)*D10/D22 HHY 163,6131

Obr. 5.5 Vypocet intervalu spolahlivosti pre 0 2y Exceli

P(35,2592 < 0% < 163,6131) =1 — 0,05 , tj. $95%-nou spolahlivostou sa rozptyl ZS
nachadza v intervale (35,2592; 163,6131).

Pre intervalovy odhad smerodajnej odchylky o ZS plati:

=1-a, tj. P(V/352592 < 0 <+/163,6131) =

0,95. S 95%-nou spolahlivostou sa smerodajna odchylka ZS nachddza v intervale
(5,937946;12,79113).

Priklad 5.2 Firma realizovala na vzorke zamestnancov prieskum diiky ich hovorov: 3, 0, 1, 4,
2,3,1,0/4,2 3,5 1,01, 3, 4,5, 1, 2. Urcte charakteristiky suboru ndhodne vybranych
zamestnancov, urobte odhady charakteristik vSetkych zamestnancov firmy. Aké je priemerna
dizka hovorov zamestnancov firmy? Porovnajte 95%-ny a 90%-ny interval spolahlivosti pre
dizku hovorov vietkych zamestnancov.

RieSenie.
Na rieSenie prikladu pouzijeme Excel. Sposob vypoétu s pouzitim analytického nastoja Popisna
Statistika (Descriptive Statistics) a vybranych funkcii je naznaceny na nasledujucom obr. 5.6.
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A B C D E F G H 1 J K L M N 0

1 3 ] Priklad. Firma realizovala prieskum dlzky hovorov jej zamestnancov.
2 0 0
3 1 ] opisna statistika cez analyticke nastroje
4 4 1| [charakteristiky vs bodove odhady 25 Columni
5 2 1| |[n T=K18 estM  =KE
& 3 1 xmax =K16 estghl =K11 =VARS(AA)  |Mean 2,25
7 1 1 xmin =K15 estg =K10 =STDEV.S{A:4) |Standard Error 0,36
B 0 1| |m Y=k14 Median 2
9 4 2 xpriem =K6 Mode 1
10 2 2 5”2 =DEVSQ|AA)/20|=VAR P{AA) Standard Deviatic 1,67
11 3 2 s =S0ORT(ELD) =STDEV.P{AA) Sample Variance 2,62‘
12 5 3 k. spicatos =K12 Kurtosis -1,09
13 1 3 k. sikmosti =K13 Skewness 0,21
14 0 3| |modus  =km 3 Range 5
15 1 3| |median =k ) Minimum 0
16 3 4 dolny kvart =QUARTILE.INEL"A:A:1] Maximum 5
17 4 4 harny kvart =QUARTILE.INEL"A:A:3] Sum 45
18 5 4 Count 20
19 1 5 intervalove odhady 25 pre strednu hodnotu h Columnl
0 2 5 95% 15 pre dlzku vsetkych hovorow
21 delta= =CONFIDENCE.T(0,05;K10;K18) Conf 0,75732
22 95% 15 pre M= ={5-F21 =K&=F21 s 95% pravdepodobnostou dlzka vsetkych hovorov bude z tohoto intervalu
23
24 Columnl
25 90% 15 pre dizku vsetkych hovorow
26 delta= =CONFIDENCE.T{0,1;K10;20) Conf 10,62565
27 90% 15 pre M= =Kg-F26 =KB6+F26 s 90% pravdepodobnostou dizka vsetkych hovorov bude z tohoto intervalu
28
28 cim je spolahlivost odhadu vyssia, tym je 15 sirsi + cim je rozsah V5 vacsi, tym je IS uzsi
A B G D E F G H I 1 K L M M 0
1 3 ] Priklad. Firma realizovala prieskum dlzky hovorov jej zamestnancov.
2 0 ]
3 1 ] opisna statistika cez analyticke nastroje
4 4 1 charakteristiky V5 bodove Edhad\,' 5 Columnl
5 2 1| [n AT est M 2,25
b 3 1 XMax 5 estgh2 261842 261842 (Mean 2,25
7 1 1 xmin ] est o 161815 1,61815|Standard Errar 0,36
;] 0 il |r A Median 7
9 4 2 xpriem 2,25 Mode 1
10 2 2 sh2 2,488 2,4875 Standard Deviatic 1,51"
11 3 2 s 1,577 1,57718 Sample Variance ZJES."
12 5 3 k. spicatos -1,09 Kurtosis -1,09
13 1 3 k.sikmosti 0,212 Skewness 0,21
14 0 3 modus 1] Range 5
15 1 3| |median 7 Minimum 0
16 3 4 dolny kvart 1] Maximum 5
17 4 4| |hormykvart 3,25] Sum 45
18 5 4 Count 20
15 1 5 intervalove cdhady 25 pre strednu Radnotu Columni
20 2 5 95% 15 pre dlzku vsetkych hovorov
21 delta= D,?STEZ‘ Conf 0,75732
22 95% IS pre M= s 85% pravdepodobnostou dizka vsetkych hovorov bude 2 tohoto intervalu
23
24 Columnl
35 0% |15 pre dlzku vsetkych hovorov
26 delta= 0,62565 Conf 0,62565
27 90% IS pre M= s 80% pravdepodobnostou dizka vsetkych hovorov bude 2 tohoto intervalu
28
29 cim je spolahlivost odhadu vyssia, tym je IS sirsi + cim je rozsah VS vacsi, tym je IS uzsi

Obr. 5.6 Vypocet realizovany V EXceli

Z porovnani 95%-ného a90%-ného intervalu spolahlivosti pre dizku hovorov vietkych
zamestnancov vidime, ze ¢im je spolahlivost’ odhadu vysSia, tym je interval spol’ahlivosti Sirsi.
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Priklad 5.3 Pri skaskach zivotnosti 500 kusov ndhodne vybranych pneumatik urcitého vyrobcu
sme ziskali tieto vysledky v tisicoch kilometrov:

PO

Pomocou programu Excel realizujte vypocet zdkladnych Statistickych charakteristik dané¢ho
vyberového stuboru.

RieSenie. Pri vypocte zékladnych charakteristik jedného vyberového suboru Excel vyzaduje,
aby boli vstupné idaje zapisané v jednom stipci, resp. jednom riadku. Vystupom analytického
nastroja Popisna Statistika (Deskriptive statistics) je tabul’ka na obr. 5.7:

A B e D E

1 30,0

2 45,6 Columni

3 36,8

4 324 Mean 49,7618
5 38,5 Standard Error 0,448164
3] 379 Median 50,3
7 40,2 Mode 37,9
3 40,0 Standard Deviation  10,02125|
9 53,1 Sample Variance 100,4255|
10 39,8 Kurtosis -0,33291
11 30,0 Skewness 0,310975
12 56,1 Range 50
13 53,4 Minimum 30
14 47,1 Maximum B0)|
15 39,8 Sum 24880,9
16 40,0 Count 500
17 59,0 Largest(1) 80|
18 50,3 smallest(1) 30|
19 53,6 Confidence Level(95 0,880521
20 40,0

Obr. 5.7 Vystup analytického nastroja Popisna Statistika

Interpretacia vyslednej tabul’ky je nasledovna:

Bodovy odhad strednej hodnoty (Mean) ZS je estM = x =49 761,8 kilometrov — je to
priemernd Zivotnost’ skimanych, ale aj vSetkych pneumatik dané¢ho vyrobcu — ak by vsetky
pneumatiky mali rovnaku zivotnost’, bola by rovna 49 761,8 kilometrov.
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Standardna chyba (Standard Error) je 0,448164. Standardna chyba je dana podielom

smerodajnej ochylky a odmocniny rozsahu stiboru (0,448164 = D8/SQRT(D16) = 10%25)_

Median (Median) je 50 300 kilometrov. Hodnota medidnu deli usporiadany subor na dve
rovnako pocetné skupiny, t.j. polovica skiumanych pneumatik mala Zivotnost maximalne
50 300 tisic kilometrov a druhé polovica skimanych pneumatik mala Zivotnost’ minimalne 50
300 tisic kilometrov.

Modus (Mode) je 37 900 kilometrov — najastejsie sa vyskytujica dizka Zivotnosti pneumatik
v skiimanom subore (najviac pneumatik malo Zivotnost’ 37 900 kilometrov).

Poznamka 5.2 Excel uvadza iba jednu hodnotu modusu, ato aj Vv pripade viacvrcholového
rozdelenia pocetnosti.

Vyberovd smerodajna odchylka (Standard Deviation) 10 021,25 kilometrov uddva priemerné
odchylky od priemernej Zivotnosti pneumatiky 49 761,8 kilometrov.

Vyberovy rozptyl je s2 =100 425,5 km?, vyjadruje priemerny $tvorec odchylok od priemernej
Zivotnosti pneumatiky 49 761,8 kilometrov.

Koeficient Spicatosti (Kurtosis) je -0,33291. To, Ze jeho hodnota je mensia ako 0, znamena, ze
rozdelenie pocetnosti skiimaného Statistického znaku Zivotnosti pneumatik dané¢ho vyrobcu je
,»plochejsie”, ako m4 normované normalne rozdelenie.

Hodnota koeficientu Sikmosti (Skewness) 0,310975 je vécsia ako 0, preto je toto rozdelenie
zoSikmené dol'ava.

Variacné rozpitie (Range) s hodnotou 50 tisic kilometrov je rozdielom maximalnej hodnoty
(Maximum) 80 tisic kilometrov a minimalnej hodnoty (Minimum) 30 -tisic kilometrov.

Sucet vsetkych hodnét (Sum) je 24880,9 tisic kilometrov — vSetky pneumatiky z vyberového
suboru presli spolu v sucte 24880,9 tisic kilometrov.

Rozsah suboru (Count) je 500 — Co je pocet pneumatik, ktoré tvorili vyberovi vzorku
(vyberovy subor).

Pripustna chyba odchylky (Confidence Level) je 0,880521, t.j. pri zovSeobecneni vysledkov
nacely zéakladny subor, tj. na vSetky pneumatiky skumaného vyrobcu s 95%-nou
spol’ahlivost'ou sa zivotnost pneumatik nachadza v intervale 49 761,8 kilometrov + 880,521
kilometrov. Mo6zeme tvrdit, ze s 95%-nou spolahlivostou je Zivotnost pneumatik daného
vyrobcu od 48 837, 479 kilometrov do 50 642,321 kilometrov.

Porovnanie vystupu analytického nastroja Popisna Statistika s vystupmi jednotlivych
Statistickych funkcii m6Zeme vidiet’ na nasledujicom obrazku 5.8:
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A
1 30,0
2 45,6
3 36,8
a 52,4
5 38,5
6 37,9
7 40,2
8 40,0
E] 53,1
10 39,8
11 30,0
12 56,1
13 53,4
14 a7,1
15 39,8
16 40,0
17 59,0
18 50,3

v
[EN-]

53,6

Obr. 5.8 Porovnanie vystupu analytického ndstroja Popisnd Statistika s vystupmi jednotlivych

Ulohy

5.1 Nech vyberovy subor je: 3, 5, 8, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 22, 22, 23, 25. N4jdite opisné
¢iselné charakteristiky vyberového stiboru a 95 %-ny interval spolahlivosti pre strednt

hodnotu ZS.

[n = 14; Xpmax = 25; Xmin = 3; R = 22; ¥ = 15,214; s? = 47,597; s, = 6,899; k.3picatosti
= -1,223; k.Sikmosti = -0,318; modus = 22; medidn = 15,214; P(11,081 < M < 19,348) =

0,95]

5.2 V 16 vzorkach ocele sa zistoval obsah kobaltu v % s vysledkami: 1,52; 1,92; 2,75; 2,21;
1,84; 2,15; 2,36; 2,59; 1,89; 2,11, 2,23; 2,62; 2,30; 2,52; 1,47; 2,52. Vypocitajte
priemerny obsah kobaltu v % v skiimanych 16 vzorkach, vypocitajte rozptyl a smerodajnu

odchylku VS.

Columnl

Mean

Standard Error
Median

Mode

Standard Deviation
Sample Variance
Kurtosis

Skewness

Range

Minimum
Maximum

Sum

Count

Largest(1)
Smallest(1)
Confidence Level(95

49,7618 #AVERAGE(A1:A500)
0,443164 =D8/SQRT(D16)

50, =MEDIAN({A1:A500)

37,§ =MODE.MULT(A1:A500)

10,0212F =STDEV.5(AL:A500)
100,425 =VARA(A1:A500)
-0,3329) =KURT(A1:A500)
0,31097§ =SKEW(A1:A500)

3f =MIN(A1:A500)

8 =MAX(A1:A500)
24880,) =SUM(A1:A500)
50§ =COUNT(A1:A500)

5h =MAX(A1:A500)-MIN{A1:A500)

OMFIDENCE.NORM(0,05;E8;E16)

~

=E8/E167(1/2)

=FREQUENCY(A1:A500;80)

=CONFIDENCE.T(0,05 ;EE;Ey

LY =T = R (R = RV, B R TR R N R )

i S =S
(RN B wN =S

19

A B
30,0
45,6
36,8
52,4
38,5
37,9
40,2
40,0
53,1
39,8
30,0
56,1
53,4
47,1
39,8
40,0
59,0
50,3
53,6

[x =2,19;52 = 0,14; s, = \/0,14]

C D E F

Columnl l
Mean 49,761 49,8 )
Standard Error 0,443 11 0,443164 0,443164
Median 50,3 50,3
Mode 37,9 37,9
Standard Deviation| 10,02125§ 10,02125
Sample Variance 100,4255f 100,4255
Kurtosis -0,33291) -0,33291
Skewness 0,310975f 0,310975
Range 501 50,0
Minimum 308 30,0
Maximum B0 80,0
Sum 24380,9 24880,9
Count 50 500 500
Largest(1) 8
Smallest(1) 3
Confidence Level(9p_0,880521\0,878385 0,880522

Statistickych funkcii

122



5.3 Ndhodnym vyberom bola vybrana vzorka vyrobkov, na ktorych sa skimala hmotnost
v gramoch:13, 11, 19, 11, 22, 22, 13, 11, 17, 13, 27, 14, 16, 13, 24, 30, 9, 12, 15, 15, 21, 18,
11,9, 13. Urcte 95%-ny interval spol'ahlivosti pre priemernt hmotnost’ v§etkych vyrobkov.
V akom intervale sa bude nachadzat’ 90% hmotnosti vSetkych vyrobkov?

[(13,40174 g; 17,99826 g); (13,79484 g; 17; 60516 g)]

5.4 Na tuseku cesty s doporucenou rychlostou 80 km/h sme kontrolovali rychlost’ ndhodne
vybranych motorovych vozidiel. Ziskali sme udaje: 72, 73, 65, 136, 72, 73, 66, 73, 73, 72.
Pri predpoklade, ze rozdelenie rychlosti iducich vozidiel mozno povazovat za normalne,
urcte bodovy a 95%-ny intervalovy odhad rychlosti automobilov.

[77,5 km/h; (62,6 km/h; 92,4 km/h)]

5.2 TRIEDENIE

5.2.1 Jednoduché triedenie

Pri analyze vyberového stboru, t.j. pri analyze nameranych hodndt Statistického znaku,
ktoré ziskame skumanim vlastnosti ndhodne vybranych Statistickych jednotiek zo zdkladného
suboru, urcujeme rad rozdelenia pocetnosti vyskytu hodnot skiimanej premennej, ktory je
empirickym ekvivalentom teoretického zakona rozdelenia pravdepodobnosti. Ziskame ho
triedenim. Rad rozdelenia poCetnosti vyskytu hodnoét skimanej premennej Specifikuje, ako
Casto, s akou frekvenciou sa vyskytuju jednotlivé hodnoty, resp. triedy hodnot.

Priklad 5.4 Pocty vyrobkov vyrobenych jednotlivymi vybranymi pracovnikmi za zmenu su: 5,
1,5,2,4,54,2,5,1,4,4,5,5,2,5,4,9, 4, 5. Zostrojte frekvencnu tabulku a zobrazte
histogram rozdelenia pocetnosti poctu vyrobenych vyrobkov.

RieSenie. Rad rozdelenia pocetnosti poctu vyrobkov, vyrobenych jednotlivymi pracovnikmi
zapiSeme pomocou frekvenénej tabul’ky, ktora bude obsahovat’ nasledujiice udaje: x; oznacuje
hodnotu Statistického znaku v i-tej triede, n; su absolttne poc¢etnosti, N; kumulativne absolutne
pocetnosti, f; relativne pocetnosti, F; su kumulativne relativne pocetnosti.

Statisticky znak - poéet vyrobkov, vyrobenych jednotlivymi pracovnikmi za zmenu, nadobtda
»maly“ pocet diskrétnych hodnét, preto mdézeme pouzit' jednoduché triedenie. Cely subor
rozdelime na pét’ tried, pricom kazdu triedu bude reprezentovat’ ind hodnota Statistického znaku
x;. Absolutne pocetnosti n; uréuju pocet Statistickych jednotiek v danej i-tej triede, t.j. pri
jednoduchom triedeni pocet vyskytov urcitej hodnoty Statistického znaku v subore nameranych
hodndt. Pocetnosti vyskytov urcitého znaku uréime pomocou triedenia, priCom dodrziavame
zasady jednoznacnosti (kazdd hodnota musi byt zaradend iba do jednej triedy) a Gplnosti
(kazda hodnota musi byt zaradend do niektorej z tried). V Exceli mézeme na to pouzit
preddefinovanii funkciu =FREQUENCY (tdajové pole;binarne_pole), kde do polozky
udajové pole zadavame vSetky namerané hodnoty Statistického znaku a do polozky
binarne pole zadavame jednotlivé hodnoty Statistického znaku reprezentujiice danu triedu. Jej
dial6gové okno je na nasledujucom obr. 5.9.
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. S—
Argumenty furksie | el

MEQECY
Udsgové_pole |
Binbme_pole

(]

vyt frekvendnd tabufay, Sfe zvsé pole Soel s poZtam vyskytoy hodndt v pednotivich ramshach

Udajové_pole 1= pole slebo ackaz ne moofu hodnt, ore dors dhoste 258 podet visiytov
(ignange priadne burky  text),

Obr. 5.9 Dialégové okno funkcie FREQUENCY

Pouzitie tejto funkcie je naznacené v nasledujicej Casti. Pred samotnym triedenim je potrebné
vyznacit' bunky, do ktorych chceme vysledky triedenia zapisat. Funkcia FREQUENCY je
definovana tak, ze prvu triedu reprezentuju hodnoty mensie alebo rovné prvej hodnote (prvému
¢islu) v binarnom_poli, druht triedu reprezentuji hodnoty od prvej po druht hodnotu v
binarnom_poli, ..., predposlednti triedu hodnoty od predposledného po posledné Ccislo
vV bindrnom poli. Ak oznacime vysledné pole, vicsie ako binarne pole, poslednou triedou su
hodnoty vécsie ako posledné cislo tohto binarneho pola (sluzi na kontrolu). Funkciu
odosielame sucasnym stlacenim klaves CTRL, SHIFT, ENTER. Pri jednoduchom triedeni
takto ziskame vSetky pocetnosti jednotlivych hodnét Statistického znaku. Ak by sme funkciu
potvrdili iba klavesom ENTER, resp. OK v dialogovom okne, potom funkcia FREQUENCY
vypocita iba absolutnu triednu pocetnost’ pre prvu triedu. Pouzitie funkcie a jej vystup je
zobrazeny na nasledujicom obr. 5.10.

az po oznaceni vystupnej oblasti volame
funkciu FREQUENCY

A B C D ; f G H xi ni Ni J fi

1 5 Priklad Polet wrobkov, vyrobenych jednotlivymi pracovnikmi =FREQUENCY|
2 1 2 [FRECUENC Ddabond peles bundin suin
3 5 x| ni Ni fi i 1
3 2 1 5
5 4 2 1
b 5 4
4 4 5 o ni Mi fi ki
8 B 9 ﬂ SFRFCLLIE R a1 A0 a0 ]
2 : / — — : prikaz potvrdime
10 . . .
1 4 ako prvé oznac¢ime bunky, trojkombinaciou klaves
12 4 do ktorych chceme I CTRL +SHIFT+ENTER
= zapisat’ pocetnosti
5 2 jednotlivych tried ’; j_: i il Fi
1% S 2 sz | — vystupom su vypocitané
17 4 2 . « .
: A : " triedne pocetnosti
i8 9 5 i}
10 4 a 1
20 5 _— -

Obr. 5.10 Triedenie pomocou funkcie FREQUENCY
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Rozdelenia pocetnosti moézeme ziskat’ aj pomocou analytického néstroja Histogram:

~
B - o it 9-s0
3 e - - 1% iE - S M3 My
] J y A ( 5 - | =a [ Iy
~;. - "M ‘,/ ''''' ' F’.' s - Duit : Jizs . ™
M p 5 Dwta ket S Vo | v
A A 1 C 0 £ f G " I el iy Col rl) p ol
- y ~ Arave: Srge Pacsy 4 —
1 5 Pricipd.  Polet wyrokkoy, vyrobemich jedeotivpmi prscovniimi ts smenu, Aroa: Tao Pacie (V8 Rectorsn [o—
-« 1 Acgve: T Pactr Wihoud Reghosten
3 5 ) w N u 2] Somacrd,
4 2 1
S ) 2
o 5 4
7 4 5
8 2 9
“ 5 —_ —

Obr. 5.11 Triedenie pomocou Analyzy ddt

Po volbe Udaje—Analyza dat—Histogramu (Data—Data analysis—Histogram) sa objavi
dialogové okno tohto analytického nastroja:

}Histogram [ ““

Inpt ——
TreutRangs: SAST:$AS0) 8 Coc ]

B0 Rage: wsrecss 3 it

| Dlises Bk |
Output scotom
o QuiutRange: scs11 ]
Mew Wockshest Hy;
N Yorkhook
L Pareio (o 1md hesogrsm)

L == ==

Obr. 5.12 Dialégové okno analytického nastroja Histogram so zadani vstupnych uidajov

Princip triedenia je rovnaky ako pri funkcii FREQUENCY. Dostaneme vystup, ktorého
sucast'ou je okrem radu rozdelenia pocetnosti aj jeho grafické znazornenie — histogram :

A B C D E ¥ G H 1 i K

1 5 Prilad,  Pofet vwyrobkov, vyrobenych jednotlivymi pracovnikmi za zmenu

2 1

3 5 x) ni Ni fi Fi

4 2 1

5 “ 2

6 5 a4

7 “ 5

L} 2 “

G 5 - —_—

10 1

11 B Bin Frequency

12 a [ 1 2 Histogram

13 5 2 3 10

14 5 | 4 [ z

15 2 S 8 ]

| 2 5

16 5 9 1 | §

17 4 | More 0 < x . . I I e = Frequency
18 9 1 2 B 5 9 Mare
19 4 Bin
20

~
-

Obr. 5.13 Triedenie pomocou analytického ndstroja Histogram
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Rad rozdelenia pocetnosti po¢tu vyrobenych vyrobkov zobrazime v tvare frekvencnej
tabul’ky (obr. 5.14), kde triedy x; su poéty vyrobkov, vyrobenych pracovnikmi po¢as zmeny,
absolutne pocetnosti n; Specifikuju, kol'ko Statistickych jednotiek (zamestnancov) prislucha
danej triede, t.j. dvaja zamestnanci vyrobili po¢as zmeny 1 vyrobok, traja zamestnanci vyrobili
pocas zmeny 2 vyrobky, Siesti zamestnanci 4 vyrobky...

Kumulativne absolutne pocetnosti N; reprezentuju pocetnost” vyskytu hodnot mensich alebo
rovnych prislusnej triede, tj. dvaja zamestnanci vyrobili poas zmeny 1 vyrobok, piati
zamestnanci vyrobili 1 alebo 2 vyrobky (maximalne 2 vyrobky), jedenasti zamestnanci
vyrobili maximéalne 6 vyrobkov...

Relativne pocetnosti f; vyjadruju podiel (pravdepodobnost’) vyskytu hodndt prislusnej triedy
na celkovom pocte analyzovanych hodndt, to znamena 10% zamestnancov vyrobilo pocas
zmeny 1 vyrobok, 15% zamestnancov vyrobilo 2 vyrobky...

Kumulativne relativne pocetnosti F; zodpovedajii  distribu¢nej funkcii z  tedrie
pravdepodobnosti, ¢itame 10% zamestnancov  vyrobilo pocas zmeny 1 vyrobok, 25%
zamestnancov vyrobilo pocas zmeny maximalne 2 vyrobky, ...

Posledny stuctovy riadok frekvencnej tabulky sluzi na kontrolu spravnosti rieSenia.

A B C D E F G
1 3 Priklad. Pocetvyrobkov, vyrobenych jednotlivymi pracovnikmi za zmenu.
2 1
3 5 Xi ni Ni fi Ej
4 2 1 f(=FREQUENCY(A1:A20;C4:C8) =D4 =D4/$D39 =F4
5 4 2 |=FREQUENCY(A1:A20;C4:C8) =E44D5 =D5/$D39  =GA4+F5
6 5 4  |=FREQUENCY{AL:A20;C4:CB) =ES+D6 =D6/SDS9 =G5+F6
7 4 5 =FREQUENCY(A1:A20;C4:C8) =E6+D7 =D7/3D39 =GG+F7
8 2 g =FREQUENCY(AL:A20;C4:C8] =E7+D8  =D8/$D$9 =G7+F8
g 5 =SUM(D4:D8) =SUM(F4:F8) ——
]

3 5 X ni Ni fi Fi

4 2 1 2 2 01 0,1

5 a 2 3 " 0,15 0,25

6 5 4 6 1n | o3 0,55

7 a 5 8 19 | o4 0,95

8 2 9 1 20 | 0,05 1

9 5 5: 20 1 —

Obr. 5.14 Vysledna frekvencna tabulka so zobrazenim pouzitych funkcii v Exceli

Grafickou reprezentaciou radu rozdelenia pocetnosti moznych hodndt — tried moznych
hodnét je polygon a histogram. Polygon vytvorime v Exceli ako spojnicovy graf, histogram ako
stipcovy graf. Sposob ich vytvarania spolu s vystupom st na nasledujucom obrazku 5.15.

Po oznaceni zobrazovanych hodnét volime postupnost’ krokov Vlozit—->Grafy->XY zavislost’
—->XY (zavislost’) s priamkami a zna¢kami pri zobrazovani polygénu, resp. Vlozit->Grafy—>
Stipcovy—>Dvojrozmerny stipec->Skupinovy stipcovy pri zobrazovani histogramu.
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Obr. 5.15 Graficka reprezentdcia radu rozdelenia pocetnosti - polygon a histogram

5.2.2 Intervalové triedenie

Priklad 5.5 Dizka vybranych vyrobkov vcm je: 97, 103, 104, 106, 106, 111, 111, 112, 112,
112, 113, 113, 114, 114, 114, 115, 117, 118, 118, 118, 118, 119, 121, 121, 124, 124, 125,
125,126, 127, 127, 129, 129, 129, 132, 132, 133, 133, 136,151. Roztried'te uvedené udaje
do intervalov, za dolna hranicu prvého intervalu si zvol'te 90 cm a $irku intervalov 10 cm.
Zostrojte frekvenénu tabulku, histogram arad rozdelenia pocetnosti dizky vybranych
vyrobkov.

RieSenie. Ak nahodnd premenna nadobuda velky pocet réznych hodnét, volime triedenie
do navzajom disjunktnych intervalov. Najbeznejsi je spdsob znacenia polouzavretého intervalu
(DH, HH), kde DH je dolna hranica intervalu, HH oznacuje jeho horna hranicu. Intervaly su
zvycCajne ekvidiStantné (rovnakej velkosti). Existuje niekol’ko spdsobov na stanovenie poctu k
intervalov, napr. k < 5logn , k ~+/n, Sturgessovo pravidlo k ~ 1 + 3,322logn, Yuleho
vzorec k =~ 2,5V, ... . Prioritou je vzdy vychadzat z prirodzeného, objektivnou skuto¢nostou
predurcené¢ho poctu tried. V Exceli triedime pomocou funkcie
=FREQUENCY (udajové pole;binarne pole).

Pri intervalovom triedeni do polozky binarne pole zaddvame hodnoty, ktoré reprezentuju horné
hranice triednych intervalov. Ked'ze funkcia triedi podla uz skoér popisaného principu, je
dolezité dodrzat’ toto pravidlo. Pri nespravnom oznaceni binarneho pola triedenie do intervalov
nebude spravne. Pri vyznacovani oblasti, do ktorej chceme vypisat’ vysledky triedenia, mézeme
vyznacit’ navyse jeden riadok, ktory bude ur¢eny pre hodnoty Statistického znaku vacsieho ako
poslednd hodnota binarneho pol'a (sluzi na kontrolu) alebo vysledok triedenia mozeme

127



skontrolovat’ suctom vsetkych absolutnych pocetnosti, ktory musi byt rovny rozsahu VS.
Postup triedenia je naznaceny na nasledujucom obr. 5.16.

A B ¢ n 3 F A 8 c 0 £ P G
1 57 Priklag.  Ditka wybrarych vyrobkov v em ' 97| Priklag.  Difka vybeanych wyrobkav v cm
2 103 2 103
3 104 DH s s 3 104 DH HH i
1 e w w0y 4 108 90 [ 100 |<FREQUENCY{A1:A4G;D4:010)
e 100 110 S 106 100 ‘ 110
5 11 10 20 6 11 w | 1o
7 111 130 130 7 111 w | 10
i 12 130 140 " 12 30 | 10
B 12 140 150 s 12 Mo | 1
19 m 130 100 10 1 10 | 1%

11 111 1 113
11 12 113

A R ¢ D F r
1 2. Prklad.  Dilka whranych virobeav v om,
? 103
3 mnm on HH nl
4 106 90 100 1
5 106 100 110 .|
5 it 110 120 17
! 11 120 130 12
8 112 1m 140 5
2 112 140 150 0
U] 112 10 160 1
11 113 U

Obr. 5.16 Triedenie pomocou funkcie =FREQUENCY

Druhym spdsobom ziskania rozdelenia pocetnosti je triedenie pomocou analytického nastroja
Histogram, ktory dostaneme postupnostou prikazov Udaje—Analyza dat—Histogram
(Data—Data analysis—Histogram). Jeho dialogové okno je na obrazku 5.17.

Hatogram |E ot
e = —
e Ranne: sasisatw ~ — I

\ Convow
B g A0 )
| Lo Rl
‘ Okt obony
| Qupt Rarge: 52 ~

L o Wurkad et Ly
Mo gk,
. Farets (soted b gran)
I Cimntstoe Parrasrage
| Ot Outw

L a

Obr. 5.17 Dialogové okno analytického ndstroja Histogram so zadanim vstupnych udajov

Analyticky nastroj Histogram automaticky pocita absolitne pocetnosti vyskytu prislusnych
tried. Vystup je mozné doplnit’ potvrdenim volby Vytvorit graf (Chart Output) obrazkom
histogramu. Vysledkom intervalového triedenia zadanych hodnét bude nasledujuci obr. 5.18.

Bin Frequency]
100 1 .
o 4 Histogram
120 17 20
130 12 EE..lS
o
140 5 10
g 5
1'23 A = 0 M Frequency
LT A B B TS s
Imore 0 R @o‘e'
Bin

Obr. 5.18 Vystup intervalové triedenia realizovaného pomocou Analyzy dat
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Rad rozdelenia pocetnosti, reprezentovany frekvencnou tabulkou je zobrazeny na obr. 5.19.

A B c D | E | F G H

1 97 Priklad.  Dizka vybranych vyrobkov v cm.

2 103

3 104 DH HH ni i fi Fi

4 106 90 100 (=FREQU ENCY[A1:A40;D4:D10) =E4 =E4/SES11 =G4

5 106 100 110 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) =FA+ES =E5/$ES11 =H4+G5
6 111 110 120 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) =F5+E6 =E6/SES11 =H53+G6
7 111 120 130 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) =F6+E7 =E7/$ES11 =HE6+G7
8 112 130 140 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) =F7+EB =E8/SES11 =H7+GE
9 112 140 150 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) =FB+E9 =E9/$ES11 =H8+G9
10 112 150 160 =FREQUENCY(A1:A40;D4:D10) | =F9+E10 =E10/SE511 =H9+G10
11 113 O\U =SUM(E4:E10) =SUM(G4:G10)

!

DH HH nj N fi £i
90 100 1 1 0025 0,025
100 110 4 5 7 01 0,125
110 120 17 22 | 0425 0,55
120 130 12 s o3 0,85
130 140 5 3 | 0125 0975
140 150 0 33 | 0 0,975
150 160 1 a0 | 0,025 1
3 \_ 40 1 —

Obr. 5.19 Vysledna frekvencna tabulka so zobrazenim pouZitych funkcii v Exceli

Ulohy

5.5 U 20 vybranych pracovnikov sa zistil pocet vyrobenych nepodarkov za mesiac: 1, 0, 2, 1, 3,
2,1,2,0,1,2,3,4,1,2,1,0, 1, 1, 0. Zostrojte frekven¢nti tabul’ku a histogram.

[
Xi ni Ni fi Fi
0 2 2 02 02 Histogram
1 8 12 04 06 _ 10
2 5 17 025 0,85 § 0 ]—-—L%
3 2 19 01 095 g ° > v 2
4 1 20 005 1 - Bin
20 1 ]

5.6 Statistickym znakom je hmotnost’ uréitého vyrobku v gramoch. U vybranych vyrobkov boli
zistené nasledujuce udaje:117, 110, 114, 131, 142, 129, 140, 144, 150, 139, 122, 130, 144,
124, 128, 114, 105, 129, 130, 115, 119, 108, 147, 131, 128, 110, 132, 126, 150, 128, 122,
113, 114, 109, 111, 101, 136, 106, 110, 136, 105, 126, 143, 103, 141, 116, 139, 149, 112,
150, 112, 105, 144, 105, 114, 136, 125, 126, 146, 144, 128, 132, 130, 116, 110, 105, 110,
116, 150, 146, 115, 107, 132, 139, 112, 105,103, 112, 145, 116, 142, 115, 111, 123, 138,
141, 109, 140, 140, 139, 111, 100, 143, 112, 100, 136, 130, 144, 147, 122.

Roztried'te uvedené udaje do intervalov, zostrojte frekvencnu tabulku a histogram. Za
dolnt hranicu prvého intervalu si zvolte 100 gramov a rozpétie intervalov 10 gramov.
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HH

ni

Ni

fi Fi

100
110
120
130
140

110
120
130
140
150

21
22
19
17

21
43
62
79

0,21 0,21
0,22 0,43
0,19 0,62
0,17 0,79

21 100 0,21 1

100

1

Histogram
.. 40
£ 20 } 1058 0
=]
)

110 120 130 140 150 More
Bin ]

5.7 Pocas 50 tyzdiov bola sledovana vyroba panelov. Pocty nekvalitnych panelov pocas
jednotlivych tyzdnov su: 13, 10, 14, 16, 15, 12, 17, 14, 16, 14, 14, 11, 13, 15, 14, 14, 13, 16,

15, 16,

12, 14,9, 17,12, 14, 17.
Roztried’te uvedené udaje do intervalov a vypocitajte kumulativne absolutne pocetnosti.
Za hornu hranicu prvého intervalu si zvol'te 10 a rozpétie intervalov 2.

[

10, 13,18, 14, 16, 9, 13, 9, 8,11, 16, 13, 12, 10, 12, 16, 18, 18, 18, 15, 14,11, 18,

Bin Frequency .
10 5 Histogram
12 8 > 20
14 16 5 10 L I
16 11 g II
18 8 "o ' II ' ' ' II '
10 12 14 16 18 More
More 0 Bin
DH HH ni Ni
8 10 7 7
10 12 8 15
12 14 16 31
14 16 11 42
16 18 8 50
50
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5.3 SKUMANIE STATISTICKEJ ZAVISLOSTI DVOCH
KVANTITIVNYCH ZNAKOV (PAROVA LINEARNA REGRESIA)

Pri¢inné (kauzalne) zavislosti javov:
e jednostranna zavislost’ — vzt'ah medzi pri¢inou a i¢inkom je jednostranny;
e obojstranna zavislost — pri¢ina a u¢inok na seba navzijom posobia a navzajom sa
ovplyviiuju.
Zdanliva zévislost' javov — vzt'ah medzi javmi nie je dosledkom ich vzajomnej pricinnej
suvislosti, ale pdsobenia d’alSieho javu.

Ak skimame zéavislosti medzi kvantitativnymi znakmi, hovorime o korelaénom pocte;
pri skiimani zavislosti medzi kvalitativnymi znakmi hovorime o merani ich asociacie.

Rozlisujem dve zékladné ulohy korelaéného poctu:
e korela¢na analyza —ilohou je postdit’ tesnost’ statistickej zavislosti;
e regresnd analyza — chceme charakterizovat’ priebeh zavislosti, t.j. odhadnit’ funkény
vztah, podla ktorého sa meni zavisla premenna pri zmenach nezavislej premenne;j.

Podr’a toho, kol’ko ¢initelov (nezavislych premennych) berieme do uvahy rozliSujeme:
e jednoduchu (parovi) korelaciu a regresiu — iba jedna nezavisla premenng;
e viacnasobnl (mnohonasobnil) koreldciu a regresiu — viac ako jedna nezavislad premenna.

Korela¢na parova analyza

Vztah medzi dvoma ndhodnymi premennymi moéze mat’ réznu intenzitu, od uplnej
nezavislosti aZ po Uplnu funkéntl nezavislost’. Stupen linedrne;j Statistickej zavislosti budeme
popisovat’ kovarianciou a korelaénym koeficientom.

Definicia 5.6 Kovariancia medzi premennymi X aY vo vyberovom subore sa definuje
pomocou vztahu

1 n
cov(x,y) = ;Z(xi - i—¥,

kde x;, y; su hodnoty premennych X a Y v i-tom pozorovani (na i-tej Statistickej jednotke) a X
a y su aritmetické priemery premennych X a Y.

Pomocou kovariancie sa mozeme presvedcit, ¢i su premenné X aY vo vzdjomnej linearnej
zavislosti. Plati:
1. cov(x,y) = cov(y,x) €R;
2. cov(x,y) =0 reprezentuje linearnu nezavislost' premennych X aVY, nehovori ni¢
0 inych typoch zavislosti;
3. cov(x,y) > 0, ak medzi premennymi X a Y existuje priama linearna zavislost’ (hodnoty
premennej X a Y narastaju sti¢asne);
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4. cov(x,y) <0, ak medzi premennymi X aY existuje nepriama linearna zavislost’ (S
narastom hodnot premennej X hodnoty premennej Y klesaju).

Nevyhodou kovariancie je, ze jej hodnota zavisi od mierky, v ktorej su vyjadrené hodnoty
premennych X a Y. Preto vznikla normovana kovariancia, tzv. korelacny koeficient 7y,,.

Definicia 5.7 Normovanou mierou vzajomnej linearnej zavislosti — mierou sily, tesnosti

linedrneho vztahu medzi dvoma premennymi X aY je (vyberovy) koeficient korelacie 7y,
, . s _ cov(x,y)

ktory je dany vztahom 7y, = sy

Vlastnosti korelacného koeficientu st:
1 7y =Ty Ty € (-1,1);
Ty = 0 (cov(x,y) = 0), ak st premenné X a Y linearne nezavislé (nekorelovang);
Ty > 0, ak medzi premennymi X a Y existuje priama linedrna zavislost’;
Ty < 0, ak medzi premennymi X a Y existuje nepriama linedrna zavislost’;
ak |rxy| < 0,3 hovorime, ze medzi premennymi X a Y je mala linearna zavislost’;
ak 0,3 < |rxy| < 0,8, potom medzi X a Y je mierna (stredna) linearna zavislost’;
ak |rxy| > 0,8, potom medzi premennymi X a Y je silna (tesna) linearna zavislost’;

TyybliZi sa k +1, znamena vysoku (tesnu) priamu linearnu zavislost' medzi X a Y;

© N oo Ok wDN

TyybliZi sa k —1, znamena vysoku (tesnt1) nepriamu linedrna zavislost medzi X a 'Y;

=
o

. |rxy| = 1, ak medzi premennymi X a Y existuje priama linearna zavislost’ (namerané
hodnoty lezia na modelovej priamke).
Hodnota korela¢ného koeficientu je nezavisla na mernych jednotkéch.

Ak medzi ndhodnymi premennymi existuje zavislost’, hovorime, Ze su korelované. Korelacia
moze byt priama (pozitivna) alebo nepriama (negativna), obr.5.20.

$ - 09 05 0o 05 09 1
Obr. 5.20 Zobrazenie koreldcie medzi dvoma ndhodnymi premennymi,
prevzaté z https://www.mathsisfun.com/data/correlation.html

Hodnotu kovariancie vypocitame v Exceli pomocou statistickej funkcie =COVARIANCE.P
(polel; pole2), hodnotu korelacného koeficientu pomocou funkcie =CORREL (polel; pole2)
alebo funkcie =PEARSON(polel; pole2), kde polel a pole2 predstavuji oblast’ 1. premennej a
oblast’ 2. premennej. Ked’Ze ide o dvojice hodndt za analyzované premenné, obe oblasti musia
mat’ rovnaky rozmer (rovnaku velkost). Na poradi zadavanych oblasti nezalezi.
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Regresna analyza

Tvarom (typom) zavislosti dvoch ndhodnych premennych sa zaoberd regresna analyza.
Ulohou regresnej analyzy pri skamani $tatistickej zavislosti je najst vhodny matematicky
model (regresnt funkciu), ktory vyjadruje zavislost’ medzi zavislou premennou Y a nezavislymi
premennymi Xq, X5, ... X} , t.j. zvolit’ vhodny typ regresnej funkcie (spravne vystihnat’ charakter
zéavislosti) a nasledne odhadnit’ parametre regresnej funkcie, priCom vychodiskom su
empirické (namerané, vyberové) tidaje. Regresna funkcia méze byt vo vSeobecnosti 'ubovol'na
funkcia ¥ = f(X;, X3, ... Xx, By, By, - By) .

nezavislé parametre
premenné

Koeficienty (parametre) By, By, ... B, odhadneme metédou najmensich Stvorcov, t.j. hladdme
najmensiu hodnotu funkcie G = G(by, by, ..., by) = X;e;®> = Ti(y; — 9:)?, kde e; je nahodna
chyba (rezidudlna odchylka, reziduum), t.j. rozdiel medzi skuto¢ne zistenou (empirickou,
nameranou) hodnotou zavislej premennej y; ajej vyrovnanou (teoretickou, odhadovanou,

modelovanou) hodnotou y; = f (x4, X2, ..., Xk, bo, b1, -, by).

odhady
parametrov

Regresna parova analyza

Ak skimame na Statistickych jednotkach dvojice hodndt nahodnych premennych X aY,
hovorime o parovej regresii. Regresna funkcia Y = f(X, By, B;). Linearny vztah medzi X aY
vyjadrime funkénou zavislostou Y = ByX + B;. Bodovy odhad oznac¢ime vzt'ahom y; = b, +
b,x;. Hradame lokdlne minimum funkcie G (bg, by) = Xii(y; — (bo + blxi))z =

(i —by—bix))* — tj. hladéme minimum sGctu $tvorcov odchylok nameranych
a modelovanych hodnot (minimum stcétu rezidudlnych Stvorcov). Nepozname by, b;. Nutna
podmienka existencie extrému hovori, ze musi platit’:

oG
= 20n = by~ byx) - (~1) = 0

db, o
G\
o= 200 = by = byx) - (=x) = 0
ob, ~ L
l:

Po uprave dostaneme systém normalnych rovnic:

n n
nb, +blzxi = Zyi;
i=1

i=1

n n
by ) x; + b1zxiz =in}’i
i=1

n
i=1 i=1
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1 x

: 1 b
Ak zapiSeme maticu planu X =| | x:z , vektor odhadov parametrov B,,B; B = ( 0),

by
1 x,
V1
vektor merani Y = y:z , potom mdzeme pisat’ systém normalnych rovnic v tvare maticovej
Yn
rovnice
XB=Y /- XT zl'ava XT je transponovana matica
XTXB=XTYy XT X je $tvorcova matica, ak 3 knej(XT X) !

XTX)*(XTX)B = (XTX)"1XTY
B=XTX)XTy

Parameter b, nazyvame lokujica konStanta a znamena hodnotu premennej Y
za predpokladu, ze premenna X sa rovna nule.

Parameter b;nazyvame regresny koeficient, znamena prirastok (ubytok) premennej Y
zodpovedajuci zmene premennej X 0 jednu jednotku. Regresny koeficient b; ma vzdy rovnaké
znamienko ako koeficient korel4cie 7;,,. Regresna priamka prechadza bodom [X, ¥].

Pri rieSeni regresnej ulohy prichadza do tivahy viacero regresnych funkcii, preto sa skuma,
ktory z tychto modelov najlepsie vystihuje zavislost’ medzi premennymi X a Y. To sa d4 merat’
rdznymi charakteristikami: rezidudlnym suctom Stvorcov, rezidualnym rozptylom, Standardnou
odchylkou rezidui, koeficientom determinacie alebo preverit’ roznymi testami. VSetky tieto
udaje najdeme v tabulke analyzy rozptylu, ktora je vystupom analytického nastroja Regresia

(Regression).
e Rezidudlny stcet $tvorcov SSE = Y;(y; — 9;)?>— cielom metédy najmensich Stvorcov
bolo minimalizovat jeho hodnotu, tj. minimalizovat variabilitu nevysvetlent

regresnym modelom.

e Rezidualny rozptyl je sZ,, = %

e Standardna odchylka rezidui s,., = +/52,.
Z dvoch regresnych modelov, ktoré by teoreticky prichadzali do uvahy, je lepsi na zédklade
analyzy rezidui ten, ktory ma mensie hodnoty SSE, s2,, a S,

Definicia 5.8 Koeficient (index) determinacie je definovany podielom variability vysvetlenej

5._)2
modelom k celkovej variabilite R? = Sk = 209 p2 ¢ (1,

SsYy  X(yi-y)?’

Koeficient determinacie ukazuje, kol’ko percent celkovej varidcie (rozptylu) premennej
Y je vysvetlenej modelom. Cim viac sa hodnota R? blizi k 1, tym je praktické pouZitie modelu
rozumnejsie. Ak je hodnota R? pod 0,7, pouzitie regresného modelu ma skor len teoreticky
vyznam. Hodnoty nad 0,9 znamenaju ,,slusny* model pre praktické vyuzitie. Plati, ze ¢im vacsi
je podiel variability SSR na celkovej variabilite SSY, tym je zavislost’ X a Y silnejsia, a preto je
z dvoch modelov ,kvalitnej$i“ ten, ktory ma vicsi koeficient determinacie R?. Koeficient

134



determinacie R? je rovny druhej mocnine korelaéného koeficientu Tyy @ Vyjadruje stupefi
pri¢innej zavislosti Yod X.

Priklad 5.6 Predpokladajme, ze medzi ndhodnymi premennymi X a Y existuje linedrna
zéavislost’. Nahodne bolo vybranych 8 Statistickych jednotiek, na ktorych sa skiimali hodnoty
uvazovanych nahodnych premennych X a Y. Namerané udaje su zaznamenané v nasledujuce;j
tabul’ke:

x; |2 |3 |4 |6 |6 |7 |8 |9
yil2 |2 |3 |5 |7 |9 |8 |11

Zostrojte bodovy diagram zavislosti Y od X pre dany vyberovy stbor.

Cez zobrazené body prelozte regresnu priamku, vlozte do grafu rovnicu regresnej priamky,
hodnotu koeficientu determindcie.

Vytvorte kovarianénu a korelacnti maticu (v Exceli pomocou analytickych nastrojov koeficient
korelacie a kovarianciu ziskame z korelac¢nej a kovarianénej matice).

RieSenie. Vizudlne mdzeme najlepSie posudit’ charakter a mieru vzajomnej zavislosti nahodne;j
premennej Y od X z grafického vyjadrenia — z bodového grafu. Bodovy graf umoziuje
prezentovat’ rozdelenie hodnot podla dvoch premennych sti¢asne. Hodnoty prvej nezavislej
premennej zobrazujeme na x-ovej osi a hodnoty druhej zavislej premennej na y-ovej OSi.
V grafe je prislusnd Statistickd jednotka (prisluSné pozorovanie) zobrazend bodom
so suradnicami, zodpovedajucimi hodnotam prvej premennej (X) a druhej premennej (V).
Pri vytvarani bodového grafu v Exceli volime po oznaceni vstupnych udajov postupnost
prikazov Vlozit—Grafy—XY zavislost len so znaCkami (Insert—Chart—Scatterplot),
obr. 5.21.

@ Domov Viozit RozlozZenie strany Vzorce Udaje Posadit Zobrazit

o= EE TS > ) [~ AA Q = 2 [ ate f TAA b LR
E_U:l j \_‘I me 1 —;E? O n MW —’ “ " § VAR | M T
Kontingenéna Tabulka | Obrazok ClipArt Tvary Obrazky Snimka ovy Ciarovy Kolacowy Pruhovy Plosny Xy Dalsie Ciara Stipec Zisk alebo
tabulka ~ v SmartArt v X v v v (zavislost) v grafy v strata
Tabulky - Tlustracie Grafy Zavislost Krivky
Al v fe | xi T -
. R —T1T
| | A B C D E F G H I e os 4 o8 L M
| Xi yi XY (zavislost) len so znackami
B 2 2 Porovna pary hodnot.
3 3 2
= PouZiva sa, ked hodnoty nie suv
4 4 3 poradi podla osi x, alebo ked
5 6 5 /x| predstavuji samostatné merania.
6 6 7 ==}
777 7 9 Jﬁ Vietky typy grafov..,
8 8 8
S 9 11

Obr. 5.21 Vytvaranie bodového grafu nameranych hodnot v Exceli
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Vystupom je korelogram na obr. 5.22.

yoo

Obr. 5.22 Grafické zndazornenie zavislosti premennej Y od X — tzv. korelacny diagram

Z grafu vidime, ze s rastucimi hodnotami x; rastd aj hodnoty y; — hovorime o priamej
zavislosti, pricom z usporiadania bodov grafu mozno predpokladat’, Ze ide o zavislost’ linearnu
(body ,,lezia priblizne* na priamke).

Ak chceme cez zobrazené body prelozit’ regresnu priamku, ako prvé oznac¢ime mySou body
grafu, obr. 5.23. Nasledne pravym tla¢idlom mysi aktivujeme okno, v ktorom zvolime Pridat’
trendovl spojnicu...

ln‘
11 0 wit
0 )
11

14

Obr. 5.23 Po oznaceni sa vietky body grafu stanu aktivnymi

Dialégové okno nam pri zadavani typu regresného modelu - trendovej spojnice (fitovacej
krivky) ponuka moznost modelovat zéavislost skimanych premennych pomocou priamky
(linearny model), exponencialnej, logaritmickej, mocninovej funkcie ¢i polynému.

Tento vyber kriviek je tiez vyhodou grafického rieSenia regresie, nakol'ko analyticky
nastroj Regression v Exceli umozniuje spracovavat’ iba také zavislosti, ktoré st v parametroch
linearne, resp. linearizovatelné (transformaciou, napr. logaritmovanim, substiticiou...).
Pomocou ponuky Zobrazit' v grafe rovnicu a Zobrazit' v grafe rovnicu spolahlivosti R na druhu
mdzeme do bodového grafu vpisat’ tieZ rovnicu regresnej krivky a index determinacie R?, obr.
5.24.

136



r — —

Formétovat' trendovii spojnicu 2

(s Ny . . . ..
| Moznosti trendove] spojnice | | Moznosti trendovej spojnice

Farba dary Typ trendu alebo regresie
Styl Gary ") Exponencidlny
Tier =
- B "| @ Linedrny
Ziara a jemné okraje
©) Logaritmicky
| © Polynomicky Poradie: |2
©) Mocninovy

) Pohyblivy priemer Perigdy: |2

Nazov trendovej spojnice

@ Automaticky: Linedrny (yi)

@ Vlastny: V

Progndza

Vpred: (0,0 bodky
Spat: 0,0 bodky

[7] HodnotaY = 0,0

[¥] zobrazit v grafe rovnicu
Zobrazit'v grafe rovnicu spolahlivosti R na druhd

9

Obr. 5.24 Dialégové okno, ktoré sa zobrazi pri formdtovani regresnej funkcie

Po vybere a potvrdeni nasich poziadaviek dostaneme vystup na obr. 5.25.

12 y = 1,3284x - 1,597 o
2 _
10 R2 = 0,9136
2
8 ¢
L
yi 6
2
a
/
2 ¢
0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10
Xi

Obr. 5.25 Bodovy graf's regresnou priamkou obsahuje aj jej predpis a index determindcie

Hladand rovnica regresnej priamky y = —1,597 + 1,328x umoznuje odhadovat
hodnoty premennej Y, ak pozname hodnotu premennej X (umoznuje tzv. predikciu). Pritom
hodnota koeficientu determinacie R? hovori, nakolko je nami najdeny model ,,dobry*, t.j.
vyjadruje, aky podiel variability premennej Y regresny model vysvetluje. V naSom pripade
91,36% variability premennej Y vieme vyjadrit’ linedrnym vztahom s premennou X.
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Poznamka 5.4 Na vypocet parametrov regresnej priamky moézeme pouzit’ aj preddefinované
Statistické funkcie.

Ciselnti hodnotu lokujucej konstanty b, vypo&itame funkciou =INTERCEPT(zname y;
zname_ Xx), pricom je dolezité dodrziavat’ poradie premennych v pozadovanom tvare.

m [Enies=ei

':E\-:'INDEX INTE®CEFT and me ¥ 3rAme X
() INDIRECT
) INFO
#INT
() INTRATE

| Wypodita sdradnice bodu, v ktorom diara pretina os . wypodet sa robi preloZenim najlepiej regresnej ciary Znamymi hodnotamixay |

Regresny koeficient b; vypocita funkcia =SLOPE(zname_y; zname_X).

SOFEERSMEY. TAMEN),

| Wrati gradient priamky lineamej regresie danych ddajowich bodoy |

Rovnicu regresnej priamky dostaneme dosadenim vypocitanych koeficientov do predpisu y =
by + by x.

Kovariacnu a korelacni maticu vieme v Exceli vytvorit pomocou analytickych nastrojov
Kovariancia (Covariance) a Korelacia (Correlation). Aktivujeme ich postupnostou prikazov
Udaje—Analyza dat—Kovariancia resp. Korelacia (Data—Data analysis— Covariance resp.
Correlation). Ich dialégové oknéd vyzaduju Specifikdciu Vstupnej oblasti: (Input Range), t.].
oznaGenie oblasti, v ktorej sa nachadzaju empirické hodnoty premennych X a Y. Dalej je
potrebné uviest, &i su zapisané v riadkoch (Rows) alebo v stipcoch (Columns), a potvrdit
popisy premennych, nachadzajuce sa v prvom riadku (Labels in First Row). V ¢asti MozZnosti
vystupu (Output options) Specifikujeme umiestnenie vystupu. Ich nédhl'ad je na obr. 5.26.

r ™y
Covariance lﬂ&]
m D o ] 10lere (1an ne [ T Input
E Input Range: SAS2:5BS9 _ﬁi_ E]
‘ = Cancel
Grouped By: @ Columns
r Data Analysis /M‘ ‘ ©) Rows Pomocnik
[] Labels in first row
Analysis Tools Output options
Anova: Single Factor » 3
: : = © Output Range: $As11
Anova: Two-Factor With R on S Ve aat Pl
Angya: Tuwo-Factor WithGUt Replication 1_ OifsewWorksticel By:
Correlation 15 ~) New Workbook
Covariance | § |ecmody
Desarpuve statistics =
Exponential Smoothing r = ) B
F-Test Two-Sample for Variances Correlation L@
Fourier Analysis \ Input
Histogram . -
g ~$ Input Range: AS2: SBS9 R E
N - L Cancel
. S Grouped By:

[7] Labels in first row
Output options
@ QutputRange: $ES11 %
(") New Worksheet Ply:
~) New Workbook

G

Obr. 5.26 Aktivne okna analytickych nastrojov Correlation a Covariance
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Vystupom je postupné zobrazenie kovarianénej a korela¢nej matice, pricom obe matice
si uvedené v tvare dolného trojuholnika (hodnoty v hornom trojuholniku st zhodné s
hodnotami v dolnom trojuholniku), obr. 5.27.

1 X1 yi

bl 2 2

] 3 2

q 4 3

5 6 5

( 6 /

7 7 9

! 8 3

9 9 11

10

11 Column 1 Column 2 Column 1 Column 2
12 ( olumn 1 | 5,234 H;(i :()Imvu‘- 1 | Ii

13 Column 2 6,95313 10,1094 Column 2 0,95584 1

Obr. 5.27 Zobrazenie kovariancnej a korelacnej matice

Poznamka 5.5 Kovarianciu medzi hodnotami dvoch premennych pocitame zriedkavo.
Castejsie sa pouziva kovarianéna matica, ak chceme charakterizovat’ vzajomni linearnu
zavislost medzi vSetkymi dvojicami ukazovatelov pri analyze hodndt viac premennych.
Kovarianénd matica je symetrickd podla diagondly, nakolko kovariancia medzi prvym
a druhym ukazovatel'om (premennou) je taka istd ako medzi druhym a prvym ukazovatelom
atd’. Na diagonéle kovarian¢nej matice si rozptyly ndahodnej premennej, ktora sa nachadza
v danom riadku matice. Analogicky rovnaké vlastnosti ma aj korelacna matica, ktora sa sklada
z vypocitanych hodno6t koeficientov koreldcie medzi vSetkymi moZnymi dvojicami
premennych. V prvom riadku st hodnoty koeficientov korelacie medzi hodnotami prvej
premennej S hodnotami ostatnych premennych v druhom riadku medzi hodnotami druhej
premennej a hodnotami ostatnych premennych atd’. Korelaénad matica je tiez symetricka.
Koeficient korelacie medzi hodnotami prvej premennej a hodnotami druhej premennej je taky
isty, ako je koeficient korelacie medzi hodnotami druhej premennej a hodnotami prvej
premennej. Na diagonale korelacnej matice su jednotky, nakolko koeficient korelacie medzi
hodnotami nejakej premennej a hodnotami tej istej premennej sa rovnd vzdy 1 — vSetky body
teda lezia na priamke. Cim je korela¢na matica vidsieho rozsahu, tym je jej pouzitie
efektivnejSie. Analyzou kovariancnej matice vieme porovnat, medzi ktorymi dvojicami je
najvicsia zavislost’, v§imame si pritom, medzi ktorymi je zavislost’ kladna (priama), medzi
ktorymi je zapornd (nepriama) a tiez medzi ktorymi dvojicami zavislost’ nie je.

V bunke B13 je kovariancia cov(x,y) = 6,95313, ¢o interpretujeme ako priamu linearnu
zavislost medzi premennymi X a Y.

V bunke F13 je koeficient korelacie 7, = 0,95584, Co interpretujeme ako silnii priamu
linearnu zavislost’ medzi premennymi X a Y.
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Priklad 5.7 Rieste regresnu ulohu z predchadzajiceho zadania prikladu pomocou nastroja
Regresia v Analyze dat.

RieSenie. Analyticky nastroj, ktorym moézeme rieSit' v Exceli regresni tlohu, aktivujeme
postupnostou Udaje— Analyza dat—Regresia (Data—Data analysis— Regression), obr. 5.28.

il

m Do (odf  Nosioderee (tan e Pyt Yotrass N (7]

‘s Dsta Anaiys s

Jivkal externd

)daje

7
Graf 2 . Data Analysns Data Analysis Tl

i for hnancisl &

& s { Analysis Tools

g S Covariance -
= Descriptive Statistics
Exponential Smoothing

F-Test Two-Sample for Variances
Fourier Analysis

Histogram

Moving Average —
Random Number Generation

Rank and Percentile

Regressiol

w TUNCHES
Pomnonila dog
taderi kidveiy
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Obr. 5.28 Vyber analytického ndstroja Regression

Dial6gové okno nastroja Regression vyzaduje Specifikovat’ Vstupnu oblast’ (Input)
V tvare osobitného oznaCenie oblasti, v ktorej sa nachadzaji namerané hodnoty zavislej
premennej Y (Input Y Range) a osobitného oznacenie oblasti, v ktorej sa nachadzaji namerané
hodnoty nezavislej premennej X (Input X Range). Popisy premennych v prvej bunke oznacene;j
oblasti potvrdzujeme v Labels. V ¢asti Moznosti vystupu (Output options) Specifikujeme
umiestnenie vystupu (Output Range), volime vypis rezidui (Residuals) a zobrazenie tzv.
vyrovnanych hodnét. Vzhl'adom na zadanie ulohy st nase volby postaujice. Nahlad
dialégového okna je na nasledujiicom obr. 5.29.

Regression M
Input
‘ = [ ]
Input Y Range: $B$1:$Bs9 Lp&l
] Cancel l
Input X Range: SAS1:5AS9 [EEI
o Pomocnik
[¥] Labels ["] constant is Zero =
[} confidence Level: 95 %
Output options
@ Qutput Range: sasiy| %

(") New Worksheet Ply:
(") New Workbook

Residuals
[V] Residuals [7] Residual Plots
[7] standardized Residuals [¥] Line Fit Plots

Normal Probability
[] niormal Probability Plots

LN

Obr. 5.29 Dialégové okno analytického ndstroja Regression
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Vystupom je tabulka, skladajuca sa zniekolkych casti (tabuliek) a bodovy graf
nameranych hodnét (Y) a modelovanych hodnét (Predicted Y), prisluchajucich hodnotdm
nezavislej premennej X, obr. 5.30.

11 SUMMARY QUTPUT

12

13 Regression Statistics

14 Multiple R 0,955840586

15 R Square 0,913631226

16 Adjusted R Square 0,89923643

17 Standard Error 1,078971318

18 Observations 8

19

J0 ANOVA

21 df SS MS F Significance F

22 Regression 73,88992537 73,8899 63469551 0,000208216

23 Residual 6 6,985074627 1,16418

24 Total 7 80,875

25

26 Coefficients  Standard Error ¢ Stat P-volue Lower 95%  Upper 95% Lower 95,0% Upper 95,0%
27 Intercept -1,597014925  1,012508096 -157729  0,165804 -4,07453298 0,88050313 -4,07453298 0,880503134
28 xi 1,328358209 0,166737195 796678 0,0002082 0,920366992 1,73634943 0,920366992 1,736349426

20
10
) |

32 RESIDUAL OUTPUTY . . .
2 X Variable 1 Line Fit Plot

n Observation _l f’ﬁ','f,’f‘,!f‘,ll'_,, [ 7”_!'7}{1&/}1& 2

35 1 1,059701493  0,940298507 20

16 2 2,388059701 -0,388059701

Y] 1 3,71641701  -0,7164179) > 10 av [ |

18 4 6,373134328 -1,373134328 0 al [ ] ‘ ey

19 5 6,373134328 0,626865672 ! ! ! B Predicted Y
40 6 7,701402517  1,208507463 0 5 10

41 7 9020850746 -1,029850746 X Variable 1

42 8 10,35820806  0,641791045

Obr. 5.30 Vystup Regresie v Analyze dat

Prvéa tabulka Regresna Statistika (Regression Statistics) obsahuje absolutnu hodnotu
koeficientu korelacie |r| (Multiple R), index determinacie R? (R Square), upraveny

(korigovany) koeficient determinacie 2, i=1-(01- r?) Z—:; (Adjusted R Square), Standardnu

odchylku rezidui s,.., = \/2(3;‘—:237‘)2 = \/% (Standard Error), rozsah VS n (Observations).

Dalsou &astou vystupu je tabulka analyzy rozptylu ANOVA— ANalysis Of VVAriance,
ktora dava odpoved’ na otazku, ¢i je regresny model $tatisticky vhodny. V prvom stipci tabul’ky
df st uvedené poéty stupiiov volnosti. V stipci SS st uvedené suéty $tvorcov odchylok zo
vztahu Y (v; — 9:)? + X&; — ¥)? = X(y; — ¥)?, ktory mdzeme zapisat’ skratene v tvare SSR +
SSE = SSY, kde SSR — SUM OF SQUARES DUE TO REGRESSION - variabilita, vysvetlena
regresnym modelom, SSE — SUM OF SQUARES DUE TO ERROR - variabilita, nevysvetlena
regresnym modelom (rezidualny sucet stvorcov), SSY — SUM OF SQUARES TOTAL je celkova
variabilita premennej Y. Na obr. 5.31 je tento rozklad zobrazeny pre pripad i-t¢ého pozorovania.
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SSY = SSR + 55§

X;

Obr. 5.31 Rozklad stvorca celkovej variability na zlozky rezidudlnu a regresnu

Stipec MS obsahuje hodnotu priemerného $tvorca regresie MSR (Mean Square of Regression)
a priemerného Stvorca chyb MSE (Mean Square of Errors).
Pre interpretaciu d’alSich udajov ztabulky analytickych ndastrojov sa teoretické zéaklady
nachadzaju v kapitole Vyhodnocovanie experimentov.
Celkovy F-test, ktorym testujeme nulovi hypotézu H,: Linearny model nie je Statisticky

vyznamny. Testovacia Statistika ma Fisherovo rozdelenie s (1,n — 2) stupfiami volnosti. Ak je
hodnota Vyznamnost' F (p-hodnota) (Significance F) v poslednom stipci mensia ako zvolena
hladina vyznamnosti a, model je Statisticky vhodny.

stupne
P ) SS MS F p - hodnota
vol'nosti
regreSia 1 SSR MSR = SSR/]. hodnota pI‘anCpOdObl’lOSt’
5 testovacej | chyby, ktorej sa
1o Sfez = MSE = R , A
rezidua n—2 SSE _ Statistiky | dopustime, ked
= SSE/(n = 2) 7 MSR | zamietneme Ho,
celkom n—-1 SSY ~ MSE | ktora plati

Tretia ast’ tabul’ky obsahuje v stipci Coefficients parametre regresnej priamky (zhoduju
sa shodnotami vypocitanymi Statistickymi funkciami INTERCEPT a SLOPE) a t-test pre
nulovost’ koeficientov, ktorym testujeme H,: b; = 0. Testovacia S$tatistika t méa Studentovo
rozdelenie s n — 2 stupiiami volnosti.

- intervaly
koeficient t - hodnota
y S P spol’ahlivosti (IS)
o hodnota testovacej
lokujuca
k0n§tanta bO S(bO) étatlstlky t = SZ}O) p(bO) IS pre bO
0
. hodnota testovacej
regresny
koef|c|ent bl S(bl) étatlstlky t = S(l;l) p(bl) IS pre bl
1
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Poslednou ¢astou je nami vybrana tabul'ka predikovanych hodnét (pre kazdy prvok x;
vyberového stiboru je vypocitana v ramci modelu tzv. vyrovnand — o¢akavana — modelovana
hodnota 571' =Y mod) a rezidui e, =y, — yi'

Poznamka 5.6 Plati SSE = Y, e? .

Z uvedenych tabuliek pre riesenie nasho prikladu vyplyva:
Zprvej tabulky vriadku 14 precitame absolutnu hodnotu koeficientu korelacie |rxy| =
0,955840586. Z grafického zobrazenia (vidime, Ze zavislost' je priama, pretoze s rastacimi
hodnotami x; rasti i hodnoty y;) alebo z porovnania s regresnym koeficientom (regresny
koeficient mé& rovnaké znamienko ako korelatny koeficient) moéZeme pisat 7y, =
0,955840586, co interpretuyjeme ako priamu silnt (tesnl) linearnu zéavislost medzi
premennymi X a Y.

Vriadku 15 sa nachadza index (koeficient) determinicie R? = ::—5 = 0,913631226,

ktory udava podiel variability vysvetlenej regresnym modelom, tzn. 91,36% variability
premennej Ysa da vysvetlit' lineirnym vztahom s premennou X. Tato hodnota ilustruje
prakticku cennost’ modelu.

Standardna odchylka rezidui s,,, V riadku 17 ma hodnotu 1,078971318, o znamena,
ze skutoné hodnoty premennej Y sa odchyluji od hodnét, leziacich na regresnej priamke
(predikovanych hodndt) priblizne o +1,078971318.

Ked'ze v druhej casti, v tabul’ke ANOVA v riadku 22 je p-hodnota (Vyznamnost’ F,
Significance F) rovna 0,000208216, testovanu hypotézu H, 0 nezavislosti pozorovanych
premennych X aY neprijimame (zamietame). Pravdepodobnost’ chyby, ktorej sa tymto
dopustime, je takmer nulovd. To znamena, Ze navrhnuty linedrny model je Statisticky
vyznamny.

Koeficienty regresnej priamky najdeme v riadkoch 27 a28 nasledujucej tabulky.
Lokujtiica konstanta by = —1,597014925 a smernica priamky, t.j. regresny koeficient b, =
1,328358209. Odtial’ bodovy odhad regresnej priamky: y = —1,597 + 1,328x.

Testovat’ linearnu nezavislost’ X a Y moézeme aj pomocou t-testu, ktory je zaloZzeny na
tom, ze regresny koeficient b; ako smernica priamky vyjadruje zmenu Y pri zmene X o jednu
jednotku. Ak b; = 0, regresna priamka je rovnobezna s x-OvOu 0SOu, ateda aj po zmene
nezavislej premennej X sa nemenia hodnoty Y, a preto nemézeme hovorit’ o linearnej zavislosti
X a Y. Testujeme Hy:by =0 >< Hy:b; # 0. Vriadku 28 tabulky st uvedené hodnota
testovacej Statistiky, p-hodnota a 95%-ny interval spolahlivosti pre koeficient b;. Porovnanim
hodnoty testovacej tatistiky t(b;) = 7,966778 s kvantilom tX(0,975) = T.INV(0,975; 6) =
2,446912 alebo na zaklade p-hodnoty p(b,) = 0,0002082 < 0,05 = a alebo tiez na zaklade
toho, ze nula nepatri do intervalu (0,920367;1,73634943), mozeme prijat’ zaver, Ze pri
zvolenej hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 zamietame nulovll hypotézu o tom, ze premenné X a Y
st linearne nezavislé a prijimame alternativnu hypotézu o linearnom vzt'ahu medzi X a Y.
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Priklad 5.8 Odhadnite regresnu priamku z prikladu 5.6 pomocou tzv. systému normalnych
rovnic.

RieSenie. Nezname parametre by, b; regresnej priamky v ststave normalnych rovnic

nby + by Z?:l X; = Z?=1 Vi . . .
e mozné podl'a Cramerovho pravidla za podmienky D =
bo X7y Xi + by Ny %2 = Y X,y P P P y

| mOXX L0 naist v tvare by =2, by =22 kde D, = 2Yi ZXE D, =
XX XX D D XY XX
| noo2Y | Riesenie v Exceli je na obr. 5.32.
XX XX
A B C D E f G H |
xi i sustava normalnych rovnic:
2 2 2 .‘),) ‘n+ 171 '}_‘H :7_:‘-"
3 2 by Tx, + b Tx=%xy,
a 4 3
5 6 5 n= =COUNT(B2:89)
G 6 7 Ixi= «SUM(A2:A9)
7 9 Zxi*2= =SUMSQ(A2:A9)
8 8 8 Lyi= =SUM(B2:89)
9 9 11 Ixiyi= =SUMPRODUCT(A2:A9,82:89)
10
11 D= =D5 =D6 ‘ 0= D8 =06 D:--I =D5S D8
12 =D6 =07 | D9 =D7 =D6 D9
13 D= =MDETERM(B11:C12) D1= =MDETERM(E11:F1 D2= =MDETERM(H11:112)
14
15 bo= =£13/58513
16 b1= =H13/58513
17 odhad ragresney pramky
18 B15 . B16 *x ’
A B C D E F G H |
1 Xi i
2 2 2 sustava normalnych rovnic:
= 3 2 by m+ by - Fx, =Ly,
E 4 3 by -Tx, + b, - Tx,° =Xx,
5 6 5 n=38
6 6 7 Zxi= 45
7 7 9 Zxi*2= 295
8 8 8 Tyi= 47
2 9 11 Zxiyi= 320
10
11 D=| 8 45 D,=| 47 45 D=| 8 47
12 45 295 320 295 45 320
13 D= 335 D1=  -535 D2= 445
14
15 bo= -1,597
16 b1= 1,32836
17 |odhad regresnej priamky:
18 y= -1,59701 + 1,328358 *x

Obr. 5.32 Vypocet koeficientov regresnej priamky z normdlneho systému rovnic pouzitim
Cramerovho pravidla — riesenie v Exceli
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Ak zapiSeme systém normalnych rovnic v maticovom tvare AB = C, kde A = (

B = (bO); C= ( 2Yi ) , potom vektor nezndmych koeficientov B = A™1 C.
by L XiYi

ZnXi g )212>

RieSenie systému normalnych rovnic pomocou maticovych rovnic v Exceli je naznalené

na nasledujiicom obr. 5.33.

A B C D E F G H |
1 Xi yi sustava normalnych rovnic:
2 2 2 bD n+ ‘bl ' ZII- — Z}".'
3 3 2 by X + by -Tx? = Txy,
4 4 3
5 6 5 n=8
6 6 7 Exi= 45
7 7 9 Zxi*2= 295
8 8 8 zyi= 47
9 9 11 Zxiyi= 320
10
11 A= =D5 =D6 B= bo C=| =D&
12 =D6 =D7 b1 =D9
13
14 invA=|=MINVERSE(B11:C12) B =invA*C = |=MMULT(B14:C15;111:112)
15 \
16
17 odhad regresnej priamky:
18 y=_ =F14 + =F15  *

A B C D E F G H |
1 Xi i sustava normalnych rovnic:
2 2 2 bD “n+ bl 'Z'Xl- — E}"l-
3 3 2 bo-therl-ine:Exiy‘
4 4 3
5 6 5 n=8
6 6 7 ZXi= 45
7 7 9 Zxi"2= 295
8 8 8 Tyi= 47
9 9 11 Zxiyi= 320
10
11 A= 8 45 B= bo C= 47
12 45 295 b1 320
13
14 invA=| 0,880597 -0,13433 B=invA*C=| -1,597
15 -0,134328 0,023881 1,3284
16
17 odhad regresnej priamky:
18 y= -1,59701 + 1,328358 *x

Obr. 5.33 Vypocet koeficientov regresnej priamky z normdlneho systému rovnic rieSenim maticovej

rovnice v Exceli
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1 x
Ak linearny regresny model zapiSeme pomocou matice planu experimentu X = 1 x‘2
1 x,
potom z rieSenia normalneho systému v maticovom tvare pre odhad vektora parametrov B =
(2(1)) plati B = (XTX)"1XTY, kde XT je transponovana matica. RieSenie v Exceli méZeme

vidiet’ na nasledujucich obr. 5.34.

A B C D E F G H I
10

11 X= 1 2 B=| ko y=| 2
12 1 3 bl 2
13 1 a4 3
14 1 6 5
15 1 6 7
16 1 7 9
17 1 8 8
18 1 9 11
19

20 XT=|=TRANSPOSE(B11:C18)

21

22

23 XT*X=|=MMULT(B20:121;B11:C18} iNv(XT*X)=|=MINVERSE(B23:C24)

2 | |

25

26 inv(XT*X)*XT=|=MMULT(F23:G24;B20:121)

27

28

29 B=inv(XT*X)*XT*Y=|=MMULT(B26:127;111:118)

30

19

20 XT= 1 1 1 1 1 1 1 1
21 2 3 a4 6 6 7

22

23 XT*X= 8 a5 inv(XT*X)=| 0,8806 -0,13433

24 a5 295 -0,1343 0,023881

25

26 inv(XT*X)*XT=| 0,6119403 0,477612 0,343284 0,07463 0,07463 -0,0597 -0,19403 -0,3284
27 -0,0865672 -0,062687 -0,038806 0,00896 0,00896 0,032836 0,056716 0,0806
28

29 B=inv(XT"X)"XT*Y=| -1,5970149

30 1,32835821

Obr. 5.34 Vypocet koeficientov regresnej priamky vyjadrenej pomocou matice planu experimentu ak
normdlny systému rovnic rie§ime v maticovom tvare - riesené v Exceli
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Skratene mozeme tiez zapisat’:

17 8 8
18 9 11
19
20 Bime(XT*X)*XT*Y mwsln TIMINVERSE{MMULT(TRANSPOSE(B11:C18):811:C18)); TRANSPOSE(B11:C18)):111:118)
21

A B C D E F G H |
10
11 X= 1 2 B= bo Y= 2
12 1 3 b1 2
13 1 4 3
14 1 6 5
15 1 6 7
16 1 7 9
17 1 8 8
18 1 9 11
19
20 B=inv(XT*X)*"XT"Y= -1,59701
21 1,328358

Obr. 5.35 Vypocet koeficientov regresnej priamky vyjadrenej pomocou matice planu experimentu,
ak normdlny systému rovnic riesime v maticovom tvare - skratené riesenie v Exceli

Priklad 5.9 Do vodnej nadrze unikla jedovata latka. Pre likvidaciu jej u¢inku bol aplikovany
neutralizacny prostriedok. Od okamihu jeho aplikacie sa niekolkokrat merala koncentracia
jedu. Vysledky merania st uvedené v nasledujucej tabul’ke:

doba (min) 5 112|20|26|29|40|65|135
koncentracia (%o)|20|18|18|17|17|15|14|5

Za predpokladu priblizne linedrneho poklesu koncentracie jedovatej latky urcte:
a) koeficienty regresnej priamky a na jej grafe zobrazte ich vyznam (predpoklad linearnej
zavislosti overte pomocou p-hodnoty testu linearity a testu pre korela¢ny koeficient);
b) koncentraciu jedu po 1 hodine a po 100 minutach;
c) okamih, kedy bude koncentracia jedovatej latky nulova.

RieSenie. Najefektivnejsi sposob vypoctu v Exceli je vypo€et pomocou analytického nastroja
Regression. Jeho vystup je na obr. 5.36.

147



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

A B C

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0,991549
R Square 0,983169
Adjusted R Square 0,980364

Standard Error 0,648676
Observations 8
ANOVA
df ) MS F Significance F

Regression 1 147,475319 147,475 350,481 1,5E-06
Residual 6 2,524680369 0,42078
Total 7 150

Coefficients Standard Error  t Stat  P-value  lower 95%  Upper 95%
Intercept 20,0335 0,333524735 60,066 1,4E-09 19,217395 20,24960619
doba(min.) -0,109241 0,00583517 -18,721 1,5E-06 -0,1235191 -0,09496283

Obr. 5.36 Vystup analytického ndstroja Regression

Odhady parametov regresnej priamky sa nachadzaji v bunkach B27 a B28. Lokujuca konstanta
by = 20,0335 je uvedena v bunke B27 a smernica regresnej priamky, t.j. regresny koeficient
b; = —0,109241 v bunke B28. Odtial’ bodovy odhad regresnej priamky je y = 20,0335 —
0,109241x. Jej graf je na nasledujucom obr. 5.37.

Lokujuca konstanta b, = 20,0335

koncentracia (%o)

[,(.) = 20_03\ y = 20,03-0,109 x

b] —-0.1091

I min

\ doba (min)

Obr. 5.37 Graf regresnej priamky y = 20,0335 — 0,109241x

uruje prieseCnik regresnej priamky s y-OvOu O0SOU.

Interpretacia: V ramci naSho modelu bola koncentracia jedu vo vodnej nadrzi v ¢ase uniku
(t.J. v case 0 min) 20,0335 %o (nie vzdy ma tato konstanta logicky zmysel).
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Regresny koeficient b; = 2,26 je smernicou regresnej priamky (je tangensom uhla,
ktory priamka zviera s kladnou x-ovou poloosou).
Interpretujeme: Ak sa doba pdsobenia neutralizatnej latky zvysi o1 minltu, potom
koncentracia jedu v nadrzi klesne o 0,109 %o.

Absolutna hodnota koeficientu korelacie |rxy| =0,991549 je v bunke B14.
Z grafického zobrazenia vidime, Ze zavislost' je nepriama, pretoze s rasticim hodnotami x;
klesaji hodnoty y;. Tiez z porovnania s regresnym koeficientom (regresny koeficient ma

rovnaké znamienko ako korelatny koeficient) mozeme pisat 7, = —0,991549, co
interpretujeme ako nepriamu silnt (tesnu) linearnu zavislost medzi premennymi X a Y.

, . o SSR .

Na zéklade hodnoty koeficientu determinacie R? = Sy 0,9983169, uvedenej

v bunke B15, mdézeme konStatovat, ze 99,83% variability koncentracie jedu v nadrzi sa da
vysvetlit' linedrnym vzt'ahom s dobou pdsobenia neutralizacnej latky. Iba 1,17% variability
koncentracie jedu zostalo regresnym modelom nevysvetlenej, preto linearny regresny model
bol zvoleny vhodne.

Neskresleny odhad koeficientu determinacie v zédkladnom stubore je ¢islo 0,980364,
nachadzajuice sa v bunke B16.

Pre celkovy test linearity (F-test) je v bunke F22 uvedena p-hodnota 1,5 107, ¢o je
velmi malé cislo, preto vo vsetkych beznych hladindch vyznamnosti zamietame nulova
hypotézu a prijimame alternativnu hypotézu, Ze dany model je Statisticky vyznamny,
t.j. koncentracia jedu a doba pdsobenia neutralizacnej latky su linearne zavislé.

V bunke E28 je pre t-test Statistickej vyznamnosti korela¢ného koeficientu b, uvedena
rovnaka p-hodnota 1,5 107°, preto vo vsetkych beznych hladinach vyznamnosti prijimame

alternativnu hypotézu, Ze koncentracia jedu a doba pdsobenia neutralizacnej latky su linedrne
zavislé.

Stcastou vystupu nastroja Regression je aj spolocny graf pdvodnych nameranych
hodnoét (koncentracia) a model odhadovanych hodnét (Predicted koncentracia), obr. 5.38. Graf
umoziuje intuitivne posudit’ kvalitu regresného modelu. Vidime vysoku mieru zhody bodov
reprezentujucich skutocnost’ a namodelovanej regresnej priamky.

Line Fit Plot v=-01092x+20,034

R2=0,9832
_25
£ 20 -
(1]
‘S 15 A (.
© @ koncentracia(%o)
£ 10 -
§ 5 - B Predicted koncentracia(%.o)
£ . . ) Linedrny (koncentracia(%o))
0 50 100 150

doba(min.)

Obr. 5.38 Na grafe Line Fit Plot vidime skutocné (namerané) hodnoty a modelované hodnoty
leziace na regresnej priamke
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Regresnt priamku y = 20,0335 — 0,109241x povazujeme za bodovy odhad stredne;j
hodnoty zévislej premennej Y (koncentracie jedu) a mézeme ju pouzit na bodovy odhad
hodnoty y; (koncentracie) pre jednu konkrétnu hodnotu x; (konkrétny cas). Na zaklade toho
mozeme ocakavat, ze koncentraciu jedu vo vodnejnadrzi po 1 hodine bude y(60) =
20,0335 — 0,109241 - 60 =13,479042 %o a koncentracia jedu po 100 minttach y(100) =
20,0335 —-0,109241-100 = 9,1094028 %o.

Na odhad hodnoét zéavislej premennej Y (koncentracie jedovatej latky) v Exceli mozeme
pri modelovani linearnej zavislosti pouzit' aj preddefinovanu funkciu = FORECAST
(x;zndme y; zname x), ktorej argumenty uvadzame v poradi: hodnota Casu, pre ktort chceme
koncentraciu vypocitat’; pole hodndt zavislej premennej — v naSom priklade koncentracie; pole
hodnot nezédvislej premennej — V naSom pripade ¢asu.

|=For| > |=rorecast(
Vypofita alebo edhadne buddcu hodnotu linedrmeho trendu pemocou existujicich hodndt | | FORECAST (x; zname_y; zname_x) |

Dobu, v ktorej bude koncentracia jedovatej latky nulova, uréime z regresnej priamky spatnym

290935°0 _ 183,38815 min.

vyjadrenim premennej X: x(0) = =

Vypocet v Exceli je na nasledujacom obr. 5.39.

A B C D E F G
1 doba(min.) koncentracia(%o) Priklad. Likvidacia jedu vo vodnej nadrzi.
2 5 20 odhad regresne] priamiky:
3 12 18 y= 20,0335 -0,10024088 *x
4 20 18
5 26 17 t=60 min y= =FORECAST(60;B2:B9;A2:A9)
6 29 17 =E3+F3*60
7 40 15 =100 min y= =FORECAST(100;B2:B9;A2:A9)
8 65 14 =E3+F3*100
g 135 5 y=0%o0 x= =(E3-0)/-F3
A B C D E F G
1 doba(min.) koncentracia(%o) Priklad. Likvidacia jedu vo JWbodnej nadrii.
2 5 20 odhad regresnej priamky:
3 12 18 y= 20,0335 -0,10924098 *x
4 20 18 M\
5 26 17 t=60 min y=| 13,479042
B 29 17 13,479042
7 40 15 t=100 min y=| 9,1094028
8 65 14 0,1094028
g 135 5 y=0%o0 x=\ 183,38815
1N

Obr. 5.39 Vystup analytického ndstroja Regression
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Grafické znazornenie rieSenia prikladu ukazuje obr. 5.40.

koncentracia (%o)

P4

y=20,03-0,109 x

Obr. 5.40 Grafické znazornenie rieSenia prikladu

Ulohy

5.8 Porovnajte, ktory znasledujucich regresnych modelov najlepSie popisuje zavislost
priemernej ceny vozidiel Skoda Octavia od jeho veku. V ramci rieSenia zadanej tilohy boli
nahodnym vyberom namerané nasledujlice priemerné ceny podla veku vozidiel:

x;(vek auta v rokoch) 1 2 3 5 7 10

¥; (priemerna cena auta v €) | 18000 | 12700 | 10400 | 8800 | 6500 | 4700

20000 -~ 20000 -~
‘: ’ ‘: ‘ - 02 -0,138x
© 15000 - y = -1291,3x + 16209 @ 15000 - y =17702e™
< 2 s R? = 0,9604
g R?=0,8458 g
«w 10000 - «w 10000 -
£ s
£ 5000 - * £ 5000 -
2 2
a 0 T T 1 a O T T 1
0 5 10 15 0 5 10 15
vek auta v rokoch vek auta v rokoch
20000 - 20000 -
> € y=171,05% - 3160,9x + 19575 > 18817x-0:554
4 - ’ - 4 | y= X0
g 15000 R? = 0,9451 g 15000 R? = 0,717
« 10000 - w 10000 -
s s
g 5000 - g 5000 -
2 9
a 0 T T 1 a O T T 1
0 5 10 15 0 5 10 15
vek auta v rokoch vek auta v rokoch
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20000 - 20000 - Y =-48,065x + 966,44x” -

< y = -5546ln(x) + 17254 ¥ 6736,4x + 23386

© 15000 - RZ = 0,9831 @ 15000 - R? =0,9827

[)] )]

« 10000 - & 10000 -

£ £

5 1 _

g 5000 g 5000

2 9

S_ 0 T T 1 S. 0 T T 1

0 5 10 15 0 5 10 15

vek auta v rokoch vek auta v rokoch

[Z viacerych regresnych modelov je ,kvalitnejsi* ten, ktory ma vyssi koeficient determinacie,
Vv nasom pripade regresny model popisany logaritmickou funkciou y = —5546Inx + 17254.]

5.9 Firma ma k dispozicii informacie o pocte vyrobenych vyrobkov a spotrebe elektrickej
energie za 1 rok.

mesiac objem | naklady na
vyroby | elektricku

(tis. ks) |energiu (tis. €)
januar 389,1 145.,4

februar |379,2 |137,3

marec 482,3 |162,5

april 505 180

maj 574,4 1754
jun 529 165,2
jul 572,6 |176,2

august 6416 |1824
september | 566,8 | 169
oktober |538,4 163,9
november |500,6 |155,7
december [485,7 |154,9

Pomocou nastroja Regresia vySetrite linedrnu zéavislost objemu vyroby a néakladov
na elektricki energiu. Urcte koeficient korelacie, koeficient determinacie, najdite rovnicu
regresnej priamky na hladine vyznamnosti @ = 0,05 pomocou celkového F-testu alebo t-testu
regresn¢ho koeficientu posud’te Statisticki vyznamnost’ modelu. Ngjdite intervaly spolahlivosti
pre parametre regresnej priamky.

[rxy = 0,887694; R? = 0,788002; y = 80,35545 + 0,162803;p(F) = p(b;) = 0,000116 <
0,05 = a = model je Statisticky vyznamny, t.j. medzi objemom vyroby a nakladmi na
elektrick energiu existuje linearna zavislost; 95%-ny IS pre b, = (49,48778;111,2231)
95%-ny IS pre b; = (0,103305; 0,222302)]
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5.10 Persondlne oddelenie zistovalo, ¢i existuje vztah medzi poc¢tom dni absencie v praci
avekom zamestnanca. Néhodne boli vybrané zaznamy o dochddzke pétnastich
zamestnancov podniku. Pri kazdom vybranom zamestnancovi bol zaevidovany udaj o jeho
veku a poéte dni absencie podas kalendarneho roka. Udaje st v tabul’ke:

vek zamestnanca v rokoch | 27|61 |37 | 23|46 |58 |29|36 |64 |40|44|25|37|31|30

pocet absencii v diioch 15| 6|10(13| 9| 7|14|11| 5| 8|10(13|10|12 |13
Za predpokladu, ze medzi po¢tom dni absencie a vekom pracovnika je lincarna zavislost’,
posudte, ¢i je priama alebo nepriama. Vypocitajte koeficient korelacie a koeficient
determinécie.

[nepriama; 5, = 0,939724; R* = 0,883082]

5.11 Pri hodnoteni skiiSok na unavu materidlov mozno popisat’ zavislost’ poctu kmitov
od lomu (Y) na napati v MPa (X) vhodnou regresnou priamkou. V tabulke st uvedené
vysledky merani:

x; (MPa) | 540 | 560 | 580 | 600 | 630 | 650 | 690 | 700

y; (pocet) | 3876 | 2845 | 2597 | 1227 | 1200 | 728 | 654 | 600

Metodou najmensich Stvorcov charakterizujte linearnu zavislost medzi znakmi X ayY
regresnou priamkou y = by + byx. Vypocitajte koeficient korelacie a index determinacie.
Aky pocet kmitov mdzeme ocakavat pri 550 MPa napiti? Akt hodnotu napétia mdézeme
o¢akavat pri 1000 kmitov?

[y = 13548 — 19,122 - x; 1, = —0,916554; R* = 0,840071; 3030,5; 656,1876 MPa]

5.12 Nech X je pocet najazdenych kilometrov (v km), Y je spotreba pohonnych latok
(v litroch) nahodne vybranych automobilov. V tabul'ke st uvedené vysledky merani:
x;(km)| 35|58 |64 | 65|78 |96 |125| 184 | 228 | 511
yi () 21|34/56(61|76/92|99 (159201313
Metodou najmenSich Stvorcov charakterizujte linearnu zavislost medzi znakmi X aY
regresnou priamkou y = by + byx. Vypocitajte koeficient korelacie a index determinacie.
Akl spotrebu mézeme ocakavat’ pre najazdenych 100 km? Akt hodnotu najazdenych
kilometrov moZzeme ocakavat’ pri 17-litrovej spotrebe?

[y = 2,2599 + 0,0614 - x; 73, = 0,946678; R? = 0,940013; 8,395696 ; 240,2307 km ]

5.13 Nech X je vek stroja vrokoch, Y st tyzdenné naklady na udrzbu a drobné opravy

strojov v eurach. V tabul’ke st uvedené vysledky merani:

x;(rokov) | 1 |12 (33| 5 6 6

v (€) 35(12|75(81|97 100 | 120 | 125
Metodou najmensich Stvorcov charakterizujte linearnu zavislost medzi znakmi X aY
regresnou priamkou y = b, + b;x. Vypocitajte koeficient korelacie a index determinacie.
Akt hodnotu tyzdennych nakladov mézeme ocakavat’ pre 9-ro¢ny stroj? Aka hodnotu veku
stroja mdzeme ocakavat’ pri tyzdennych nékladoch na adrzbu 110 eur?

[y = 21,414 4+ 17,544 - x; 1, = 0,946678; R* = 0,837003; 179,3096 €; 5,0493687 r ]
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54 PLANOVANIE EXPERIMENTU (DESIGN OF EXPERIMENTS -
DOE)

k k

Naplanovat’ experiment typu n" znamend urCit n* réznych bodov, v ktorych budeme
realizovat’ merania, pricom n je pocet urovni faktorov (pocet bodov, ktorymi delime interval
na podintervaly rovnakej dizky), k je podet faktorov. Poget merani v kazdom naplanovanom

bode budeme oznacovat’ m.

Priklad 5.10 Nech st dané dva faktory x; a x,, pricom x; € (1, 3), x, € (-2, 3). Naplanujme
experiment typu 22 a typu 32. Nech pocet merani v kazdom bode bude rovnaky m = 3. Kolko
ziskame nameranych hodnot po vykonani experimentu?

RieSenie. Mame 2 faktory x; a x, = k = 2. Experiment typu 22 znamena, e pre dva faktory
X1 @ X, budeme merat’ v koncovych bodoch uvedenych intervalov (obr.5.41), vsetkych bodov
bude 2% = 4.

Wyt

ITe o IV

9

[ e e 111

Obr. 5.41 Grafické zndzornenie bodov, v ktorych budeme realizovat
meranie pri experimente, ktory je typu 22

Experiment typu 22 znamen4 meranie v 4 rd6znych bodoch mnoziny
M ={(1,-2); (1,3); (3,-2); (3,3)}.
Celkovy pocet merani pre takyto experiment bude [2% - m]y—y 1p=3 = 2% -3 = 12,

Experiment typu 3% znamena, 7e pre kazdy faktor x; a x, berieme hodnoty v koncovych
bodoch a v strede uvedenych intervalov, teda kazdy z intervalov delime na [n — 1],=3 = 3 —
1 = 2 podintervaly rovnakej dizky (obr.5.42). Meranie budeme realizovat v 3% = 9 roznych
bodoch, pre m =3 merani v kazdom bode ziskame 32 - 3 = 27 nameranych hodnot.
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Obr. 5.42 Grafické zndzornenie bodov, v ktorych budeme merat’ pri experimente typu 32

Budeme merat’ 3-krat v kazdom z bodov mnoziny
M = {(1; =2); (1,0,5); (1; 3); (2; —=2); (2;0,5); (2; 3);(3;—2); (3;0,5); (3; 3)}.

Priklad 5.11 Nech su dané tri faktory x;, x,, x3, prifom x; € (1,3), x, € (0,15), x5 €
(4,12). Planujeme experiment typu 23. V kolkych rdznych bodoch budeme merania
realizovat™?

RieSenie. Experiment typu 23 znamend, Ze pre tri faktory x;, x, a x3; budeme merat v
okrajovych bodoch uvedenych intervalov, takze vetkych bodov bude spolu 23 = 8. Budu to
vrcholy kvadra, zobrazeného na obr. 5.43.

X 3
12 ’
e v,
Vie V Ill.
1 T4 11
L J -~
' \'Il.
.. 15 j\';
|
X
[! -\.I
Obr. 5.43 Grafické znazornenie bodov, v ktorych budeme realizovat’ meranie pri experimente, ktory
je typu 23
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Meranie naplanujeme v bodoch mnoziny M = {(1;0;4); (1;0;12); (1;15;4); (1;15;12);
(3;0;4); (3;0;12); (3;15;4); (3;15;12)}.

Poznamka 5.7 Uvazujme experiment typu n* . Ak v kazdom bode sa robi rovnaky pocet
merani, hovorime, Ze ide o vyvazeny model (experiment). Ak sa nerobi rovnaky pocet merani
V kazdom bode, tak ide o nevyvazeny model (experiment).

Veta 5.1 Veta o transformdcii — koddovani. Nech x € {a, b), nech s = % je stred intervalu
(a, b), nech /’lzb%a je polovica dizky (variaéné rozpitie ) intervalu {a,b). Linearna

transformacia t(x) = ? zobrazi interval(a, b) na interval (—1,1).

t(x)
(a, b) — (_11 1)
Priklad 5.12 Nech st dané dva faktory x; a x,, priom x; € (1,3), x, € (—2,3). Najdite
transformované body experimentu typu 22.
RiesSenie. Stred intervalu a variaéné rozpédtie pre parameter x; je s; = % =2, 4 = 32;1 =1,

—2+3 x1—2 Xp—2
L ,t2: SSEahkO

=2, 2y = =52 =25 Odkial ¢, =

sa presved¢ime, ze ak x; € (1,3), potom t, € (—1,1) aak x, € (—2,3), tak t, € (—1,1).
Preto body merani transformovaného experimentu typu 22 budi postupne M, =

pre parameter x, bude s, =

ffe 1+ o [V

Ie -1 e I

Obr. 5.44 Grafické zndzornenie transformovanych bodov pri experimente typu 22

156



Stanovenie regresnej funkcie

Uvazujme experiment typu 22. Oznaéme funkciu y = f(x;,x, ) = By + Byx; +
B,x, + B1,x1x, . Tato funkcia sa nazyva neuplna kvadraticka funkcia alebo funkcia linearneho
typu. Koeficienty B; odhadujeme metédou najmensich §tvorcov (MNS). Najskor vsak funkciu
transformujeme — dostaneme transformovanu (kédovant) funkciu linearneho typu f;(t;,t, ) =
by + byt; + byt, + byotit,. MNS tak odhadneme nie koeficienty B;, ale Kkoeficienty
transformovanej funkcie b;. Odhady koeficientov b; ozna¢me b; . Odhad funkcie nazyvame
regresnou funkciou. Odhad transformovanej funkcie nazyvame transformovana regresna
funkcia, ktora je tiez funkciou linearneho typu 97 = fi(t1,t, ) = by + bity + byt, + byytyt, .
Na jej zaklade potom odhadneme pdvodni regresna funkciu linearneho typu 9 = f(x1,x, ) =
By + Byx; + Byxy + Bioxgx,.

Nech v kazdom bode robime m merani. Celkom mame 22 - m (vieobecne 2% - m) nameranych
hodnét. Pre jednoduchost’ nech pocet merani v kazdom bode sa rovna m = 1. Oznacme

vypoditané (vyrovnané, modelované) hodnoty Vv transformovanych bodoch: fi(—1,—1) =
o fe(=11) = 95, fe(1,=1) = 95, fe(1,1) = 9.

Odhad b-koeficientov transformovanej regresnej funkcie pocitame z nameranych y; hodnot
Vv transformovanych bodoch:

fe(-1,-1) =9, =bo+ by - (=1) + by - (=1) + byp - (1) - (1) = yy;

fe(=1,1) =9, =bo+ by - (=1) + by - 1+ by, (=1) - 1 = y,;

]?(1:—1) =¥ fon‘B1'1‘A|‘Bz'(—Al)+B12'1'(—1) =Y3;
f:(1,1)=9,=by+by-1+by,"14+byy,-1-1=y,.

Tejto sustave priradime matice:

1 -1 -1 1 Y1
. . /1 -1 1 -1 ‘ v | Y2 ‘ . ~
matica planu X = 1 1 -1 -1/ stlpec merani Y = Vs a stlpec koeficientov b =
1 1 1 1 Ya

(Vo vieobecnosti X nie je §tvorcova matica) . V maticovom tvare X - b = Y. Tito maticovi
rovnicu vynasobime zl'ava transponovanou maticou k matici X.

(XT-X)-b=X"-Y; kde XT je transponovana matica; X7 - X je §tvorcova matica; ak 3 K nej
inverzna matica (X7 - X)~1 potom

xT-xX)XT-X)-b=X"T-X)"1-XT-y

b=X"-x)"- X"y
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Rozpisme stcin

1 1 1 1 1 -1 -1 1 4 0 0 O
XT .y = -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 0 4 0O
-1 1 -1 1 1 1 -1 -1 0 0 4 0
1 -1 -1 1 1 1 1 1 0 0 0 4
1 0 0 O
—4./0 1 0 0)_,. r_>2
—40010—4E—2E
0 0 0 1

Ak by sme robili m merani v kazdom bode, v matici X by sa kazdy riadok opakoval m — krat,
tj. XT-X =m-22E. Vieobecne pre experiment 2* dostaneme XT:X = m-2*E. Vzorec
b=&"-X)"t-XT-Ybymaltvar b = (m-2¥E)~*- X7 - Y, odkial’ dostaneme

odhad koeficientov trasformovanej regresnej funkcie linedarneho typu

kde m je pocet merani, 2% je typ experimentu, X je transponovana matica planu, Y je stipec
meranti.

Skratend metoda vypoctu

Y1
Y2
Y3
Va
a po¢et merani povazujeme m = 1.

Stipec Y = merani nahradime stipcom aritmetickych priemerov nameranych hodnét

Vypocet koeficientov pomocou rozsirenej matice planu

matica planu experimentu X

stipce stipec
samostatného | spolo¢ného
aditivha  pdsobenia posobenia ,
konStanta faktorov t,, tAJ faktorov ty, t, namerane
N\ ¢ hodnoty y
L) v
-1 -1 1| »n
-1 1 =1 ¥2

1 -1 -=1| ¥3
1 1 1 Va

0 0 0

N G | IS
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Sucet prvkov v 1. stipci ozna¢ime N.
Sucet prvkov v 2., 3., 4. stipci je rovny nule.

Vzorec pre odhad (vypocet) koeficientov: b; = %Z itiyj -

Priklad 5.13 Sleduje sa kvalita pouzivanych pruzin na zaklade toho, kolko "stlaceni" (Y)
vydrzia az do znienia, v zavislosti od dizky pruziny (x; € (10 cm, 15 cm)) aod hribky
pouzitého drotu (x, € (5 mm,7 mm)).

1. Naplanujte experiment typu 22 aurcte linearne transforméacie, ktoré zobrazia intervaly
(10,15) a(5,7) nainterval (—1, 1).

2. Metoédou najmensich Stvorcov odhadnite koeficienty transformovanej regresnej funkcie
linearneho typu, ak v naplanovanych bodoch boli namerané nasledovné hodnoty:

y1=f(10,5) =77, y3;=f(10,7) =98; ys=f(155)=76; y,=f(157)=90;
vy, =f(10,5) =63; y,=f(10,7) =82; ye=f(155)=72; yg=f(157) =92

RieSenie. Priklad mozno vyriesit' v Exceli vyuzitim funkcie ndsobenia matic MMULT, funkcie
TRANSPOSE, ktorou ziskame transponovanii maticu X” K transformovanej matici planu
experimentu X a vyuzitim nami definovanych funkcii. Celé rieSenie prikladu je zobrazené
v Exceli na nasledujucich obr. 5.45.

A B C D E F G
10
1 x| 10 18 stred=|=(B11+C11)/2 ] |ambda=’i=(cu-9n',/2!
12| x| S 7 | HBIZ*CIZ)/? ‘;:(czz-elz.\/ﬂ
8 c D £ . G
10
v 1 | 1
11 x| 10 15 1 streds|12.5 ‘ lambda=|2,5
1 5 1 r ]
| s | 6 \ 1 \

Obr. 5.45 Vypocet stredu a variacného rozpdtia intervalov faktorov x; a x,

Vztah, ktory popisuje pouzité transformacné vzt'ahy a transformécia naplanovanych bodov I az
IV do novych stradnic tq, t, , su na obr.5.46.

A
. t2
x% oll o IV transfurmacia__ﬁ oll |1 eIV
X—5 -

50 @] ° tx)=— >
| -1 1 11

10 15 x1 el |-1 ell

linearna transformacia: t,=(x,-12,5)/2,5

t,=x,-6
Obr. 5.46 Grafické zobrazenie bodov I, II, Il a |V pred a po transformdcii.
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Pred zadatim vypo&tu odhadov koeficientov b; je potrebné napisat’ transformovani maticu

planu experimentu X (pole buniek B32:E39), ktort vytvorime opisanim koeficientov t;;, ktoré

sa nachadzaju pri jednotlivych premennych b;;.

A B 5 D E F G H
25 |MNS cdhadneme koeficienty transformovanej regresnej funkcie linearneho typu
26

]
]
=]
5
=
I
4=

=il =l 1 83
=il 1 =1 98
=1 1 =1 B2
=1 =1 76
=1 =1 72
1 1 90
1 1 92

R e e e R e e

I: T(-1,-1)= byeb.*(-1)+by*(-1j+b."[-1)*{-1)
12 f[-1,1)= bg#b,*(-1j+by*[1)+by,*(-1)(1)
112 {1,-1)= bg+b, *(1)+h,*(-1)+by,*(1)*(-1)
IV: f{1,1)= bg+b,*[1)+b,*[1)+by;*(1)*(1)

41 XT=|=TRANSPOSE(B32:E39)

oa

46 XT=¥=|=MMULT(B41:144,G32:G35) b=|=B46/8 b= =B45/
47 =B47/8 b= =647/
48 =B48/8 b= =648/
45 =B49/8 b= =848/
50 |odhad transformovane] regresnej funkcie linearneho typu

51| fit,t;)= =H46 + =H47 *ty + =H48 *tz

[

[

A B C D E F G H

25 |MN% cdhadneme keeficienty transformovanej regresnej funkcie linearnehe typu &

26 -~

27 m=|2 . I:

1= _xTy 12 f(-1,1)= bg+b.*(-1)+b,*[1)+b.:*(-1)*(1)

K 12 fi1,-1)= bgrby*(1)+b,* -1+ (1) *(-1)
IV: f{1,1)= botb,*(1)+by"(1)+by"(1)*(1)

28 27k= ?
29| m.2nk=|8 3
30 b
31 by b by Bz
32 X=
33
34
35
36
37
38
39
4

=
-3

=il =il 1 B3
=il 1 =il 58
=il 1 =il B2
=il =il 76
=il =il 72
1 1 50
1 1 52

I I = T U~ S =

fi-1-1)= bo#b,*(-1)+b,*(-1)+by:*(-1)*(-1)

41 XT= 1 1 1 1 1 1
42 =il -1 -1 -1 1 1
43 =il -1 1 1 =il =il
44 1 1 -1 -1 =il =il

= e e

= e e

45
a5 KT*Y=|650 b=|81,25 be= 81,25
47 10 1,25 b,=11,25
48 74 9,25 b,=9,25
49 -6 -0,75 by=|-0,75
50 |odhad transformovane] regresnej funkcie linearneho typu

51| ft{tyt)= 81,25 + 1,25 *t, + 9,25 *t;

+ 0,75 *L,"t;

Obr. 5.47 RieSenie prikladu v Exceli
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Bodovy odhad koeficientov b; mdézeme v Exceli najst
Vypocet je zobrazeny na nasledujiicom obr.

19

Vyhodnotenie experimentu

o

aj pomocou rozsirenej matice planu.

M

1 t 1y 1"t Y 1%y 11"y 5y
1 1 1 “115%11% 17 JH15*5115% 1156115 J15°5L15
1 1 1 116*116 63 H16°5116 116°5L16 N6*SL16
1 1 1 117*117 OB H17°$117 117°5117 117°51L17
1 1 1 118%114 82 “H18°5118 ~118°5118 «J18°5L14
1 1 1 119119 76 H19*5119 119°5119 110*5119
1 1 ] 120*120 72 H20*$L20 12056120 120%51.20
1 1 | «121%)21 90 H21*5L21 ~121°SL21 «J21°51.21
1 1 1 1220122 | o2 M22°6122 122°6122 J22*5122
| SSUM{HI5:H22) »SUM{15:122) =5UM(115:022) »SUM{K15:K22) *SUM(M15:M22 =SUM(N15N22) =5UM{015:022)
(b
M23/SHS23  [=N23/SHS23 O23/51821
h |
bo by b, b1
1 t t 1™t Vi 1™y, t1"yi t2"Yi i ™y
1 -1 -1 1 77 77 -77 -7 77
1 -1 -1 1 63 63 -63 -63 63
1 -1 1 -1 98 98 -98 98 -98
1 -1 1 -1 82 832 -82 82 -82
1 1 -1 -1 76 76 76 -76 -76
1 1 -1 -1 72 72 72 -72 -72
1 1 1 1 a0 a0 ao a0 a0
1 1 1 1 92 a2 a2 a2 a2
8 0 0 0 650 10 74 -b
bo= b= b= b=
8125 |1,25 9,25 -0,75

Z hladiska vyhodnocovania experimentu uvazujeme:

Obr. 5.48 Vypocet koeficientov pomocou rozsirenej matice planu

1%y
“K15°5015
K16°5116
K17*5117
“K14°5018
K19*5119
K20°51L20
“K21°5L21
K22°5L22
SUM(P15:922)

Ak b; je v absolutnej hodnote malé ¢islo (vyjadrime zapisom b; = 0), potom faktor t; nema

vyznamny vplyv na hodnotu transformovanej funkcie f;(tq,t, ), ak b; je v absolutnej hodnote

velké cislo (b; # 0), potom faktor t; ma velky vplyv na hodnotu transformovanej funkcie

f:(t1,t, ). Rovnaké uvahy platia aj pre koeficient b;
posobenia faktorov ¢; a t;.

jo

ktorym popisujeme vel'kost’ vzdjomného

Tvrdenia b; =0 , resp. b; # 0 su pre nas hypotézami, ktorych platnost musime testovat.

V praxi hodnoty b-koeficientov nepozname, pozname iba ich odhady b, ktoré pouzijeme

pri vypocte testovacej Statistiky.
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1. Statistickd vyznamnost' jednotlivych parametrov (faktorov) linearneho modelu
pre experiment typu 22

Individualny t-test — Statisticka vyznamnost' vztahu Y (zavislej premennej) s urcitou
nezavislou premennou x; Vdanom modeli. UrCuje sa hladina vyznamnosti «, t.j.
pravdepodobnost’, ze zamietame nulovi hypotézu, ak je pravdiva. UrCuje sa hypotéza
H,: Regresny koeficient nie je Statisticky vyznamny (b; = 0,i = 1,2,12), (faktor t; nema
velky vplyv na funkciu f;, tj. x; nema velky vplyv na funkciu f — vplyv nie je Statisticky
vyznamny)

H,: Regresny koeficient je Statisticky vyznamny (b; # 0,i = 1, 2,12), ( faktor t; ma velky
vplyv na funkciu f;, t.j. x; ma vel’ky vplyv na funkciu f — vplyv je Statisticky vyznamny).
Kratko zapisané: Hy:b; = 0 >< Hy: b; # 0prei=1,2,12.

Testovacia charakteristika (Statistika):

t_B-Zk-\/m(m—l)
= R )
kde 2¥ je typ experimentu, m je podet merani, R? je sucet rezidualnych $tvorcov

m-2k
RE= ) (=907,
i=1

kde y; st namerané hodnoty, ¥y; su vyrovnané teoretické hodnoty.
Testovacia charakteristika t ma Studentovo t-rozdelenie so stupfiom volnosti (m — 1) - 2%,

O vysledku testu rozhodujeme pomocou:

a) kritickej oblasti (kritického oboru) W: Ak || > ¢ _ . (1-5) alebo ak ¢ _ . (1-

m—-1)-2k

%) patri W = (—oo; —t (o 1y 2k (1 — %)) U (tfrz_n-zk (1 - %) , oo) zamietame H,.

)|
l -

»« i

k(]-) 0

-1 y
m-1)-2 )

Ll ok
n-1)2" 1\ )

HO zamietame HO nezamietame (prijimame) HO zamietame

b) intervalu spol'ahlivosti pre b - koeficienty:

V pripade, ze ¢islo 0 (Hy: b; = 0) lezi v (1 — a) %-nom intervale spolahlivosti, na hladine
vyznamnosti « prijimame H.

162



RieSenie v Exceli: Data—Data analysis—Regression — automaticky hl'ada 95%-ny interval
spolahlivosti (mozno zadat aj inu spol’ahlivost’).

c) p-hodnoty: ak je p < a zamietame H,, ak plati p > a nezamietame H, ("povaZuje sa
za pravdiva" - ¢im menSia je p-hodnota, tym viac sme presvedceni, ze Hy nie je spravna a
mala by byt prijata alternativna hypotéza H;).

V Exceli volime postupnost’ krokov: Data—Data analysis—Regression.

2. Statisticka vyznamnost’ regresného modelu

Celkovy F-test — vyznamnost’ regresného vztahu Y (zavislej premennej) a x4, x, (nezavislych
premennych). Urcuje (voli) sa hladina vyznamnosti «. Testuje sa hypotéza H,: Regresny model
nie je Statisticky vyznamny (tj. vietky regresné koeficienty b; =0, i = 1,2,12) proti
hypotéze.

H,: Regresny model je $tatisticky vyznamny (aspoii jeden regresny koeficient b; # 0).

Kratko zapisané Hy: by = b, = by, = 0 >< H;: 3 aspoii jedno i: b; # 0.

Zamietnutie H, znamena, ze aspon jedna z premennych vplyva vyznamne na Y.

(v Exceli: Data—Data analysis —Regression—>ANOVA)

Testovacia charakteristika (Statistika):

SSR mak o _ 2
ek _ (k-1 I Gi-)
- SSE T ke yma(y — 9.)2

n—k—1 =1 T

kde n je rozsah vyberového suboru (n = m - 2¥), k je pocet faktorov, ¥ je priemer nameranych
hodnét, y; je i-ta namerana hodnota, ¥; je i-ta modelovana hodnota.
Testovacia Statistika F mé Fisherovo rozdelenie so stupfiami volnosti k, n — k — 1.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou:

a) kritického oboru : Ak F > FfY, _,_1,(1 — ), H, zamietame;

fx)

' X
0 kv _
F(k.'n-k—l)( 1-a)

HO nezamietame (prijimame) “ HO zamietame

b) p-hodnoty: ak p < a, zamietame H, (ANOVA v Exceli).
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Priklad 5.14 Sledovali sme opotrebovanie pneumatiky pomocou hibky dezénu pneumatiky
v mm v zavislosti od faktorov x5, x, , kde x; je pocet najazdenych km v tisic km (x;€(10, 70))
a x, je vek pneumatiky v rokoch (x,€(5,10)). Uvazujme experiment typu 2% aregresni
funkciu f(xq, x;) linearneho typu, pri¢om v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 3 merania,
¢im sme ziskali nasledujice hodnoty:

y, = £(10,5) =3;  y, = £(10,10) = 2,4; y, = £(70,5) = 2,25; v, = f(70,10) = 1,95;
y, = £(10,5) = 3,27; ys = £(10,10) = 3,09;  yg = f(70,5) = 2,01; y;; = £(70,10) = 1,5;
ys = f(10,5) = 3,5; v, = £(10,10) = 3,025; y, = f(70,5) = 2; y2 = £(70,10) = 1,7.

1. Metddou najmensich Stvorcov odhadnite koeficienty regresnej funkcie linearneho typu.

2. Na hladine vyznamnosti 5% otestujte, ktoré faktory st rozhodujiice pre hibku dezénu
pneumatiky.

3. Pomocou koeficientu (indexu) determindcie charakterizujte celkovt Statistickii vyznamnost’
daného modelu linearneho typu.

4. Na hladine vyznamnosti 5% pomocou F-testu otestujte celkovu Statisticki vyznamnost’
(signifikanciu) daného modelu linearneho typu.

RieSenie.

Namerané hodnoty v transformovanych bodoch st:

y1=fi(-1,-1)=3; v =fi(-1,1) =24 y7 = fe(1,—=1) = 2,25; y;9 = f(1,1) = 1,95;
y2 = fr(=1,-1) = 3,27; ys = ft(=1,1) = 3,09; ys = fr(1,-1) =2,01; y;; = f:(1,1) = 1,5;
y3 = ft(-=1,-1) = 3,5 Ve = ft(=1,1) =3,025; yo = f;(1,—1) = 2; y12 = fr(1,1) = 1,7.

tg o

Xy
[rokoch] ; .
10 o ll o IV trans ormacia oll |1 elV
. _x—s - _
5 e e I tlx)=— 1 T,
| . 1
I 10 70 %, [10%km] el |1 ell
linearna transformacia: t,=(x,-40)/30
t,=(x:-7,5)/2,5

Obr. 5.49 Grafické zobrazenie bodov I, I1, 111 a \V pred a po transformacii.

1. Transformovana regresna funkcia linearneho typu f; (tq, t;) ma tvar f;(t;,t, ) = by + bit; +
byt, + byytyt,.

Na vypocet odhadu koeficientov transformovanej regresnej funkcie linearneho typu f;(ty,t,)
pouzijeme analyticky néstroj Regression. Pred zacatim vypoctu je potrebné zadat vstupné
parametre v tvare vektora zavislej premennej ¥ — nameranych hodnét (pole B3:B14) a v tvare
pol'a nezavislych premennych (pole C3:E14) — vnaSom pripade vektora samostatného
poOsobenia transformovaného faktora t;, vektora samostatného posobenia transformovaného
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faktora t, avektora popisujiiceho
obr. 5.50.

spolocné posobenie

transformovanych faktorov t;a t,,

fil B C D E
1
2 i t t; £t
3 I: 3 -1 -1 1
4 3,27 -1 -1 1
3 3,5 -1 -1 1
] Il: 2.4 -1 1 -1
7 3,09 -1 1 -1
8 3,025 -1 1 -1
9 Il 2,25 1 -1 -1
10 2,01 1 -1 -1
11 2 1 -1 -1
12 IV: 1,95 1 1 1
13 1,5 1 1
14 1,7 1 1

-r

Obr. 5.50 Syntax zapisu vstupnych udajov pri pouziti analytického ndstroja Regression

Umiestnenie vstupnych tdajov je potrebné zadat’ do dialégového okna, obr.5.51.

r "
Regression M
et
Input ¥ Range: | ¢B$3:B514 %
) ) Cancel
Input X Range: SCS3:$E514 £
e Pomocnik
[T Labels [ constant is Zero :]
[} confidence Level: 95 %
Output options
@ Qutput Range: SAS16 %
(") New Worksheet Ply:
(") New Workbook
Residuals
[7] Residuals [T Residual Plots
|| standardized Residuals [ Line Fit Plots
Normal Probability
[ normal Probability Plots

Obr. 5.51 Dialégové okno analytického ndstroja Regression
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Standardizovanym vystupom néstroja regresnej analyzy je tabul’ka na obr. 5.52.

Regression Statistics

Multiple R 0,042193
R Square 0,8877277
Adjusted R Square  0,8456256
Standard Error 0,2639405
Observations 12
ANOVA
df S8 MSs F Significance F
Regression 3 440665625 1,468885 21,0851 0,000373021
Residual 8 0,557316667 0,069665
Total 11 4,963972917

Coefficients Standard Error  t Stat P-value  Lower 95% Upper95% Lower 95,0% Upper 95,0%

Intercept 2,4745833 0,076193057 32,47781 8,8E-10 2,298881829 2,6502848 2,29888183 2,650284838
X Variable 1 -0,5729167 0,076193057 -7,519277 6,8E-05 -0,748618171 -0,397215 -0,7486182 -0,397215162
X Variable 2 -0,1970833 0,076193057 -2,586631 0,03228 -0,372784838 -0,021382 -0,3727848 -0,021381829
X Variable 3 0,0120833 0,076193057 0,158588 0,87792 -0,163618171 0,1877848 -0,1636182 0,187784838

Obr. 5.52 Vystup analytického ndstroja Regression

V tabul’ke stipec Coefficients obsahuje bodovy odhad b koeficientov transformovanej regresnej
funkcie linearneho typu f;(t;,t,): by = 2,4745833, b, = —0,5729167, b, = —0,1970833,
b,, = 0,0120833.

Bodovy odhad transformovanej regresnej funkcie linearneho typu

fi(ty,t,) = 2,4745833 — 0,5729167 - t; — 0,1970833 - t, + 0,0120833 - t; - ¢, .

x1—40 X-7,5 , ~ .
L at,= 225 ziskame odhad povodne;j

Po spdtnej transformacii premennych t; =

regresnej funkcie linearneho typu
x1—40 x,-7,5

fxy,x,) = f(T?) = 3,87805556 — 0,0203056 - x; — 0,0852778 - x, +
0,00016111 - x; * x;.

2. Na hladine vyznamnosti 5% otestujeme, ktoré faktory st rozhodujuce pre hibku dezénu
pneumatiky.

Vyhodnotenie vplyvu jednotlivych faktorov na hibku dezénu pneumatiky urobime pomocou
testu hypotéz. Samostatny vplyv faktora t; na hodnotu f;(t,,t,) testujeme pomocou nulovej
hypotézy Hy: b; = 0 oproti alternativnej Hy: by # 0.

a) Rozhodovanie o vysledku testu pomocou kritického oboru.

Hodnotu testovacieho kritéria preéitame zo stipca t Stat v riadku koeficientu b,. Pre uréenie

kritickej oblasti W ndjdeme kvantil t-rozdelenia tfy ..« (1—%) LG 12 (1—%) =

tXv(0,975) =T.INV(0,975;8)= 2,306004135. Kriticka oblast W, oblast zamietnutia nulovej
hypotézy je W = (—o0; —2,306004135) U (2,306004135, o).

Hodnotu testovacieho kritéria ¢ = —7,519277 patri do kritickej oblasti W, ¢o znamena, Ze
nulovu hypotézu zamietame a nezamietame alternativnu hypotézu.
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b) Rozhodovanie o0 vysledku testu pomocou p-hodnoty.

P-hodnotu (p-value) preditame zo stipca P-value v riadku koeficietu b; aporovnavame
s hladinou vyznamnosti a. Hodnota p = 6,8E — 05 je mensia ako zvolena hladina vyznamnosti
a, preto zamietame nulovu hypotézu Hy: by = 0.

c) Rozhodovanie o vysledku testu pomocou intervalu spol'ahlivosti.

Dolnt a hornt hranicu 95%-ného intervalu spol'ahlivosti pre koeficient b; precitame z tabulky
v stipcoch Lower 95% a Upper 95% v riadku koeficienta b;. Cislo nula neleZi v intervale
spol'ahlivosti (—0,748618171; —0,3972152), preto zamietame nulov( hypotézu Hy: b; = 0.

Zaver: Na hladine vyznamnosti 5% mozno konStatovat’, Ze samostatné posobenie faktora t;
ma na hodnotu transformovanej funkcie f;(t;,t,) podstatny vplyv. Slovne mdZeme
sformulovat, Ze bol S$tatisticky preukazany nezanedbatelny vplyv faktora x; (poctu
najazdenych km) na hodnotu regresnej funkcie f(x;, x,) (na hibku dezénu pneumatiky).

Samostatny vplyv faktora t, na hodnotu f;(t;,t,) testujeme pomocou nulovej hypotézy
Hy: b, = 0 oproti alternativnej H;: b, # 0.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou kritického oboru.

Hodnotu testovacieho kritéria pre¢itame zo stipca t Stat v riadku koeficientu b,. Pre urdenie

kritickej oblasti W najdeme kvantil t-rozdelenia t;» ) « (1—%) to1y.22 (1—0'705) -
tgv(0,975) =T.INV(0,975;8)= 2,306004135. Kriticka oblast W, oblast’ zamietnutia nulovej

hypotézy je W = (—o0; —2,306004135) U (2,306004135, ).

Hodnota testovacieho kritéria t = —2,586631 patri do kritickej oblasti W, ¢o znamena, Ze
nulovu hypotézu zamietame a nezamietame alternativnu hypotézu.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou p-hodnoty.

P-hodnotu (p-value) pre¢itame zo stipca P-value v riadku koeficietu b, aporovniavame
s hladinou vyznamnosti a. Hodnota p = 0,032282 je mensia ako zvolena hladina vyznamnosti
a, preto zamietame nulov hypotézu Hy: b, = 0.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou intervalu spol'ahlivosti.

Dolnu a hornti hranicu 95%-ného intervalu spolahlivosti pre koeficient b, precitame z tabul’ky
v stipcoch Lower 95% a Upper 95% v riadku koeficienta b,. Cislo nula neleZi v intervale
spolahlivosti (—0,372784838; —0,0213818), preto zamietame nulova hypotézu Hy: b, = 0.

Zaver: Na hladine vyznamnosti 5% moZno konStatovat’, Ze samostatné posobenie faktora t,
ma na hodnotu transformovanej funkcie f;(t;,t,) Statisticky vyznamny vplyv. Slovne mbzeme
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sformulovat, ze bol Statisticky preukazany nezanedbatelny vplyv faktora x, (vek pneumatiky)
na hodnotu regresnej funkcie f(x, x,) (na hibku dezénu pneumatiky).

Vplyv spoloéného pdsobenia faktorov t;, t, na hodnotu f;(t,,t,) otestujeme pomocou nulovej
hypotézy Hy: by, = 0 oproti alternativnej Hy: by, # O.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou kritického oboru.

Hodnotu testovacieho kritéria pre¢itame zo stipca t Stat v riadku koeficientu b;,. Pre uréenie

kritickej oblasti W najdeme kvantil t-rozdelenia t(_ i (1-5) t& )2 (1-2°) =

tXv(0,975) =T.INV(0,975;8)= 2,306004135. Kriticka oblast W, oblast zamietnutia nulovej
hypotézy je W = (—o0; —2,306004135) U (2,306004135, o).

Hodnota testovacieho kritéria t = 0,1585884 nepatri do kritickej oblasti W, ¢o znamen4, ze
nulova hypotézu nezamietame a zamietame alternativnu hypotézu.

Rozhodovanie o0 vysledku testu pomocou p-hodnoty.

P-hodnotu (p-value) preditame zo stipca P-value vriadku Koeficietu b;, aporovnivame
s hladinou vyznamnosti a. Hodnota p = 0,877923 je vdcsia ako zvolena hladina vyznamnosti
a, preto nezamietame nulova hypotézu Hy: by, = 0.

Rozhodovanie o vysledku testu pomocou intervalu spol’ahlivosti.

Dolnt a hornt hranicu 95%-ného intervalu spol'ahlivosti pre koeficient b;, precitame z tabul'ky
v stipcoch Lower 95% a Upper 95% v riadku koeficienta b;,. Cislo nula lezi v intervale
spolahlivosti  (—0,163618171;0,18778484), preto nezamietame nulovi hypotézu
HO: b12 = 0

Zaver: Na hladine vyznamnosti 5% moZno konStatovat’, Ze spolo¢né posobenie faktorov ty, t,
nema na hodnotu transformovanej funkcie f;(t;,t,) Statisticky vyznamny vplyv. Slovne
mozeme sformulovat, Ze bol Statisticky preukdzany zanedbatelny vplyv faktorov x;, x,
(spolo¢né pdsobenie poctu najazdenych kilometrov a veku pneumatiky) na hodnotu regresnej
funkcie f(x, x,) (na hibku dezénu pneumatiky).

3. Pomocou koeficientu (indexu) determinacie charakterizujme celkovu $tatistickl vyznamnost’
dané¢ho modelu linearneho typu.

Index determinacie sa nachadza v ¢asti tabul’ky Regression Statistics v riadku R Square. R? =
0,8877277, znamend, ze 88,77% variability hodndt premennej Y je vyjadrenych regresnym
modelom.
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4. Na hladine vyznamnosti 5% pomocou F-testu otestujeme celkovu Statistickl vyznamnost’
regresného vzt'ahu Y (zavislej premennej) a x4, x, (nezavislych premennych) — t.j. celkova
Statistickl vyznamnost’ (signifikanciu) daného modelu linearneho typu.

Vyznamnost celkového modelu zistime testovanim hypotéz H,: b; = b, = b;, = 0 oproti
alternativnej H;: aspon jeden z uvedenych koeficientov nie je nulovy. Hodnotu testovacieho
kritéria F pre¢itame v tabulky ANOVA v riadku Regression astipci F aporovniavame
sa kvantilom  Fisherovho  F-rozdelenia  F(,__1y(1 — @) = F§5_5_1y(1 — 0,05) =
F(’gfs)(OBS) = F.INV(0,95;3; 8) = 4,066181.  F = 21,08511 > 4,066181 = F('f,,’fs)(o,95),
preto zamietame H, a nezamietame H,. Rozhodovanie o0 teste mézeme urobit’ aj pomocou p-
hodnoty, ktora pre¢itame v stipci Significance F tabulky ANOVA. V naom pripade p =
0,000373021, ¢o je menSie ako hladina vyznamnosti @ = 0,05, preto nulovi hypotézu
zamietame. Mdzeme konStatovat, ze na hladine vyznamnosti ¢ = 0,05 regresny model je
Statisticky vyznamny (signifikantny).

Ulohy
5.14 Uvazujme experiment typu 22 atransformovani regresnu funkciu linearneho typu
fi(tq,t3), pricom v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 2 merania, ¢im sme ziskali

nasledovné hodnoty v transformovanych bodoch:
I I Il v

34 45 36 43
36 47 37 44
Odhadnite MNS rovnicu transformovanej regresnej funkcie linearneho typu f;(t;, t5).

[f(ty,t,) =40,25—0,25t; + 4,5 t, —t; " t,]

5.15 Uvazujme experiment typu 22 atransformovani regresnu funkciu linearneho typu
fi(tq,t5), pricom v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 2 merania, ¢im sme ziskali
nasledovné hodnoty Vv transformovanych bodoch:

I ] i v
23 27 29 33
25 27 25 34

Odhadnite MNS rovnicu transformovanej regresnej funkcie linearneho typu f,(t1,t,).

Na hladine vyznamnosti @ = 0,03 otestujte vplyv samostatného posobenia faktorov t,t,
a spolo¢ného posobenia faktorov t,, t, na hodnotu f; (¢4, t,).

[f(t,t,) =27,875+ 2,375 -t; + 2,375 t, + 0,875t - t,; vplyv samostatného pdsobenia
faktora t; a samostatného posobenia faktora t, st Statisticky vyznamné, vplyv spolo¢ného
posobenia faktorov tq, t, nie je Statisticky vyznamny.]
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5.16 Fyzikalne vlastnosti radia drevo medzi najlepSie stavebné materialy. Budeme preto
skimat’ zavislost medzi jeho rigiditou, hustotou a jeho elasticitou. Hl'adame zavislost
rigidity od hustoty a elasticity drevin. Na vybranych vzorkach meriame Y - rigiditu dreva
v kg/m?, x; hustotu dreva v kg/m? (x,€(400,700)), x, elasticitu dreva v kg/m?
(x,€(500, 1100)). Planovany je experiment typu 22. Podet merani v kazdom naplanovanom
bode je 4. Namerané hodnoty V transformovanych bodoch st:

I I 1 v

4882 952 864 1162
4881 981 889 1100
4900 964 891 1127
4880 942 815 1098

N4jdite metédou najmensich Stvorcov odhad transformovanej regresnej funkcie linedrneho
typu. Na hladine vyznamnosti ¢ = 0,01 vyhodnot’te experiment.

[f(ty,t;) = 1958 — 964,75 t; — 917,25 - t, + 1045,75t; - t,. Na hladine vyznamnosti 1%
mozno konstatovat’, ze vplyv samostatného posobenia faktora t;, aj samostatného posobenia
faktora t,, aj spoloéného poOsobenia faktorov t;,t, na hodnotu transformovanej funkcie
f:(t4, t5) je signifikantny. Bol $tatisticky preukdzany nezanedbatel'ny samostatny vplyv hustoty
dreva, samostatny vplyv elasticity dreva aj ich spolocné posobenie na hodnotu regresnej
funkcie linearneho typu f(xq,x,) (na rigiditu dreva). Na hladine vyznamnosti a = 0,01
mozno konstatovat’, Ze regresny model linearneho typu je Statisticky vyznamny. |
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PRILOHY

PRILOHA 1

Aplikacia symbolu suctu

Priklad 1
Rozpiste vyrazy:
a)zl 1xl’ b)zl 1xl’ C)Zl 1x11 d)zl 1x11
e) 21’:1 xXin;, f) Zl 1 0) Xiz1 1;
RieSenie.
a)Zl 1Xi = X1 + x5 + X3 + X4 + Xs;
b) YL x; =x1 + X + X3+ + Xy ;
Q) Y x? = x4+ x2 + x2;
d) X, xf = xf + 13 + x5+ 4%
k _ )
) Mis1 XiMy = Xy Nq + XNy + X3Ng + o+ + X Ny;
f)Zl n=n+n+n+--+n=k.n;
OXrt,l=1+14+14+--4+1=nl1=n;
Priklad 2
Rozpiste vyrazy:
a)z 1(xl )2’ b) M’ C) 1 1 1 ;
n l 1
d)zl 1C 21 e) / 1111x12’ f) Xiei/x
RieSenie.
YL (i —3)2=(x; —3)%+ (x; —3)% + (x3 — 3)% + - + (x, — 3)%;
b) 1(x1 .X') (xl—f)2+(x2—f)2+(x3—32)2+~-~+(xn—32)2_
n b
C) i 1 xkn;_ x’fn1+x§n2+x§n3+~-~+x{‘nl_
1 1 Ny+ny+ng+-+ny !
S A _ (L 11 1) n 1.
d)lec =cates +c 7t c(x%+x%+x§+ + %) Czllxl?’
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O [T, xt=E TG A ¥ ks

f) Ty Vxi=vEg + Vg + fxs ++ x

Priklad 3
Napiste v skratenom tvare pomocou symbolu suctu:
a) x1y1 + XY, + X33+ + XY, b) —
xmx xs am
C) Xiy1+ x5y, + x5y5 + o + X2V, d n-2=2+2+42+--+2;

€) v(x1 =22+ (g =22+ (3 — 22+ + (x — 2)%;

f) yi+y3+yi (y1+yz+y3)2.
3 3 ’

RieSenie.
AX1Y1 + XYz + X3Y3 + o+ XYy = Vi XY

n

b) __"n  _yn n__ " .
1 1 1 1~ Lj= 1 = 1
EEIETE e

X1 X2 X3 Xn Xi X

C) xZyy + X5y, + x5y3 + - + Xiyn = Din xF i

dn-2=2+2+--4+2=31",2;

&)V (1 —2)2 4 (0 —2)2 + (x5 — 2)2 + -+ + (x, — 2)2 = /T, (x; — 2)?;

f) yitys+y3 _(Y1tY2tys 2 _Xiav? _ 1(23 )2.
3 3 T3 3 \&i=1Yi)

Priklad 4
Nech je dané nasledujuca tabul’ka hodnot

Xi n; Yi
1 2 3
3 3 4
4 5 5
5 7 3
7 1 6

Vypocitajte nasledujuce stcéty: a) Yi;x;, b) Z?zlxiz o)Xt ixn . d) X (g —v)?

e) ¥, (x; — x)?, kde X je aritmeticky priemer hodnot x;.
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RieSenie.
Pomocou vypoctovej tabulky dostaneme:

X n; Yi xf xXin; (i —y)? | (g —%)?
1 2 3 1 2 4 9
3 3 4 9 8 1 1
4 5 5 16 20 1 0
5 7 3 25 35 4 1
7 1 6 49 7 1 9
> 20 100 73 11 20
F===4

Zostrojenie takejto tabulky je v Exceli velmi efektivne, nakol'ko tabulkovy kalkuldtor nam
umoziuje vytvarat' vlastné vzorce a ich jednoduché kopirovanie tahanim mySou. Vzorce st
predpisy, ktoré vykonavajii vypocty so zadanymi hodnotami v bunkach pracovnych harkov.
Kazdy vzorec musi zacinat znakom rovnosti = . Pri jeho zadavani vic¢Sinou vyuzivame
adresaciu buniek.

Ako sme realizovali vypocet v Exceli je naznacené na nasledujicom obr.

A " 0 ! ! G H v prvom riadku vytvorime vzorce

3 T, " ¥, y 3 n (X v.)? (2 i)* k | . . , “
(22 =82°C2 »(82.02)°2 o{B2-8058)2 ) na vypocet pozadovanych hodndt

3
]
5 5
7 )
1

-~ e -

7 5

B o= s(meanBaassl/s &<—  yzorec na vypocet aritmetického priemeru hodnot x;

A i ; o : ; P m v tabul’ke s kopirovanymi vzorcami sa
1 Y, " Y, h oy (x, =y Deu/ adresa kopirovanych buniek meni podla
2 1 2 1 8282 =82°C2 =(B2-D2)A2=(82-$B58)42 ) ; ) o
) 3 3 1 SB3%2  =03°CI =(B3-D3}2{183-5858)72 smeru kopirovania (relativna adresacia)
4 4 5 J =f4r =B4°CA  =(BA.D4) 2= B4 SBS8) "2
. 5 7 ) 0542  =85°CS =(B5-D5)"2={B5-5056)" . . -1
: < : ; g O PP R £ odkaz na bunku s aritmetickym
) % priemerom sa v kopirovanych vzorcoch
nemeni (absolttna adresacia)

Obr. 1 Vypocet v Exceli — zaddvanie vzorcov a ich kopirovanie

Na vypocet stictov mdzeme pouZit’ preddefinované vzorce — v Exceli st oznacené ako funkcie.
Ich zadavanie je mozné viacerymi sposobmi:

Prvy spOsob predstavuje vloZenie funkcie prostrednictvom pontkaného zoznamu
preddefinovanych vzorcov, kedy nas program v dialogovom okne (obr. 3) navadza, aké
argumenty je nevyhnutné vo funkcii zadat, aby bol vypocet spravny. Zoznam ponukanych
funkcii sa zobrazi po kliknuti na ikonu *. , ktora sa nachadza pred prikazovym riadkom alebo
vol'bou ponuky Vzorce v hlavnom menu stuboru, obr. 2.
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Obr. 2 Aktivicia zoznamu ponvikanych funkcii v Exceli

Na nasledujiicom obr. 3 je zobrazené dialdgové okno funkcie SUM.

bogavaney tuvkzin . - s
_|m
Y —
[ 25 N -

miesto, kde vkladame|argument funkcie

ool e Ma v ressm bureed

Ovdat: thie Sl w Laf 295 Gwd. bierd thonte spotfiet. Lopchd hedrety o
Mt v P g, S S Sadend S M BererTy, ek B BT

[—— %] -‘-",\ napoveda

Obr. 3 Dialégové okno funkcie SUM

Druhym sposobom je priame zadavanie funkcie do bunky alebo do prikazového riadku, pri¢om
funkcia, rovnako ako vSetky vzorce, musi za¢inat' znakom = . Tymto spdsobom mdzeme zadat’
nielen l'ubovolnt funkciu, ktora je v Exceli preddefinovana, ale preddefinované funkcie
mozeme tieZ pouzit’ ako sucast’ vlastného predpisu, vytvorit vnorené funkcie a iné, obr. 4 a 5.

Pri zadavani argumentov funkcii oboma spdsobmi je efektivne odvolavat’ sa bunky, ktoré
obsahuju vstupné tidaje pomocou ich adries. Adresa kazdej bunky je totiz uréend pozicia bunky
v harku pomocou suradnice riadku a stipca.

sta¢i oznacit’ bunky, obsahujtice vstupné hodnoty

priame zadavanie [ codew < w v kl sunfazas]

argumentov funkcie . — T —
SoCEN by Colpw e rishu bun s
2 1
a 4
a a
3 2
- N - ki
SUMigislol: [islo2); .. " WEwn: [aeal] ) |

Obr. 4 Zaddvanie funkcie SUM v Exceli bez pouzitia dialégového okna
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D3 - fe | =SQRT(2)*ABS(A1)

B E D E F
I 1,414214!

1
2

)

oW =

Obr. 5 K vytvdraniu viastnych vzorcov
Suctovy riadok ziskame suc¢tom nami vytvorenych pomocnych vypoctov, obr. 6.

1 . " v, 1 o, (% vi)* (v = ¥)*

|

4 . ! 5 16 0
3 s ' ) » 15
L)

s & - - =

4 g N
I 3 UMNZIOE]  SUMICRCE] SSUMIDZI06)  =SUMEZES)  SUMFIFS)  SSUMIGDGE)  =SUNMH2Z o) I

= 1

[ 8 » T n 100 7 1 » |

Obr. 6 Vypocet suctového riadku pomocou siictov pomocnych vypoctov

Hodnoty suctov pozadovanych v zadani prikladu vSak vieme v Exceli vypocitat’ aj priamo
bez pomocnych vypoctov pomocou vybranych funkcii. Ich syntax a popis su nasledovné:
=SUM(¢islo1;¢islo2;...) vypocita suet zadanych Cisiel;

=SUMSQ(¢islo1;¢islo2;...) vrati hodnotu sti¢tu druhych mocnin argumentov;
=SUMPRODUCT(polel;pole2;...) vrati hodnotu suctu st¢inov zodpovedajicich prvkov pola;
=SUMXMY2(pole x;pole y) vrati sucet rozdielov druhych mocnin hodnét dvoch
zodpovedajucich poli;

=DEVSQ(¢islo1;¢islo2;....) vrati sucet druhych mocnin odchylok tdajovych bodov od strednej
hodnoty vzorky;

=AVERAGE(¢islo1;¢islo2;....) vrati priemerni hodnotu argumentov.
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Obr. 7 Vypocet suctového riadku pomocou vybranych funkcii

a) Y™, x;= SUM(L;3;4;5;7)=20, b) ¥, x2 = SUMSQ(1;3;4;5;7) = 100, ¢) X", x;n; =
SUMPRODUCT(pole x;; pole n;) = 73, d) X, (x; — v;)? = SUMXMY2(pole x;; pole y;)
11, ) ¥, (x; — ¥)? = DEVSQ(1; 3; 4; 5; 7) = 20, kde ¥ = AVERAGE(1;3; 4;5;7) .
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Matice a determinanty

Definicia. Nech m, n su prirodzené ¢isla. Systém m.n prvkov mnoziny M c R, usporiadanych
do m riadkov an stipcov, sa nazyva matica typu m X n. Oznacuje sa A = (aij),i =12, ..,m,
j=12,..,n alebo

all alz R - aln

a1 Az - - lpp
A=

Am1 Ama2 Amn

Prvok a;; je v i-tom riadku a j-tom stipci.

Matica typu n X n sa nazyva Stvorcovou maticou stupna n.

Definicia. Nech matica 4 = (a;;) je typu m x n. Matica AT = (a];) typu n X m s prvkami

al. = aj;, i = 1,2,...,m,j = 1,2, ...,n sa nazyva transponovanou maticou k matici A.

ij =

Maticu AT dostaneme z matice A zamenou riadkov za stipce, zachovajuc pritom ich poradie.

Definicia. Stvorcova matica A stupiia n, vktorej a; =1 a q; ;=0 pre kazdé i # j; i,j =
1,2, ...,n sa nazyva jednotkova matica stupfia n a oznacuje sa E.

Definicia. (Stcet matic) Suctom matic A = (aij),B = (bl- j), typu m X n nazyvame maticu

C = (c;j) typum x n s prvkami ¢;; = a;j + byj,i = 1,2, ...,m,j = 1,2, ...,n. Sudet matic A a B
zapisujeme C = A + B.

Definicia. (Nasobenie matice ¢islom) Suc¢inom realneho ¢isla k a matice A = (al- j) typum X n
nazyvame maticu C = (cl-j) typu m X n s prvkami cj =kajj,i=12,...m j=12,..,n
Zapisujeme C = kA.

Definicia. (Nasobenie matic) Nech matica A = (aij)je typumXxnaB = (bij), typu n X p.
Stcinom matic A a B (v tomto poradi) je matica C = (ci j) typu n X p s prvkami
Cij = Qj1byj + ajpbyj + -+ aypbyj, i =1,2,...,m,j = 1,2, ..., p. PiSeme C = AB.

Pre nasobenie matic neplati vo vSeobecnosti komutativny zakon.
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Definicia. Determinantom $tvorcovej matice A stupfia n sa nazyva ¢islo, oznacené |A|, ktoré
sa rovna

|A| = a;4 , ak matica A je stupnia 1, t.j. A = (a;1)
|A| = a11|A11| - a12|A12| + a13|A13| + .-+ (_1)n+1a1n|A1n|, ak matlca A je Stupfla n > 1,
kde |Ai j| je determinant matice, ktora vznikne z A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.

Podl’a tejto rekurentnej definicie determinant matice druhého stupna je

11 A2
1Al = |a21 a22| = a111|A411] — a12|A12| = @110 — @120

a determinant matice treticho stupiia je Cislo

a1 Q12 A13

Al = la a oa| — A A Aoal= Qzz A3

|Al = (@21 Q22 Q23| = ay4|A11] — a121412] + as3ldssl=as, Az, Q33|
az1 Q3 dass

a |a21 a23| a |a21 azzl .

12laz; asz Blaz; as;

11032033 — Q11032023 — Q12021033 T 120230317 T A13021037 — A13A22037.

Posledny vztah mozeme dostat’ podla tzv. Sarrusovho pravidla: K stipcom matice A pripiseme
prvé dva stipce autvorime po troch prvkoch zkazdého riadku astipca v smere hlavne;j

diagonaly so znamienkom (+) a v smere vedl'ajSej diagonaly so znamienkom (—) a vysledok
sCitame.

Definicia. Nech A je Stvorcova matica, ktorej determinant sa nerovna nule. Maticu A2,
pre ktoru plati AA™! = A1A = E nazyvame inverznou maticou k matici A.

Priklad 5

1 1 1 1 0 1
N4jdite maticu C = 0,24 + 1,3B —4AT, kdeA={2 0 1),B=(2 3 5|
RieSenie.

0,2 02 0,2
Podla definicie o sGfine matice a konStanty mame 0,24 = (0,4 0 0,2), 1,3B =
06 04 0,8
1,3 0 1,3 1 2 3
(2,6 3,9 6,5>.Trasp0novanématicak matici 4 budeAT=<1 0 2), nasledne
0 65 26 1 1 4
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—4AT =

-4 -8
-4 0
-4 —4

—12
-8
—16

Hrladanu maticu najdeme ako sucet matic

C=02A+13B —4AT =

-2,5
-1
-3,4

Cely vypocet v Exceli mdZeme vidiet’ na nasledujicom obr. 8.

A " C [ ¥ 3 " |

1 1

2 A=l 1 1 1 o[ 1 ( 1 2

3 2 0 1 2 3 s i

4 | —X 2 1 =7 9 3 2 -

3 5

8 Aaa=| =02'u2 0,2°C2 20,2°02 1,382 |=1,3°G2 =1,3°H2 =1.3%) 6

7 =0,2"03 =0,2°C) =0,2°03 =1,3"G) =L3"W) =13"13 !

n 0,204 “0,2°CA  #0,2°D4 #1L,3°G4 #LI"HA «L,3%14 i

y pors . { b

1 -m&woz.nn: D) 3 0
1 TRAMSPOSE il 0 2 3
¥ [ 1 a

1 | ﬁ
14 «A*B10 ~4*C10 ~4*D10 1
1y =.4*811 =4*C11 w4011 15
1 =-4'812 =4"C12 =4*012 16
I 3

1 “BOGOMIIE =COIHBHCIA  =DO4I6+D14 15
1 UGBS CTHHTHCLS =D70T74D15 15
20 “HEAGIVI10  SCHAHIACIO DB I010 20

-7,8 —10,5
3,9 -1,3
29 —=12,6
Al 8 | Clo f G i W
af 1 1 1 esf 1+ o 1
2 0 1 2 3 5
HEER .8 |
u((sj 02 02 138=[ 1.3 o0 LN
04 0 02 26 39 65
06 04 08 0 65 26
Al 3 2 3
T o 2
T a1 A
laa’s] 4 3 .12
4 0 -8
4 16
e[ 25 78 105
a1 35 13
34 25 -12.6

Obr. 8 K vypoctu v Exceli

Pri vypocte sucinu matice a konStanty a sucte matic uréujeme hodnoty jednotlivych prvkov
novej matice postupne po jednotlivych bunkach. VyuZzivame pritom kopirovanie vytvorenych
vzorcov do poZadovanych buniek tahanim mySou. Podl'a smeru kopirovania sa automaticky
menia odkazy na bunky.

n
1
2 A
3
4
5
b v2a
7
]

2] { D ]
1 1 1
2 0 1
3 2 A

V prvej bunke matice definujeme vzorec na vypocet hodnoty daného

R — prvku, ostatné bunky matice nasledne vyplnime kopirovanim.

Pri urCovani transponovanej matice prikaz TRASPOSE vyZzaduje, aby sme s maticou pracovali
ako s polom, t.j. so stvislou plochou buniek. Pri takomto type funkcii, kedy vystupom nie je
iba jedna bunka, ale suvislé pole buniek, je potrebné prikaz vzdy ukoncit trojkombinaciou
klaves CTRL+Shift+Enter.
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Pri zadavani funkcie je dolezité¢ dodrzat’ nasledovnu postupnost’ krokov:

1. Vyznacime oblast’, kde ma program vysledni maticu napisat’.

A 8 C D | E| F \ H |

2 A= 1 1 1 A=
3 2 0
4 3 2 4
3
A n ( (o] i ¥ G H | ] K | M N
: .
2| s 12 1 | Al | 2. Zadame pozadovanu funkciu.
Rl 3 2 Rl o WmEND
™ ! ! Jo TRIM "'_"1
£ o o
COMBIN - AV L STRANSPOSE(B2:D4
A 3] C D 3 ¥ G H |
3. Ako argument : I e Y ¢ - B
. =, i 2 A=) 1 1 1 2 =TRANSPOSE(B2:04
funkcie oznacime celu__3+— P 2 0 . AP ipe
maticu A, ku ktorej 4 O S . I | [ SN

hl’a(_iéme transponovani 4. Vypocet potvrdime pomocou
maticu. CTRL+Shift+Enter !

Obr. 9 Vypocet transponovanej funkcie v Exceli

1 2 3 1 0 -1
Priklad 6 DanésimaticeA=(1 0 1 |,B=|—-1 1 0 |.Najditeich sucin.
1

0 2 - 0 2 2
RieSenie.
N4jdeme  sucin  AB. Podla  definicie  su¢inu  matic  dostaneme  AB =
1 2 3 1 0 -1
1 0 1 )(—1 1 0 ) =
0 2 -1/\0 2 2
1.1+ 2.(-1)+3.0 1.0+21+32 1.(-1)+2.0+3.2
1140.(=1) + 1.0 1.0 + 0.1 + 1.2 1.(-1)+00+12 |=
0.1+2.(-1)+(-1).0 00+21+4+(-1).2 0.(-1)+20+(-1).2
-1 8 5
1 2 1 ) .
-2 0 -2

V Exceli najprv vyznacime oblast’, kam umiestnime inverznti maticu typu 3 X 3 (3 riadky a 3
stipce). Pouzijeme funkciu = MMULT(pole A; pole B) a potvrdime trojkombinéaciou klaves
Ctrl + Shift + Enter. Ak by sme potvrdili iba klavesou Enter alebo OK, tak funkcia vypiSe iba
prvy prvok hl'adanej matice, obr.10.

179



AN Dr 0 M ) " M N ) i Q " 1
1
2 A1 2 ) 1 0 Al l'n" I
] 1 0 1 1 10 "‘m!“‘ ey AN (O Ch ttard obaahie roenaky pocet Hadeay abm potel n by poCet atipe v ot
4 0 2 - 0 2 2
alelc/ple[Fla[u[1[1[k[L]M]| N 0
1
2| asf1 2 3 B=[ 1 0 -1|  AB={=MMULT(
3 101 110 MMULT (polel; polez)
a 002 -1 0022 |
L 5
alslc|plelela|nuli]1]k|L]mM]| N 0
1
| e "'?
2 a=[1 2 3 B={ 1 0 -1]  AB=|=MMULT(B2:D4;G2:14]
1
3 1 1 §-1 10} MMULT (polel: pole2)
- ! !
4 2 1 1o 2 2] |
5

| Enter | Ctrl+Shift+Enter

IABCDEFGHlJKLMN ABCDE|F G|HII|J | K|L|M|N

1 2 3 B=| 1 0 -1 AB=|| -1 8 5
101 110 e
002 1 0022 = al =
NESPRAVNE! SPRAVNE!
Obr. 10 Ndsobenie matic v Exceli
1 0 —-1\N/1 2 3 1 0 4
Vypocitany sitcin BA=|-1 1 0 1 0 1 |)=({0 -2 =2
0o 2 2 0 2 -1 2 4 0
Vypocet v Exceli mézeme vidiet’ na nasledujicom obr.11.
alplclole[rlaluli][s][k][L]m] N O A AlB|CIDIE|FIGIAII|J K[L]IM|N
1 1
2 A:E'hiﬂzn?g B={ 1 0 -1| BA={=MMULT(G2:14;82:0d 2 |a=[1 2 2| B[1 0 -1] &BAs] 1 0 4
3 E1 0 14 110 MMULT(polel: poleZ) 3 10 1 11 0 5 9
4 102 -1 0 2 2 — 02 1 0 2 2 2 4 0

Obr. 11 Nasobenie matic v Exceli — funkciu MMULT potvrdime pomocu Ctrl+Shift+Enter

Priklad 7 Dan4 je matica A = (_1 4 é) Vypocitajte jej determinant.
RieSenie.
Podl'a definicie determinantu matice druhého stupiia, determinant sa rovna |A| = |_1 4 E =

1.5 — (—4).2 = 13. Vypocet pomocou Excelu dostaneme |A|= MDETERM(pole A)=13,
obr. 12.
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A|/B|[CID|E|F|G|H|I]|J K

alBlclp/elFlalH[1[1 kLM N s F 5
5 6 a1 2] deta{[=mDeTERM(BS:C7) |
6| A1 2 T ————— 7 4 s
7 ’ :
3 AR Cclple F i
9 —— — -
10 L | rati determinant matice po a| I 6 A<l 1 2 da”‘@
11 7 4 3‘
Obr. 12 Viypocet determinantu matice v Exceli
1 2 3
Priklad 8 Dand je matica B =| 8 —2 4 |. Vypocitajte jej determinant.
0 6 -1

RieSenie. Pre vypocet determinantu matice treticho stupiia pouzijeme Sarrusovo pravidlo

1 2 3|1 2

IBl=[8 -2 4|8 -2=1.(-2).(-1)+24.0+3.86—-0.(—2).3-64.1—
0 6 -—-1l10 6

(-1).8.2=138.

V Exceli (obr. 13) determinant dostaneme pomocou funkcie MDETERM(pole B) = 138.

ale|clo|e|Fla[n]i]s]k]|L alelclple[FlG|H]l
g 8
9 |8f1 2 3| det{-mpETERM(BI:D11)| - detB:
10 8 -2 4 10 g -2 4
1 0 6 -1 1 0 6 -1
Obr. 13 Vypocet determinantu matice
3 2 1
Priklad 9 Dand je maticaC = (2 1 —1 ]. N§jdite k nej inverzni maticu.
4 2 -3
RieSenie.

Inverznii maticu C~! najdeme v Exceli. Vyzna¢ime oblast, kam umiestnime inverznii maticu

typu 3 x3 (3 riadky a3 stipce). Pouzijeme funkciu =MINVERSE(pole C), potvrdime
trojkombinaciou klaves Ctrl+Shift+Enter.

AB|CIDIE|F|  G|H|I|[J]|K L M N (o] P ( A|B|C|ID|E|F|G|H I |J|K L
12 ’ . ) ~ 12
aktivna je oblast H13 az J15 —
13| C= 3 2 1 invC=| ‘] 13, C=| 3 2 1 invC= =M|NVERSE{|
14 2 1-1 M]IIWEF‘_SE |Vra’ti inverznii maticu matice uloienej\rpoli| 14 2 1 -1 MINVERSE (pole)
15 4 2 -3 —) 4 2 3 |
AlBcD|E|lF GIH]I|1]|KIL ™M A|BICDE|JF|G H|TN]|]J
12 ==
13 ¢={3 2 1 invC=| =MINVERSE|B13:015) 13| C5 3 2 1 imC=] -1 8 -3
4 2 141 Potvrdime —) 1% 2 111 SIS ER
15 4 2 -3 . 15 4 2 -3 o 2 -1
- CTRL+Shift+Enter ! =

Obr. 14 Vypocet inverznej matice
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-1 8 -3
Inverzna maticaC~'=| 2 —-13 5
0 2 -1

Presved¢me sa, ze podl'a uvedenej definicie inverznej matice, matica C~? je skuto¢ne inverzna
k danej matici C. K tomu potrebujeme najst’ sucin tychto dvoch matic v 'ubovol'nom poradi,
obr. 15:

1 0 O
CC™1=MMULT(pole C;polec™)=l0 1 0]|=E
0 0 1
1 0 0
C~1C =MMULT(pole C™;poleC)=[{0 1 0|=E
0 0 1
SuM v (" X « fe| =MMULT(B13:D15;H13:)15) B17 e = | {EMMULT(B13:D15;H13:/15)}
a [e[c]o]elFleln]i]s][k]L][mM][nN A [slc[olelFle[ul1[s[k[LImM[N
12 12
13 =3 2 1 invC=[ -1 8 -3 = =3 21 invC= -1 8 -3
14 2 1-1 2-13 5 14 211 2-13 5
15 4 2 -3 2 -1 15 4 2 -3 2
16 16
17 | C.invC=MMULT(}13:D15;H13:115) 17|cinvef 17 0 0
o ——) L8 Lt
19 19 0 0

22

21 |invC.CH=MMULT(H13:15;B13:D15) 21 |inve.cd
2
23

=T = e
(=T =]
= o o

23

Obr. 15 Sucin matic CC™* =C~1C =E

Systém linearnych algebraickych rovnic

Definicia. Syst¢tmom m linearnych algebraickych rovnic sn nezndmymi rozumieme
nasledujuci systém rovnic:

all xl + a12x2 + a13x3 + -+ alnxn = b1
ay1X1 + AyrXo + ay3X3 + -+ AoynXn = b2
Am1X1 + QpaXy + QpaXz + -+ Xy, = by

kde x; s nezname, a;;su koeficienty systému a b; s absolutne ¢leny alebo pravé strany

systému. K danému systému mozno priradit’ nasledujice matice:

all alz TR TR aln

A1 Q2 - e A2 , , . ; :
A=\ .. .. |typum X n, ktort nazyvame maticou systému a matice

aml amZ amn
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X1 b,

X = a B= b:Z typu n x 1 resp. m x 1. Maticu X nazyvame vektor neznamych
Xn b,,

a B vektor absolutnych ¢lenov. Potom systém mdzeme zapisat’ v maticovom tvare

AX = B.

Definicia. RieSenim systému linedrnych algebraickych rovnic nazyvame kazdy vektor
€1
C2

C , pre ktory plati AC = B. Riesit’ systém znamend najst’ vSetky jeho rieSenia.

Cn

Kvoli jednoduchosti vektor rieSeni budeme pisat aj Vvtvare riadkového vektora
C = (cq1,Cp, . Cp).

Veta. (RieSenie pomocou inverznej matice) Nech je dany systém n linedrnych algebraickych
rovnic s n neznamymi tvaru AX = B (tj. matica systému je Stvorcova). Nech matica A je
regularna (tj. determinant matice A je rézny od nuly). Potom vektor X = A™!B je jedinym
rieSenim tohto systému.

Veta. (Crammerovo pravidlo) ) Nech je dany systém n linearnych algebraickych rovnic s n

neznamymi tvaru AX = B (tj. matica systému je Stvorcovd). Nech matica A je reguldrna
(t.j.]A| # 0). Potom dany systém ma jediné rieSenie tvaru (xq, X5, ..., X,) = (%,%, ...,%), kde
D = |A| je determinant matice systému a D; je determinant matice, ktora vznikne z matice A
tak, Ze jej i-ty stlpec nahradime stlpcom absoltutnych ¢lenov.

Priklad 10 Pomocou inverznej matice rieste systém:

3x1 — 2x, + x3 = 11;
x1+x2—3x3 = 7,
1x1 - 4x2 - 3X3 = 10,

RieSenie.

V Exceli (obr. 16) najdeme determinant matice systému

3 =2 1
|Al=[1 1 —3|=MDETERM(pole matice) = -50.
1 -4 -3
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23
29
30
31

AlB|c|/D|E|F|G|H|1|J|K|L A B

A=

e w
B

1
-3
-3

CID|E|F

28
detA=j=MDETERM(B29:D31 — 29 A= 3
R
31 1

B R

1
-3
-3

Obr. 16 Vypocet determinantu matice

G

det.ﬁ:

03 02 -01
Vypo&itame inverzni maticu A~! = MINVERSE(pole matice) = (0 02 -=0,2
01 -0,2 -0,1
obr. 17.
A/BICIDIE|F|G|H|I1]|]|K]/|I A|/B/C D E|F|G|H]| I
28 28
29| A=[ 3 -2 1| invad|=MINVERSE(B29:D31)| 29| A=| 3 -2 1| invad0.3 0,2 -01
30 11-3 | 30 1 1 -3 0 02 -0,2
i 1-4-3 : 31 1 -4 -3 01 -0 -D1

Obr. 17 Vypocet inverznej matice

Stipec neznamych najdeme podl'a vztahu

0,2 -0,1\ /11
0,2 —0,2) ( 7 ) =MMULT (pole A~%; poIeB):<

3,7
-0,6
-1,3

)

)

0,3
X=A"B=(0

01 -0,2 -0,1/\10

E|F|G H | I [J K|L M N o] p Q E|F

28 28
29 | invA=(0,3 0,2 -0,1 B=| 11 invA.B3 =MMULT(G29:131;1.29:L31 29 | invA=
30 0 02 -0,2 7 ——
31 01 -0 -01 10 31

0,3 0,2 -0,1
0 02 -02
01 -0 -0,1

Obr. 18 Vypocet sucinu matic

Priklad 11 Pomocou Crammerovej vety rieSte systém:

RieSenie.

2x1 —3x, +x3=0
x1+2x2—x3=3
le‘l'xZ +x3=12

V Exceli ndjdeme determinant matice systému

1

-1

1

= MDETERM(pole matice ) =12.
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Vypocitame determinanty:

0 -3 1
D;=|3 2 —1|=MDETERM(pole matice) = 24;
12 1 1
2 0 1
D,=|(1 3 —1|=MDETERM(pole matice ) = 36;
2 12 1
2 -3 0
D;=11 2 3 | = MDETERM(pole matice ) = 60.
2 1 12
A|B|C|ID|E|F|G H | 1 K A|B|C|ID|E|F |G I
32 32
33 De(2 31 detD:[:MDErERM{Bas:Dss)] 33| D=2 -3 1| detD
34 1 2 -1 34 1 2 -1
35 2 1 1 35 2 1 1
36 36
37 D1={ 0 -3 1 |detD1=MDETERM(B37:D39) 37 |D1=|0 -3 1 |detDl4 24
38 3 2 -1 :[ ] 38 3 2 -1 U
39 12 1 1 l 39 12 1 1
40 40
41 D1=(2 0 1 detDE:[:MDI:‘I’ERM{B:Il:DM}] 4] D1=|2 0 1 |detD2
42 1 3 -1 42 1 3
43 212 1 43 2 12 1
44 44
45 D1=(2 -3 0O detDB{:MDEI'ERM{Bd\S:Dél?]] 45 D1=(2 -3 0 detD3
46 2 3 46 1 2 3
a7 2 1 12 47 2 1 12

Obr. 19 Vypocet determinantov

. ) D, D, D 24 36 60
Riadok neznamych dostaneme zo vztahu (x;, x5, x3) = (31,32,33) = (E’E'E) = (2,3,5)

x1= =G37/5G533 x2= =G41/5G533 x3= =G45/5G533

l

xl= 2 x2= 3 x3= 5

Obr. 20 Vypocet neznamych

Priklad 12

1 2 -3 1 2 1
N4jdite maticu X, pre ktort plati AX = B,ak A=(2 3 5 >, B=11 1 1> :
3 5 1 7 1 1

RieSenie. Maticovli rovnicu AX = B vynasobim zl'ava inverznou maticou A~! a dostaneme

ATlAX = A7'B
EX=A"'B
X=A"'B
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V Exceli vypoc€itame inverzni maticu k matici A (ktora existuje, lebo A je regularna, jej
determinant je |[A| = MDETERM(pole matice ) =1).

—22 —-17 19
A~ = MINVERSE(pole matice) ={ 13 10 —11].
1 1 -1

—-22 =17 19 1 2 1
Potom neznama matica X = A"1B = ( 13 10 —11) <1 1 1) =MMULT (poleAd™1;
1 1 -1 7 1 1
94 —42 =20
poIeB):(—54 25 12>.
-5 2 1

Po pochopeni principu mozno pouzit' aj skriteny vypocet pomocou vnorenej funkcie, ktory
mdzeme vidiet’ na nasledujicom obr. 21.

Ukézka vnorenej funkcie

SUM - (0 X & f| =Mmu1 B57 - fe | {=MMULT(MINVERSE(B49:D51);53:D55)}
A [e]c] o e[F]¢ A |BlCc|D|EF G H I ) KL M
48 43
49 A<l 1 2 3 49 A= 1 2
50 2 3 5 50
51 3 5 1 = 3
52 52
- BR L 2 1 53 =1 2 1
54 11 1 o 11
55 7 1 1
55 7 1 1

56

57 [:MMULT{MINVERSEthB:DSl};BS3:D55] 26

| (WTpoetrae)2s 1 | STinvAS

59 5 2 1 58

94 -42 -20
-54 25 12
&0 59

5.2 1

Obr. 21 Skrateny vypocet v Exceli

Priklad 13 N3jdite maticu X, pre ktoru plati XA = B, ak

1 1 -2 1 -1 0
A={0 1 1| B=|-3 3 8|
-1 2 1 0 5 1

RieSenie.

Maticovi rovnicu XA = B vynasobim sprava inverznou maticou A~1 a dostaneme

XAA™' =BA™?
XE = BA™?!
X = BA™?

V Exceli vypocitame inverzni maticu k matici A (ktora existuje, lebo A je regularna, jej
determinant nie je nulovy, |A| = MDETERM(pole matice ) = - 4.
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0,25 1,25 -0,75
A~1= MINVERSE(pole matice) :< 0,25 0,25 0,25 ) :
-0,25 0,75 -0,25
1 -1 0 0,25 1,25 -0,75
Potom neznama matica X=BA_1=<—3 3 8)(0,25 0,25 0,25):
0 5 1/\-025 0,75 -0,25
0 1 -1
MMULT(poIeB;poIeA‘l):<—2 3 1>.
1 2 1

Skrateny vypocet prikladu v Exceli je na nasledujucom obr. 22.

SUM (" X « K| =mmuUl B70 F | {I=MMULT(B66:D68;MINVERSE(B62:D64))}
A le]c|[ D fE[F A Blc|Dp|E|F|lc|n]| J K| L M
Gl 61
62 A= 1 62 A=l 1 1 -2
63 1 1 63 1] 1 1
64 2 1 64 2 1
65 65
66 B= -1 0 66 B=| 1 1 0
67 3 8 67 -3 8
63 s 1 68 0 5 1

69

69

71 MMULT (polel; pale2) | 3 1 m—p71 2 3 1
2| 4

72 1 2 1 72 1

=

70 [=MMULT{BSS:D68:MINVERSE|:BEZ:DEA]]] 70

Obr. 22 Skrateny vypocet v Exceli

Priklad 14 N3ajdite maticu X, pre ktora plati AX = B, ak

2x1+x,—x3 = 3
X1 —Xy+2x3 = 1
X1 —2x, +x3 = =2
X1 +x,+x3 = 4

RieSenie. Maticovi rovnicu AX = B vynisobime zl'ava transponovanou maticou AT, aby sme
dostali §tvorcovi maticu AT A.

ATAX = ATB
Tato rovnicu vynisobime zlava inverznou maticou (ATA)™1, o ktorej predpokladame, Ze

existuje.

(ATA)"1(ATA)X = (ATA)"1ATB
EX = (ATA)"1ATB
X = (ATA)"1ATB

2 1 -1\ 2 1 1 1
Vypoditame AT = i :; i — TRANSPOSE (pole matice) = ( 1 -1 -2 1).
R 1 2 1 1
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N4ajdeme sucin matic

2 1 1 1 i _11 _21
ATA=(1 -1 -2 1) 1 —2 1 = MMULT(pole AT; pole A) =
-1 2 1 1 1 1 1

7 0 2
0 7 —4/.
2 —4 7
K tejto Stvorcovej matici najdeme inverzna

0,162562 —0,03941 -0,06897
(ATA)~1 = MINVERSE(pole matice):<—0,03941 0,221675 O,137931> .
-0,06897 0,137931 0,241379

Neznamu maticu X dostaneme ako sucin troch matic

1
X =(ATA)ATB = (2) .
1

Skrateny vypocet v Exceli je uvedeny na nasledujicom obr. 23.

SUM » (* X ¥ fe| =MMULT(MMULT(MINVERSE(MMULT(TRANSPOSE(B75:D78);B75:D78)); TRANSPOSE(B75:D78));G75:G78)
A [e]c]p|elrls][u]1 J KL M N o P
73
74
75 A2 1 1] e=[3
76 1 1 2 1
77 1 2 1 -2
78 11 1 4
79 —
80 =MMULT(MMULT(MINVERSE(MMULT(TRANSPOSE|B75:D78);875:078)); TRANSPOSE(B75:078) ;G 75:G78)
o
82 1

B8O - F | {=MMULT(MMULT(MINVERSE(MMULT(TRANSPOSE(B75:D78);875:D78)); TRANSPOSE(B75:D78) );G75:G78)}
A [Blclolelr[a][H] s KL M N O P Q R

73

74

75 a2 1 1] B=[3
76 1 1 2 1
77 1 2 1 2
7 11 1 4

73

80| X = (ATA)'A"B =
81
32

R

Obr. 23 Skrateny vypocet v Exceli
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Urdity integral

Veta. (Newton-Leibnizov vzorec) Nech je funkcia f:y = f(x) integrovatelna na intervale
(a,b). Nech je funkcia F(x) spojita na (a,b) anech je primitivnou funkciou k funkcii f
na (a, b). Potom plati

b
J, f)dx = [F()]§ = F(b) — F(a).
Veta. Nech je funkcia f integrovate'na na intervale (a,b)a f(x) = 0 pre kazdé x € {(a, b).

Potom plati f; f(x)dx = 0.

Veta. Ak funkcia f je spojita a nezaporna na intervale {a, b), potom uréity integral f; f(x)dx
ur¢uje plo$ny obsah krivociareho lichobeznika D = {[x,y] € E;: a<x < b,0 <y < f(x)}.

)

y=f(x)

Veta. (Substitu¢na metoda ) Ak sa integrovatel'na funkcia na intervale {(a, b) da vyjadrit’ v tvare
f(@(x))e (x), kde funkcie ¢ a ¢ st spojité na (a, b) a zarovei funkcia f je spojita v kazdom
bode t = @(x), kde € (a, b), tak plati

2 Fp@)e @ax =], = 000 | = 170 p .

Veta. (Metdda per partes) Nech maju funkcie u, v na intervale (a, b) spojité derivacie u’, v’
Potom plati

b b

]u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]2 —fu’(x)v(x)dx.

a a

Priklad 15
Pomocou urcitého integralu vypocitajte ploSny obsah Casti roviny, ohranicenej grafmi funkcii

f:y=0,0:y=[x-2,apriamkami x=1a x =3.

RieSenie. Funkcia f:y=0 je x-ova os. Funkciu g moézeme pre zjednoduSenie nasich

vypoctov zapisat’ v tvare

2—X, pre x<2;
g.y= .
X—2,pre x> 2;
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Obr. 24 Cast roviny ohranicend zadanymi funkciami

P :j(Z—x)dx+j2.(x—2)dx={ZX—X—;T {X—;—sz =(2-2—2—22j—(2-1—%]+

1 2

Nevlastny integral

Definicia. Nech je funkcia f definovana na intervale {(a, ) a integrovatel'na na intervale {a, b)
pre kazdé b > a. Ak existuje vlastna limita

b
gim f f(x) dx,
a
nazveme ju nevlastny integral funkcie f na intervale (a, ). Piseme

gi_rgff(x)dxsz(x)dx.

Definicia. Nech je funkcia f definovana na intervale (—oo,b) a integrovatelna na intervale
(a, b) pre kazdé a < b. Ak existuje vlastna limita

b
lim J f(x) dx,
a——oo
a
nazveme ju nevlastny integral funkcie f na intervale (—oo, b) a zapiseme
b b
lim ff(x) dx = ff(x) dx.
a——oo
a — 00
Ak v uvedenych definiciach limita existuje, hovorime, Ze nevlastny integral konverguje. Ak

limita neexistuje alebo je nevlastna, hovorime, Ze nevlastny integral diverguje.
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Definicia. Nech je funkcia f definovana na intervale (—oo, ). Nech ¢ je 'ubovolné ¢islo. Ak
existuju nevlastné integraly f_coo f(x)dx a fcoo f(x) dx, ich sucet nazveme nevlastny integral

funkcie f na intervale (—oo, ©) a zapiSeme

[ fedx =[5 FO) dx + [T f () dx.

Ak jeden zposlednych integralov diverguje, hovorime, Ze nevlastny integral funkcie f
na intervale (—oo, ) diverguje. V opa¢nom pripade hovorime, Ze konverguje.

X

Priklad 16 Vypocitajte plosny obsah rovinného utvaru ohrani¢eného krivkami y = e™,y =
0,x € (0, 00).
RieSenie. P= foooe_x dx = lim foae_x dx = lim[—e™™]§ = lim[—e % + e°] =

a—oo a—oo a—coo

1im(1—eia)=1—o=1.

a—oo

Priklad 17 Vypoditajte integral funkcie f na intervale (—oo,00), ak funkcia f je dana

0 x < =2
. _)x2+1 x €(-20)
predpisomf (x) = 3 x € (0.4)
0 x >4

RieSenie. fjooof(x)dx = f__oif(x)dx + f_Ozf(x)dx + f:f(x)dx + f:of(x)dx = f__; Odx +

0 50

foe) 3
J2,(% + D + [ 3dx + [ 0dx=0+[x?+x] +[3xl+0=2+2+12=2

0

Priklad 18 Vypotitajte [—— dx.
o L+ X
RieSenie. T —dx = lim = —dx = lim[arctgx]} = lim(arctga —arctg0) = = .
01+X aaoo01+x a—o a—o 2

0

X
Priklad 19 Vypocitajte |
o 1+ X

dx.

2

o0
RieSenie. I

0

X i f i L 2 a_ (1 2)_ 1 2)| _
Ty dx_iLngol+X2 dx—!'jﬂL'”(“" )l _lLr[]O(ZIn(1+a ) 2In(1+0 )j_oo

Dany nevlastny integral je divergentny.
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N}

Priklad 20 Vypocitajte plosny obsah ¢asti roviny, ohrani¢enej grafmi funkcii f : y =

¥
3

a g:y=0. Graf funkcie f sa nazyva Gaussova krivka.

}f'

Obr. 25 Plocha ohranicena Gaussovou krivkou a X-ovou 0sou

RieSenie.

P = [[f(x)-g()hx= I—ef szx—\/;_ﬂ_zex;dx:i

—00

I
¥
S

X2

Poznamka. Integral jei 2dx =+/27 nazyvame Laplaceov integral.

—00

2

Priklad 21 Ak poznate I \/_e 2dx pre VvteR, vypoditajte plosny obsah oblasti

ohranic¢enej krivkami y:%e 7; y=0; Xx=a; x=b (a,beR;a<bh).
V4

) T

Obr. 26 K vypoctu urcitého integralu

b X a X b
RieSenie. P (D)= I

1 1
N2 N2
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Binomicka veta. Pre 'ubovol'né redlne Cisla a, b a prirodzené Cislo n plati

(a+b)"
- (e (et (et s (o (1 e
+ (Z) a’b™,
kde kombinac¢né cisla (Z) = M_Lk')'k' sa nazyvaji binomické koeficienty a (k + 1)-vy ¢len sa

rovna (Z) a™ *pk. Symbolom n! oznadujeme sucin vsetkych prirodzenych &isel od 1 do n, t.].

nl=1-2-3-...-(n—1)-n apre n=0 definujeme 0I=1.

V Exceli pre vypocet kombina¢ného C¢isla (Z) pouzijeme funkciu =COMBIN(n; k)
a pre vypocet faktorialu funkciu =FACT(n).

Priklad 22 Vypocitajte 5! a kombinacné ¢islo (;)

RieSenie. 5! = 5.4.3.2.1 = FACT(5) = 120, (;) = (7_7—3'),3' = = COMBIN(7; 3) = 35

Vypocet v Exceli mdZeme vidiet’ na nasledujicom obr. 27.

A B A
1 |=FACT(5) 1 120
———
2 [=COMBIN(7;3) 2 35

Obr. 27 Vypocet v Exceli
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PRILOHA 2

Aktivacia a pouZitie analytickych nastrojov v Exceli

Nastroje na analyzu udajov st S$pecialnym doplnkom programu Excel, ktory je potrebné
pred prvym pouzitim aktivovat’. Postup aktivacie je zobrazeny na nasledujucom obr. 28.

Progpan Tem - midmecs T ~— .
£ o = = = — |
e
Q) Tetrmwive » prdes (opinkoy baiks Mool Ocs |
.....
T P e fsvay
|| wsoax by Ve ihreres
— vy e
¢ w L LT
R
soateuee
...... o 221 1 rstrogm snatmmike Aafroge - VBA O den DM eelad beaer Aruby i ATPV A ST -
Dbt A4 O P A an o Shaind denat Tag any ook e e FavTy
Pt 5 R BTy ety Tzt Farse T M M4 Libenn SOV ER SOV rhavIom Tery s —_—a
- Ry & paty L SerMaorst Ottar s 000 |
Vreres O L e h] Bratvaddeet..,
[ TR e Wastroge mery was Cuoant O OMald nsary £UR.000| i
S Shvmpviana Vorm BTy o4 ar O Ao O Earosat DT LN OO Aueratsads
4 Ovwrert Semd 1o Surtooth T avw Beearts Softmard e ete_of - =
- e Gacard Ny C Sowosean 1 Cttaw Ot cea t OFF R
o o bt redvy 9 Mare A Ao Mcron st iSie Divee) 500
sty dutage JHN O SvnMonastt Ot Ot xed 4 CIITE
tlermace |
Dvpray vamwens o+ drwcra\rer
m 250kt syl Gapiady
oy
Doptrae lezytcee nasyok:
Taid vl Poekcybgi ndevam rw anadiou ddaor: pre Hatutche s
Fompvnaats L ands oy
Lraene
UolE 2 odaular
L
Paouocrd - 4
e e 5
2 | 5
8 fonty o Dy

Obr. 28 Postup spustenia dopinku Analytické ndstroje

Po zavedeni tohto doplnku pribudne na kartu Udajov (Data) ikona “=PataAnssis pre nastroj
Analytické nastroje (Data Analysis). Ponuka analytickych nastrojov zostane v programe
po tomto kroku trvale k dispozicii. Vyber jednotlivych nastrojov (procedur) pre Statistické
rozbory dat realizujeme postupnost'ou krokov podla obr. 29.

P . 1 T e — . e
e o Srtinseree roeey Taere ter f— Ire—— O F)

S g G = B 2 B 5 W o 6

1] Zntt  PHin Tueh e Odtebutedt Ovecsrss DUt Arwbs  Dortused Oddedl Medssoie)
e ahy . :

Sakat ertwre e ‘1?"ﬁ" J——
al - = v Tam

=S = FEPSIAE T R——TY =

- = : s : ‘-1 c.:‘h - 2
3 —! ==

: Dewopeve Hhatmtes

3 e i g

: F-Tom Tovo Samphe 4 Sarwrce

s

Obr. 29 Vyber konkrétneho nastroja na analyzu uidajov
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PRILOHA 3

Metoda najmensich Stvorcov

Maé Siroké pouzitie najmd v Statistike, ale aj vroznych technickych a ekonomickych
disciplinach.

Predpokladajme, Ze v rovine E, je danych n (n € N) bodov P; = [x;,y;] i = 1,2, ...,n, ktoré
mozu byt napr. grafickym znazornenim vysledkov merania nejakej veli¢iny y V zévislosti
od hodndt nejakej veliCiny x.

Predpokladame, ze ziadne dva body P; nelezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou, t.j. Ze
vysledku jedného merania x; zodpoveda len jedna namerana hodnota y;. Chceme body P;
vyrovnat’ ,,Ciarou”, t.j. chceme najst’ taka ¢iaru — graf funkcie y = f(x), ktora by najlepsie
zodpovedala grafickému priebehu bodov P;.

V=ax+b

Xp X2 Xi Xn X

Obr. 30 Podstata metédy najmensich Stvorcov

Jeden z moznych spdsobov takéhoto vyrovnania je, aby vyraz Y.—,(9; — y;)* nadobudol
minimélnu hodnotu. T4to metdda sa nazyva metdda najmensich Stvorcov. Nech sa vyrovnanie
realizuje pomocou linearnej funkcie y = f(x) = ax + b, t.j. priamkou. Potom podl’a metody
najmensich $tvorcov ma byt minimélna funkcia F: F(a,b) = Y, (ax; + b — y;)?.

Ukézme, Ze F ma ostré lokdlne minimum. Podl'a nutnej podmienky existencie lokalneho
extrému funkcie dvoch premennych ndjdeme parcidlne derivacie prvého radu, ktoré polozime
rovné nule, aby sme nasli stacionarne body funkcie F:

0

n
F
%=22(axi+b—yi)-xi=0
=

F <
%=22(axi+b—yi)=0
i=

Po uprave
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i=1 i=1 i=1
n n

az xX; +nb = 2 Vi
i=1 i=1

Této ststava rovnic sa nazyva sustava normalnych rovnic.
Vynasobme prvi rovnicu n, druhd rovnicu Y=, x;.

n n n
aaniz+anxl=n X;Yi
i=1 i=1 i=1
n 2 n n n
a<2xl> +nb2xi = lez:yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Po od¢itani rovnic dostaneme
2

n n n n n
ony s = (Yn) [=n Y=Y Y
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

nyt x;yi—yn o I
=L Wiz Xizi=a Yl g gq dokézaf, ze vyraz v menovateli je rozny
nEi:lxl (Zl =1 Xi

od nuly. Ak dosadime vypoéitanu hodnotu a napr. do druhej rovnice, dostaneme
nYiL XiYi—Yimg Xi Li= 13’1 . odkial' b = i XN Yi—Eis 1x121 1 lyl.

n llxl (El 11X l) 77—21 1%i? (Zl 1 l)
Ak a = agy, b = b, rieSenim je jeden stacionarny bod [a,, by].

Odkial’ pre a méme a =

n
nb = Zl 1Yi = Li=1%i

Zistime, ¢1 Vtomto bode ma funkcia F lokdlny extrém. K tomu vypocitame druhé parcidlne
derivacie funkcie F a pouZijeme postacujiicu podmienku existencie lokdlneho extrému funkcie

dvoch premennych.
2F <
— 2
50z =2 )
i=1
2F _~
52 ZZ 1=2n
=1
02F -
- ZZ .
dadb  “ L.
=1
2¥x?% 2«
D= 5t o] =4 Eat 4T = 4n T’ — (Tx)] > 0

D(ay, by) > 0 = funkcia F ma v bode [a,, by] lokalny extrém

62
Py > (0 = funkcia F ma v danom bode ostré lokalne minimum
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Hodnoty a,, b, davaju hl'adané hodnoty a, b do rovnice priamky y = ax + b, ktora vyrovnava
body P;, t.j. ,,vyrovnavajica“ priamka bude y = ayx + by.

Metodu najmensich Stvorcov vyuzivame aj vtedy, ked’ body P; sleduji nejaku inu zavislost’ nez
linearnu, napr. linearne lomenu, exponencidlnu, kvadraticku, atd’.

Ak napr. bodom P; = [x;,y;] vyhovuje nejak4 kvadraticka zavislost 9 = ax? + bx + ¢, tak
gisla a, b, ¢ uréime tak, ze hladame minimum funkcie F:F(a, b,c) = X" (ax? + bx; + ¢ —
yi)?. V mnohych pripadoch mozno takuto ulohu vhodnou substiticiou upravit na Glohu
linearnu. Ak napr. empirickym hodnotam vyhovuje graf funkcie f:y = ke, k > 0, staci
polozit Iny = z,Ink =a adostaneme Iny =Inke”* = Iny=Ink+cx = z=a+ cx,
kde ¢isla a, b ur¢ime z metddy najmensich $tvorcov pre linearnu funkciu. VSeobecne y = f(x)
sa nazyva regresna funkcia (priamka, parabola). Pre priamku ¥ = ax + b, b sa nazyva lokujica
konstanta a a sa nazyva regresny koeficient.

Priklad 23 Nasledujuca tabul’ka vyjadruje tieto zavislosti y od x:

x; |0 1 2 3 4 5

v, |-3 0 2 0 6 6

PreloZte bodmi, ktoré su uréené nameranymi hodnotami [x;, y;| , priamku y = ax + b. Pouzite
metddu najmensich Stvorcov.

RieSenie. Vyrovnané hodnoty ozna¢me y; = ax; + b.
Hladdme minimum funkcie F: F(a,b) = Y, (9; — y)? = X (ax; + b — y;)2.
Stistava normélnych rovnic bude:

n n n
2 2 — E
a) xi+b ) x;= X; Vi
i=1 i=1 i=1
n n
a E x; +nb = E Vi
i=1 i=1
Vypoctova tabul’ka v Exceli je zobrazena na nasledujucom obr. 31.
A B C D E A B C D E
1 X V. xZ TV 1 X V. Ez XV
2 1. 0 -3 =B242 =B2*C2 2 L 0 -3 0 0
3 2. 1 0 =B3~2 =B3*C3 3 2. 1 0 1 0
4 3. 2 2 =B4"2 =B4*Ca a4 3. 2 2 4 L]
5 4. 3 0 =B542 =B5*C5 E I 4. 3 0 9 0
] 53 4 6 =Ban2 =B6*CH B 3 4 5] 16 24
7 . 5 6 =B7"2 =B7*C7 7 6. 3 6 25 30
8 {:@M[Bz:s?} =SUM(C2:C7) =SUM(D2:D7) :SUM(EZ:Ey 8 SA_ 15 11 55 sz J

Obr. 31 Vypoctova tabulka v Exceli

Z nej, po dosadeni do sustavy normalnych rovnic, dostaneme
a-55+b-15 =158 opo 183 _ 265 _
215 + 6b = 11° odkial’ a = o5 = 1,7429, b = 05 = 2,5238.
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Excel umoznuje grafické rieSenie zadanej tlohy, ak v bodovom grafe (XY zavislost’) oznac¢ime
zobrazené body pravym tla¢idlom mysi a vyberieme ponuku Pridat’ line4drnu trendovi spojnicu,

obr. 32. ako regresnt krivku zvolime
linearnu funkciu — priamku
dialogové okno, ktoré sa objavi po e ammr
VOl’be Pridat’ trendOVﬁ SpOjnICU . Ml e ENIRE | \Sodnost] TTendove] S0{mios
i
Tany [P
. 5 = | © ety
£ » - =
. "
.: — - 2 BENG | r—
s ud -t a1 Fcow Swrenve e
- ® Aovenckr vy Racy
2 - 3 Yy s et
9 :
- fR——
0 - - —at a3 — -
% A - - et b ST Lol e
2 X L AL
¥
4
.

ponuka na zobrazenie
rovnice regresnej

>4 krivky
< 3 , .
> hl'adana priamka
v o2 ~—
0 - - .
[ T 3 4 s n
) __/-"/

Obr. 32 Grafické riesenie prikladu v Exceli

Priklad 24 Bodmi A[-3,4], B[—1,—4], C[0,—7], D[1,-5], E[2,2] metodou najmensich
Stvorcov prelozte parabolu y = ax? + b.
RieSenie. Cez zadané body na obr. 33 chceme prelozit’ pozadovanu krivku.

20

15

10

yi 5

xi

Obr. 33 Grafické zobrazenie zadania prikladu
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Vyrovnané hodnoty budi lezat’ na grafe funkcie: § = ax? + b.

Hl'adame minimum funkcie F: F(a, b) =
n

mi(axf + b —y)*

oF

%=22(axi2+b—yi)-xi2 =0
i=1

n

oF

%=22(axi2+b—yi) =0
i=1

Ststava normalnych rovnic ma tvar:

il
><
+
(el
g
A,
Il
b
RN

a
l=
n Tl
E 2 E
a x; +nb = Vi

i=1 i=

Vypoctovu tabul’ku realizujeme v Exceli, obr. 34
A B G D E F

9
10 X; V. x.: x-‘} _x.zv.
1| A 3 14 =B11°2 =B1174 =B1172*C11
12| B 1 4 =B12°2 =B1274 =B1272*C12
13| C 0 -7 =B13°2 =B1374 =B1372*C13
14 D 1 -5 =B14°2 =B1474 =B1472%C14
15 E 2 2 =B1542 =B15°4 =B15°2*C15
16 Ebsum{au:ms} =SUM(C11:C15) =SUM(D11:D15) =SUM(E11:E15) =SUM(F11:F15)

10
11
12
13
14

16

A B c D E F

Xy ¥; xiz xt xf}"a'
A 3 14 9 81 126
B 1 4 1 1 3
c 0 7 0 0 0
D 1 3 1 1 s
E 2 2 4 16 8

X 1 0 15 99 125 )

Obr. 34 Vypoctova tabulka v Exceli

Po dosadeni do ststavy normalnych rovnic dostaneme

a*99+b-15=125 Lo 125 o
215 +5b = 0 ,0dk1a1a——54, b=
Parabola mé rovnicu: y =1,z 128
54 18

125
18"
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Priklad 24. Predpokladajme, ze mame vysledky n (n € N) merani nejakej veliCiny
(fyzikalnej, ekonomicke;j...). Ozna¢me vysledky merani x4, x5, ..., X, .

N4jdite hodnotu X tak, aby sucet Stvorcov odchylok nameranych hodnét x4, x5, ..., x,, od Cisla x
bol minimalny (metdédou najmensich Stvorcov).

Riesenie. Tato tloha vedie k tlohe ur¢enia lokalneho minima funkcie jednej premennej f(x) =
>, (x; —x)?. Podla nutnej podmienky existencie lokalneho extrému funkcie nijdeme

derivéciu, nasledne stacionarne body tejto funkcie:
n

f’(x)zZZn:(xi—x)-(—l)zo = zn:xl-—nxzo =3 x=%2xi
i=1 i=1

i=1
Dokazeme, ze v tomto stacionarnom bode ma funkcia f lokalny extrém:
ffx)=-2Y"2,(-1)=2n >0 = funkcia f ma vdanom bode lokdlne minimum.

Hodnotu
n
1
X = —Z X
n .
=1

nazyvame aritmetickym priemerom hodnét (Cisel) x4, x5, ..., X,.
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