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1 UVOD

Tato publikécia je zbierkou rieSenych tloh z predmetov venovanym planovaniu a vyhod-
nocovaniu experimentu. Je predovsetkym urcend pre dennu formu $tadia predmetu Matema-
tické metody planovania a vyhodnocovania experimentu. Moze vSak byt vhodnou pomockou
aj pre posluchacov dial’kového Studia ako, aj pre prezencnt aj diStancnu formu §tidia predme-
tu Matematické metody vyhodnocovania experimentu, ktory méa poloviéni hodinovil dotaciu
ako spominané Matematické metddy planovania a vyhodnocovania experimentu.

Z obsahovej stranky mozno pracu rozdelit’ na tri Casti — zéklady teorie pravdepodobnosti,
zaklady matematickej Statistiky a samotnej teorie planovania a vyhodnocovania experimentu.
Spominané prvé dva celky st nevyhnutné na pochopenie treticho. Navyse sa u posluchacov
predpokladé znalost’ u¢iva z prvych troch semestrov matematiky bakalarskeho stadia.

Obsah tejto zbierky nadvézuje na prednasky z predmetu Matematické metdédy planovania
a vyhodnocovania experimentu. Tieto prednasky su vedené Stylom obvyklym v matematike
a jej aplikaciach. Skladaju sa z definicii, kde je presne vymedzeny zavadzany pojem (vytla-
Ceny kurzivou), viet — v nich su sformulované zdkladné vlastnosti vymedzenych pojmov,
prikladov — v nich st uveden¢ aplikacie definovanych pojmov zaloZzené na uvedenych vetach
a poznamok — kde st uvedené doplitujuce a vysvetlujuce informacie o zavedenych pojmoch.
K tspesnému zvladnutiu predmetu je nevyhnutné vediet’ vSetky definicie a vety. TieZ je po-
trebné pochopit’ a zapamitat’ si obsah poznamok. Na zéklade takto zvladnutej tedrie je potom
mozné pristupit’ k jej pouzitiu v praxi. Vhodnou pomdckou na takuto jej aplikaciu méze byt
aj tato publikacia.

Samotna zbierka sa sklada z dvanastich kapitol, ktoré priblizne kopiruju obsah prednasok
z predmetu Matematické metddy planovania a vyhodnocovania experimentu.

Na zaver by som vam chcel zazelat’, aby sa tento ucebny text stal pre vas uzito¢nou po-

mockou pri osvojovani si zékladov metdd planovania a vyhodnocovania experimentu.

Autor



2 HUSTOTA, DISTRIBUCNA FUNKCIA, KVANTILOVA
FUNKCIA A MOMENTY

Priklad 1. Urcte ¢ tak, aby (jednopredpisova) funkcia £, (x) = c/ (x* +1), x € (—o0;0) bola
hustotou pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej X. Tiez stanovte distribucnu a kvanti-
lovu funkciu tejto ndhodnej premennej, ako aj jej median a modus.
RieSenie. Hodnotu konstanty ¢ uréime z vlastnosti hustoty takto:

1
x*+1

=2c lim[arctgt]f:0 =2c lim[arctgx —arctg 0] =2climarctgx = 202 =cr.

=] fe@dv=[" fede+ [ fr@de=2]"f,()dr=2¢[ ——dx=

Odtial' = a nasledne £, (x) = — —.
4 T x" +1

, X € (—o;00). Poznamenavame, Ze pri

vypocte sme vyuzili parnost’ funkcie

x*+1

Pre distribu¢nt funkciu F, (x) plati:

x 11 1 ’
F,(x)= j_mfx(t)dt =LO e +1dt =S1_1>r_r;{;arctgt} =

t=s

I . 1 -7 1 arctgx
=— lim [arctgx - arctgs] =—|arctgx——— |=—+ , X € (—00;00).
T s Vs 2 2 Vs

Kvantilové funkcia F,,'(«)je inverzna funkcia k distribu¢nej funkcii F, (x). Uréime ju rieSe-

1 arctgx,

nim rovnice a=F,(x,)=—+ s neznamoux_,pricomx, je «-kvantil rozdelenia
2

pravdepodobnosti ndhodnej premennej X a a € (0;1) je zndmy parameter. Vychadza

o]

Preto kvantilova funkcia (ktora je funkciou premennej ) Fy'(c) = tg |:7Z'(0( - %ﬂ, a € (0;1).

Pre median Me plati, Ze Me=F, 1(%} =tg |:7Z'(% - %ﬂ =tg0=0.Modus Mo ur¢ime ako to

realne ¢islo, v ktorom hustota f, (x) nadobudne svoje lokalne maximum. Z nutnej podmienky
extrému dostaneme rovnicu (s neznamou x)

O_de(x)_i(l 1 j_l —2x
7 x+1

de dv IS
Jej riesenim vychadza x = 0.Dalej
{deX(x)} =[l—2(x2 +1)2+2x2(x2+1)2x} __£<0
x=0 x=0 T ,

dx? T (x2 + 1)4 -



odkial’ vyplyva, ze hustota f, (x) nadobtiida v bode 0 svoje (jediné) lok4dlne maximum. Preto
rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X je monomodalne a plati, ze Mo = 0.

Priklad 2. Vypocitajte strednti hodnotu, disperziu, Sikmost’ a Spicatost’ spojitej nahodnej pre-
mennej X s (dvojpredpisovou) hustotou £, (x) = 3x*, x € <— 1;1>,fX (x)=0,xe R - <— l;1>.
Riesenie. Pre strednt hodnotu E(X) plati:

E@) =[x fede=[ xfr@de+ [ xf@der [Tx f (o=
= [ x0dc+ [ x3x* do+ ["x0dr = 0+I13x3dx+02[2x4} —0.
—o0 -1 1 -1 4 rer1
Pre disperziu D(X) (ktord sa tiez zna¢i symbolom o) vychadza:
D@) =" (x= EX)Y fy@dv=[_ (x= EQOY fy)dx+ [ (x= EQOY f(x)dr+
[ (= EQOY fydx+ = [ 0dv+ [ (x— EQX)) 3% v [ 0dr =

1
:O+J'_11(X—0)23x2dx+0=.[_113x4dx z[gxs} =5
x=-1

Smerodajna odchylkao = ,/D(X) = \/E

Sikmost’ ar(X) sa poéita podla vzorca a(X) ==, kde
o’

=" (x=EX)Y fx(x)dx=f1 (x— ECX)Y fX(x)dx+I1 x— EQOY £, (x)de+
f —E(X)) fy(x)dx+= j 0dx+j x—E(X)) 3x dx+j 0dx =

1
=0+ (x-0f3x’de+0=[ 3x'dx =[§x6} = 0.
-1 - 6 |,
Preto a(X')=0.Pre Spicatost’ (X ) =-"—--3 plati:
o'

= [ (e= BN fu@dx=[ (o= EQO)' £+ [ (= BQO)' £ (0 et
[ - EQOY £y drr = [ 0des [ (r- EQO)Y 3 der [ 0dx =

1
=0+ fl (x—0)"3x’dx+0 = £13x6dx ={%x6} = g
x=—1

6/7 ,_lo1
S (6/5° T 42

Z toho f(X)=—-3=
o’



Priklad 3. Vypocitajte vSetky pociatocné a vSetky centralne momenty spojitej nahodnej pre-
mennej X s (dvojpredpisovou) hustotou £, (x) =1/3, x <O;3>, fy(x)=0,xeR— <O;3>.
RieSenie. Pre k-ty pociato¢ny moment v, , kde k € N, plati:

Vi = J‘_Ooka Sfr(x)dx :J‘_wak fx(x)dX+I:xk Sy (x)dx + J:Oxk Sr(x)dx =

3 k+1 k
=IO de+j3x"ldx+j 0dx =0 + ! X +0= 3 _3 .
- R 3+ |, 3(k+1) k+1

1
Specidlne E(X) =v, = 13 = % Pre k-ty centralny moment g, , kde k € N, vychadza:
+

=] =n) =] (=) fe@des [r-n) fods

+Lm(x—vl)kfX(x)dx:I_Omde—i-J‘:(x—%j %dx—i—Lmde:
=0+{ 1 [x—gjq S l:[gj+ —(—éjq: 1 (gj+[1+(—1)k+1]
3+ 2) | 3(k+1)|\2 2 3(k+1)\ 2

k
1 (3
Posledny vyraz sa pre neparne k rovna ¢islu ﬁ(?j ,pre parne k nule. Preto plati:
+

k
—L é re kK neparne
luk k+1 2 p p s

u, = 0 pre kparne.



3 STATISTICKY SUBOR, ZNAK, VARIACNE TRIEDENIE,
VYBEROVE KVANTILY A VYBEROVE MOMENTY

Priklad 4. Vykonajte 1-stupiiové triedenie suboru ¥ podla kvalitativneho znaku X, ktory
udava, ¢i je dana osoba muz alebo Zena, pricom
V= {Jano,Peter,Jozef , Mario, Patrik,Jana, Monika, Petra, Karolina }

Riesenie. Dany subor bude rozdeleny do nasledujicich dvoch tried:
T = {xi eV, X(x,) =muz } = {Jano, Peter,Jozef , Mario, Patrik }
T, ={x, €V, X(x,) = Zena } = {Jana, Monika, Petra, Karolina }.

Priklad 5. Vykonajte 2-stuptiové triedenie suboru V podl'a znakov X,, X, pricom prvy znak
udéava pohlavie osoby a druhy znak jej vek. Dany stibor tvoria nasledujice osoby:
V= {Jano,Peter, Mario, Klaudia, Alena, Zuzana, Nina },
pricom Jano mé 25 rokov, Peter 31, Mério 29, Alena 43, Klaudia 23, Zuzana 27 a Nina 33.
Znaky X,:V — {muz,zena}, X,:V — {(0;29), (30;31), (32;100) }
RiesSenie. Dany subor bude rozdeleny podl'a prvého znaku do dvoch 1-indexovych tried:
T, ={x, €V, X(x,) = muz } = {Jano, Peter, Mdrio }
T, ={x, €V, X(x,) = Zena } = { Klaudia, Alena, Zuzana, Nina }.
Kazdé z tychto dvoch tried bude podl’a druhého znaku rozdelena do troch 2-indexovych tried:
I, = {xi el, X,(x) e <0 29>} {Jano Mdrio}
1, = {xi el), X,(x;) e <30 31>} Peter}
T, =1{x €T}, X,(x,) € (32:100) | = {}
T, {xi e, X,(x,)e <0 29> }: Klaudza Zuzana }
T, {x el Xz(xi)e<0 29>}
T, = {x € T X,(x) e <0 29>} {Nma Alena}

pricom symbol{ znamena prazdnu mnozinu, t.j. taky subor, ktory neobsahuje ziadny prvok.

Priklad 6. Vykonajte 3-stupniové triedenie suboru V' podl'a znakov X,, X,, X;, pri¢om prvy
znak udéava pohlavie osoby, druhy typ vzdelania a treti jej vek. Dany stbor tvoria osoby:
V= {Jano,Rudo, Michal, Karol,Sona, Petra, Diana },

pricom Jano rrvlé 25 rokov a Zg,vRudo 31 a SS, Michal 29 a SS, Karol 43 a VS, Sotia 43 a VS,
Petra 28 a VS, Diana 31 a SS. Uvedené znaky st nasledujiice funkcie definované na V :
X,V = {muz, zena }, X,:V — {28, SS, VS |, X,:V - {(0;30), (31;35), (36;100) },
Riesenie. Dany stubor bude rozdeleny podla prvého znaku do dvoch 1-indexovych tried:

1 = {xi eV, X(x;,) =muz } = {Jano,Rudo, Michal, Karol }

T, ={x, €V, X(x,) = Zena } = { Soia, Petra, Diana },
Kazda z tychto dvoch tried bude podl’a druhého znaku rozdelena do troch 2-indexovych tried:



1, = {x eTl,Xz(xi)e{ZS}}z{Jano

T, = {x T, X,(x;) e {SS}} {Rudo, Michal}
1, = {x T, X,(x,)e {VS}}: arol

T, =1{x, €T, X,(x,) e {Z8} }={)

T22 {x , X, (x,) € {SS} } Diana}

T,, =x, eTl,X (x)e{VS}} {Sono Petm}

Kazda z tychto Siestich tried bude podl'a treticho znaku rozdelend do troch 3-indexovych
tried:
T, :{ el,, X, (X)e<0,3 >} {Jano}
Tuz={x» T, X5(x,) € (31;35) }:
T =fx, €T, Xy (x,) €(36;100) | = |
s ={x,- T,, X (x)e<0 30 }: lchal}
T, ={x €Ty, Xy(x,) € (31; 35)}: Rudo)
T ={xA el,, X (x)e<36 100 >}:
Ty ={x €Ty, Xo(x,) € (0;30) }=1{}
T, =f{x, €T\, Xy (x,) e(31;35)) = { }
Ty =fx, €T, X,(x,) € (36:100) | = {Karol}
T, = fx, €Ty, Xy (x,) € (0;30) = {}
T,, ={x, e T, X, (x,) € (31;35)} = { }
T,y ={x €T\, X,(x,) € (36;100) }= { }
Ty ={x, €Ty, X,(x,) €(0;30) = {}
T, = {x, T, X;(x) e <31 35>}= Dzana
T, ={x, €T, X,(x,) € (36;100) } = {
Ty, ={X el,,, X (x)e<0 30>} Petra}
Ty, ={x, €T\, X, (x,) € (31;35)) = {}
Ty, = fx, €T}y, X, (x,) € (36,100) } = {Sosio}.

Priklad 7. Vypocitajte vyberové kvartily kvantitativneho znaku X, ak sme namerali nasledu-
juce hodnoty tohto znaku: 7, 5, -2, 10, 8, 12, 15.

RieSenie. Dané hodnoty nie st usporiadané podla vel’kosti. Ak ich zoradime vzostupne pod-
I'a vel'kosti, dostaneme usporiadany vyber podl'a znaku X :

(X2 X5 5 X5, X5, X35 X, X7 ) = (=2,5,7,8,10,12,15).
Kvartily rozdelia dany usporiadany vyber na 4 skupiny po rovnakom pocte prvkov (v naSom
pripade skupiny budu obsahovat’ po jednom prvku). Preto dolny kvartil X,; =5, stredny kvartil

(tj. median) X, = 8 a horny kvartil X, =12.

Priklad 8. Vypocitajte vyberovy median kvantitativneho znaku X, ak sme namerali nasledu-
juce hodnoty tohto znaku: -3, -7, -10, 10, 8, 15, 2.



RieSenie. Dané hodnoty nie st usporiadané podla vel’kosti. Ak ich zoradime vzostupne pod-
I'a velkosti, dostaneme usporiadany vyber podl'a znaku X :

(X1 325,055 X4, X5, Xg, X, ) = (—=10,— 7, 3,2,8,10,15).
Median rozdeli dany usporiadany vyber na 2 skupiny o rovnakom pocte prvkov (v naSom pri-
pade skupiny budt obsahovat’ po troch prvkoch, ktorych hranicou je hodnota x, =2 ). Preto

median X, = 2.

Priklad 9. Vypocitajte vyberovy median kvantitativneho znaku X, ak sme namerali nasledu-
juce hodnoty tohto znaku: 3, 7, 10, 8, 15, 2.
Riesenie. Dané hodnoty nie su usporiadané podla vel'kosti. Ak ich zoradime vzostupne pod-
I'a velkosti, dostaneme usporiadany vyber podl'a znaku X :

(X2 X5, X5, X5, X5, %, ) = (2,3,7,8,10,15).
Vyberovy median rozdeli dany usporiadany vyber na 2 skupiny o rovnakom pocte prvkov
(v naSom pripade skupiny budil obsahovat’ po troch prvkoch). Ked’ze rozsah vyberu je 6 (t.j.
parne Cislo), vyberovy median dostaneme ako aritmeticky priemer treticho a Stvrtého prvku
v usporiadanom vybere, teda

Priklad 10. Vypocitajte treti a siedmy vyberovy decil kvantitativneho znaku X, ak sme na-
merali nasledujuce hodnoty tohto znaku: -10, -8, -9, -5, -7, -6, -4, -2, -3, —1.

RieSenie. Dané hodnoty nie st usporiadané podla vel’kosti. Ak ich zoradime vzostupne pod-
I'a velkosti, dostaneme usporiadany vyber podl'a znaku X :

(3] 5 X5 X5 3 Xg» X5 Xg» Xy Xg s Xg» Xy ) = (=10, 9,—8,— 7,— 6,— 5,— 4,— 3,— 2, 1).
Vyberové decily rozdelia potom dany usporiadany vyber na desat’ skupin o rovnakom pocte
prvkov (v nasom pripade skupiny budu obsahovat’ po jednom prvku). Preto

~ _ X +x, —8+(=7) B

X3 = > = > =-17.,5,
~ X +x, —4+(=3)
Xpg =L 5 2= 5 =-35.

Priklad 11. Vypocitajte tridsiaty, patdesiaty a sedemdesiaty druhy vyberovy percentil kvan-
titativneho znaku X, ak namerané hodnoty tohto znaku su kladné celé ¢isla od 1 do 10000.
Riesenie. Ak tychto 10000 hodnét usporiadame podl'a velkosti, dostaneme usporiadany vy-
ber podl'a znaku X :

(3] 5255 Xy 53 Xon00s X10000) = (1,2,3,...,9999,10000).
Vyberové percentily rozdelia potom dany usporiadany vyber na sto skupin o rovnakom pocte
prvkov (v naSom pripade skupiny budt obsahovat po sto prvkov). Preto

= Xyt X, 30+31

R =30,5,
% :xso-;-x51 _ 50—551 _ 50,5,
%, = Xy —;xn _ 72;—73 _725.

Priklad 12. Vypocitajte treti vyberovy decil kvantitativneho znaku X, ak namerané hodnoty
tohto znaku su ¢isla 1,1, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 2, 3.



RieSenie. Dané hodnoty nie st usporiadané podla vel’kosti. Ak ich zoradime vzostupne pod-
l'a velkosti, dostaneme usporiadany vyber podl'a znaku X :

(3] 2 X505, X5 X5y X » X5 Xg» X, X10) = (1,1,2,2,2,2,3,3,3,3).
Cisla sa v danom vybere opakuju, ale to neprekaza. Pre treti vyberovy decil aj v tomto pripade

plati
%, = X, + X, :2+2:2.

2 2

Priklad 13. Vypocitajte stvrty vyberovy decil kvantitativneho znaku X, ak namerané hodnoty
tohto znaku su ¢isla 1,1, 2, 2, 3.
RiesSenie. Hl'adany stvrty vyberovy decil neexistuje, lebo rozsah vyberu je len 5, a preto vy-
berové decily nemozu rozdelit’ tychto 5 prvkov do 10 skupin po rovnakom pocte prvkov.
Priklad 14. Vypocitajte vyberové momenty m,(0), m,(-2) a ms(X) kvantitativneho znaku X,
ak namerané hodnoty tohto znaku su ¢isla 1,2, 3, 4, 5.
RiesSenie. Hladané vyberové momenty su:

2 1+2+3+4+5

m,(0) = x_—z : _3,
m(=D) =3 Z[ BE) J B et L) +(3+52) HA+ (42
ms(f)=—2[x,-—f)5 L=+ (-3 (@43 (=Y

5

Priklad 15. Vypocitajte vyberové momenty m,(0), m,(4) a m,(X) kvantitativneho znaku X,

ak namerané hodnoty tohto znaku su ¢isla -2, -1, 1, 2.
Riesenie. Hladané V}'/berové momenty su:

m (0) = x__z —2+(—‘1‘)+1+2:0’
m, (4) = z[ =(_1_4)2+(_2_4);+(1_4)2+(2_4)2=18,5,
@=L -] C170T 20 a0 -0y

Priklad 16. Vypocitajte vyberovy priemer kvantitativneho znaku X, ak namerané hodnoty
tohto znaku su vsetky celé ¢isla od 1 do 100.
Riesenie. Hladany vyberovy priemer je:

100 .
L 1424342994100 1100 100)_%:50,5.

=m(0)=—=) X, =
100 4 100 100 2

Priklad 17. Vypocitajte vyberovy priemer kvantitativneho znaku X, ak namerané hodnoty
tohto znaku su ¢isla 1, 1,1, 2,2, 3, 3, 3, 3, 3.
RiesSenie. Hladany vyberovy priemer je:

1 i 1-3+2-2+3-5 3+4+15 22

0)=
=m(0)=1g %= 10 10 10

=22

10



4 HISTOGRAM, POLYGON A OGIVNA KRIVKA

Priklad 18. Dany je nasledovny vyber rozsahu 24 podla kvantitativneho znaku X:
-10,-3,3,5,-10,-3,4,6,-8,-3,5,6,-8,2,5,7,-8,3,5,9,-8,3,5,9.

Zostrojte podl'a neho usporiadany vyber, jeho tabul’ku pocetnosti a modifikovant tabul’ku po-

¢etnosti vzhl'adom na mnoziny M, = {-10, -8, -3}, M, ={2,3,4, 5}, M, =1{6, 7, 9}.

Riesenie. Usporiadany vyber ma tvar usporiadanej 24-tice, v ktorej st Ciselné hodnoty uspo-

riadané vzostupne podla velkosti:
(-10,-10,-8,-8,-8,-8,-3,-3,-3,2,3,3,3,4,5,5,5,5,5,6,6,7,9,9).

Tabul’ka pocetnosti ma tvar:

x [-10]-8|-3[2|3|4|5|6|7|9

1

fil 2 |4]13|1|3|1]5]2]|1|2

V hornom riadku tabulky st hodnoty x,znaku X a v dolnom riadku su absolutne pocet-

nosti £, tychto hodnot. Modifikovana tabul’ka pocetnosti ma tvar:
M, M | M, | M,

p | 9[10]s

kde v hornom riadku st uvedené mnoziny M, a v dolnom absolttne pocetnosti p, tychto mno-

zin, t.j. po€ty prvkov x, nachadzajtcich sa v tychto mnoZzinach.

Priklad 19. Nech je dany nasledovny vyber rozsahu 30 podla kvantitativneho znaku X: —20,
-9,0,-20,-9, 1,-20,-9, 1, -18, -9, 2, -18, -9, 3, -18, -9, 3, -15, -9, 3, -15, 0, 9, 15, 0, 9.
Zostrojte podl'a neho usporiadany vyber, jeho tabul’ku pocetnosti a modifikovant tabul’ku po-
¢etnosti vzhl'adom na mnoziny M, = {-20, - 18}, M, ={-15, -9}, M, ={0, 1, 2}, M, ={3,9}.
Riesenie. Usporiadany vyber ma tvar usporiadanej 30-tice, v ktorej su Ciselné hodnoty uspo-
riadané vzostupne podla velkosti:
(-20,-20,-20,-18,-18,-18,-15,-15,-15,-15,-9, -9, -9, -9,
-9,-9,-9,0,0,0,0,1,1,2,3,3,3,9,9,9).

Tabul’ka pocetnosti ma tvar:

x |[—20]-18|-15|-9/0]1]2]3|9

1

1334 ]7]4)2[1]3]3

V hornom riadku tabulky st hodnoty x,znaku X a v dolnom riadku su absolutne pocet-
nosti £, tychto hodnot. Modifikovana tabul’ka pocetnosti ma tvar:
M, |M |M, M, | M,

1

p |6 1176

V hornom riadku s uvedené mnoziny M,a v dolnom absoltitne pocetnosti p, tychto mno-zin,

t.j. pocty prvkov x; nachadzajucich sa v tychto mnozinach.

Priklad 20. Nech je dany usporiadany vyber rozsahu 36 podla kvantitativneho znaku X:
(=20, -20,-18, -17, -17, -16, —16, —-15, 14, -13, -13, -10, -10, -8, -8, -7, -6, -5, -5, 1, 1,
2,2,3,3,4,5,5,6,6,6,7,7,8, 8, 10). Zostrojte podl'a neho velkt tabul'ku pocetnosti, histo-
gram, polygén a ogivnu krivku.
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RiesSenie. Pocet ohrani¢enych polouzavretych intervalov na ktoré dany stibor rozdelime, bu-
de m=+/n =36 = 6. Variacné rozpitier =x,_ . —x,.. =10—(=20) =30. Budeme volit’ ohra-
ni¢ené intervaly M,, i =1,...,6 rovnakej dizkyd = r/m =30/6 = 5. Ak oznacime stred intervalu
M symbolomss,, absolitnu pocetnost’ intervalu M, symbolom#, , relativhu pocetnost’ intervalu
M symbolom f;, kumulativnu absolitnu pocetnost’ intervalu M, symbolom N, a relativnu ku-
mulativnu pocetnost’ intervalu M, symbolom F,, dostaneme nasledujucu vel’ka tabul'ku pocet-
nosti dané¢ho vyberu:

[ M, s, |d\n | f, |N| F

| (=20;-15) |-17.5(5 | 7| 7/36 | 7 | 7/36
2| (-15-10) |-12,5|5 | 4 | 4/36 |11 |11/36
3| (~10,-5) | 7.5 |5 | 6] 6/36 [17 |17/36
41 (-50) |-25(5]2]|2/36 [19 [19/36
50 (0:5) 2505 | 7] 7/36 |26 | 26/36
6| (510) 7,5 |5 |10]10/36 [36 | 1

Histogram je na nasledujicom obrazku. Je to systém 6 obdiznikov v rovine, pri¢om ich za-
kladne st umiestnené na horizontalnej stiradnicovej osi. Dlzka tychto zdkladni je rovnakd a
ma hodnotud =5, pricom zékladne obdiZnikov st intervaly M »1=1,...,6.Vyska i-teho obdi-

znika je volena tak, aby jeho plo$ny obsah bol rovny relativnej pocetnosti f,.

Histogram

=20 —-15 —-10 -5 0 5 10

Na d’alSom obréazku je polygoén. Je to lomena Ciara v rovine skladajtica sa z 5 seciek, pri-Com
x-ové stradnice ich koncovych bodov su stredy s, intervalov M,,i =1,...,6; y-ové sturad-nice

ich koncovych bodov st relativne pocetnosti f;.

12



-17,5 -125 =75 -25 2,5 7,5

Na nasledujicom obrazku je ogivna krivka. Je to lomena €iara v rovine skladajuca sa z 5
useciek, priCom x-ové stradnice ich koncovych bodov su stredy s, intervalov M,,i=1,...,6;

y-ové stradnice ich koncovych bodov st relativne kumulativne pocetnosti F,.

-17,5 -12,5 =75 -25 2,5 7,5

Priklad 21. Nech je dany usporiadany vyber rozsahu 50 podl’a kvantitativneho znaku X:
(=20, -20,-19, -19, -17, -16, —15, -15, -14, -14, 13, -13, 13, -10, -9, -9, -9, -9, -8, -8,
-1,-1,-6,-5,-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0, 1,1, 1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,5,5, 5,9, 10).
Zostrojte podl'a neho velka tabul’ku pocetnosti, histogram, polygon a ogivnu krivku.

RieSenie. Pocet ohrani¢enych polouzavretych intervalov na ktoré dany subor rozdelime, bu-
de po zaokruhleni m = Jn =+/50 ~ 7. Variagné rozpdtier = x,, —x,,, =10—(-20) =30. Bu-
deme volit’ ohraniené intervaly M., i =1,...,7 rovnakej dizkyd = r/m = 30/7 =~ 4,3. Ak ozna-

¢ime stred intervalu M, symbolom s, , absolitnu pocetnost’ intervalu M, symbolomn, , relativ-



nu pocetnost’ intervalu M, symbolom f;, kumulativnu absolutnu pocetnost’ intervalu M, sym-
bolom N, a relativnu kumulativnu pocetnost intervalu M, symbolom F;, dostaneme nasledu-
jucu velku tabul’ku pocetnosti daného vyberu:

i M, s, | d|n| fi |N| F

Ll (-20;-15,7) |-17.854.3| 6 | 6/50 | 6 | 6/50
2| (-157;-11,4) |-13,55[43| 7 | 7/50 |13 |13/50
3] (~114-71) | =925 [43] 7 | 7/50 |20 | 20/50
4 <—7,1;—2,8) —4,95 (43| 6 | 6/50 |26 | 26/50
50 (-2815) | 0,65 |43]10|10/50 |36 |36/50
6| (1558) 3,65 |4,3]12|12/50 |48 | 48/50
7 <5,8;10> 7,95 (43]2 | 2/50 |50 1

Histogram je na nasledujicom obrazku. Je to systém 7 obdiznikov v rovine, pri¢om ich za-
kladne st umiestnené na horizontdlnej suradnicovej osi. Dlzka tychto zakladni je rovnaka
a mé hodnotud = 4,3, pricom zakladne obdiznikov st intervaly M,,i=1,...,7.Vyska i-teho ob-

diznika je volena tak, aby jeho plosny obsah bol rovny relativnej podetnosti ;.

Histogram

-20 -15,7 -1L4 -71 -28 L5 5,8 10

Na d’alSom obrazku je polygén. Je to lomena Ciara v rovine skladajiica sa zo 7 useciek, pri-
¢om x-ové stradnice ich koncovych bodov su stredy s, intervalov M,,i =1,...,7; y-ové surad-

nice ich koncovych bodov st relativne pocetnosti f,.
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-1785 —13,65 -925 —-495 -0,65 3,65 7,95

Na nasledujucom obrazku je ogivna krivka. Je to lomena Ciara v rovine skladajiica sa zo 6
useciek, priCom x-ové stradnice ich koncovych bodov su stredy s, intervalov M,,i=1,...,7;

y-ové stradnice ich koncovych bodov st relativne kumulativne pocetnosti F,.

-1785 -13,65 -925 —-495 -0,65 3,65 7,95



5 CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY

Priklad 22. Nech spojity kvantitativny znak X udava dizku ocelovych tramov v centimet-
roch. Nech je dany usporiadany vyber rozsahu 10 podl'a tohoto znaku:

(207, 207, 207, 208, 208, 208, 208, 208, 208, 209).
Odhadnite priemernt dizku tychto tramov.
RieSenie. Priemernu dizku trimov méZeme odhadnut’ Fubovolnou z charakteristik polohy.
My zvolime dve z nich — najcastejSie pouzivany vyberovy priemer x , a tiez ¢asto pouzivany
vyberovy median X.

10
x= L3 =L (3.20746.208+1.200) = 82112485209 7 ¢
10<7710 10
o_x4x, 2084208
2 2

Vidime, Ze obe hodnoty sa malo od seba odlisuju; na odhad priemernej diZky tramov st obe
rovnako vhodné. Pretoze kvantitativny znak X bol merany v centimetroch, z toho vyplyva, ze
aj obe vypocitané charakteristiky polohy st uvedené v tejto jednotke dlzky.

Priklad 23. Nech spojity kvantitativny znak X udava dizku kovovych hriadelov v milimet-
roch. Nech je dany vyber rozsahu 15 podl'a tohoto znaku:
25,24, 24, 25, 26, 25, 25, 24, 24, 25, 24, 25, 26, 25, 25
Odhadnite priemernt dizku tychto tramov.
RieSenie. Priemernu dizku trimov méZeme odhadnut’ Fubovolnou z charakteristik polohy.
My opat’ pouzijeme vyberovy priemer x a vyberovy median X.Pre vyberovy priemer mame:
15
f:L , :L(5-24+8-25+2-26): 120+200+52 372 124
1545 15 15 15

Pri vypocte vyberového medidnu budeme potrebovat’ usporiadany vyber. Je nim nasledujuca
usporiadand n-ca, kde n=15: (24, 24, 24, 24, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 26, 26). Pretoze
rozsah vyberun =15 je neparne ¢islo, vyberovy medidn bude 6sma najmensia hodnota uvazo-
vaného znaku X, tj. ¥ = x; =25. PretoZe kvantitativny znak X bol merany v milimetroch,

=24.8.

z toho vyplyva, Ze aj obe vypo&itané charakteristiky polohy st uvedené v tejto jednotke dizky.

Priklad 24. Je dana nasledujica velka tabulka pocetnosti:

i M, s, |d|n | f |N| F

I (68) | 72 3/87 |3 | 3/87
2 <g;1()) 912 |8 8/87 |11 | 8/87
31 (10;12) | 11| 2 [15]15/87 |26 | 26/87
4| (12;14) | 13| 2 |27|27/87 |53 | 53/87
51 (14516) | 15] 2 [19]19/87 |72 | 72/87
61 (16;18) | 17| 2 |10|10/87 |82 | 82/87
7| (18;20) [ 192 | 5| 5/87 |87 | 1
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Na jej zéklade vypocitajte vyberovy modus x .
RieSenie. Z predchadzajicej tabul’ky vidime, Zze najvacsiu absolitnu pocéetnost’ ma zrejme
interval M ,.To znamena, ze hl'adany vyberovy modus bude niekde v tomto intervale. Vieme,

N«

e xX= ey pricom cisla a, b spliiaju nasledujuci systém troch linearnych rovnic o troch ne-
a

znamych a,b,c:
as; +bs,+c=n,
as; +bs,+c=n,
asi +bsg+c=n,

Hodnoty n,,s,, i = 3,4,5n4jdeme vo velkej tabul’ke pocetnosti, ¢im dostaneme systém

11’a+11b+c=15
13°a+13b+c=27
15%a+15b+c=19

Pretoze Cislo ¢ nepotrebujeme, systém vyrieSime tak, Ze ¢ vypocitame (napriklad) z tretej
rovnice a dosadime do predchadzajiacich dvoch rovnic. Dostaneme tak nasledujuci systém
dvoch rovnic o dvoch nezndmych a, b:

~104q —4b =4
—56a—2b=8

Jeho rieSenim dostaneme hodnoty a = -2,5, b = 66; odtial’ potom pre vyberovy modus dosta-
vame hodnotux =13,2.

Priklad 25. Nech je dany usporiadany vyber rozsahu 50 podla kvantitativneho znaku X uda-
vajuci naboj v coulomboch: (=20, 20, -19, -19, -17, -16, -15, -15, 14, -14, -13, -13, 13,
-10,-9,-9,-9,-9,-8,-8,-7,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0, 1, 1, 1,2,2,2,2, 3, 3,
3,4,4,5,5,5,9, 10). Na jeho zaklade vypocitajte vyberovy modus x .

Riesenie. Pocet ohranicenych polouzavretych intervalov na ktoré dany stubor rozdelime, bu-
de po zaokrahleni m =+/n =+/50 ~ 7. Variaéné rozpitier = X — X =10—(=20) =30. Bu-
deme volit ohrani¢ené intervaly M,, i =1,...,7 rovnakej dizkyd =r/m =30/7 ~ 4,3. Ak ozna-
¢ime stred intervalu M, symboloms,, absolitnu pocetnost’ intervalu M, symbolomr,, relativ-
nu pocetnost’ intervalu M, symbolom f;, kumulativnu absolutnu pocetnost’ intervalu M, sym-
bolom N, a relativnu kumulativnu pocetnost intervalu M, symbolom F;, dostaneme nasledu-
jucu velkua tabul’ku pocetnosti daného vyberu:
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i M, s, d|n| f |N| F

| (-20;-15,7) |-17.8543| 6 | 6/50 | 6 | 6/50
2| (-157;-11,4) | -13,55 43| 7 | 7/50 |13 |13/50
3] (~114-71) | 925 [43] 7 | 7/50 |20 | 20/50
4 <—7,1;—2,8) 4,95 14,3| 6 | 6/50 |26 | 26/50
51 (-2815) | 0,65 [43]10]10/50 |36 | 36/50
6 <1,5;5,8) 3,65 |4,3112]12/50 |48 | 48/50
7 (5.8;10) 79514312 | 2/50 |50 | 1

Z predchadzajucej tabul’ky vidime, Ze najvacsiu absolatnu po€etnost’ mé interval M. To zna-
4 v 0] 4 7 /4 . . . v —_ b .
mena, ze hl'adany vyberovy modus bude niekde v tomto intervale. Vieme, ze x = 25 pri-
a

com ¢isla a, b splnaju nasledujtci systém troch linedrnych rovnic o troch nezndmych a,b,c:

2 —
as; +bs;+c=n,
as; +bs,+c=n

6 6 —

2 —
as; +bs, +c=n,

Hodnoty n,,s,, i =5,6,7 ndjdeme vo velkej tabul'ke pocetnosti, ¢im dostaneme systém

(=0,65)’a—0,65b+c =10
3,65%a+3,65b+c =12
795%°a+795b+c =2

Pretoze ¢islo ¢ nepotrebujeme, systém vyrieSime tak, zZe ¢ vypocitame (napriklad) z tretej
rovnice a dosadime do predchadzajicich dvoch rovnic. Dostaneme tak nasledujuci systém
dvoch rovnic o dvoch nezndmych a, b:

—62,78a—8,50 =8
-49,88a—-4,3b =10

Jeho riesenim dostaneme (po zaokruhleni) hodnoty a = —0,3285, b =1,1567 ; odtial’ potom pre
vyberovy modus dostavame (s presnostou na dve desatinné miesta) hodnotu x =1,76. Pretoze

kvantitativny znak X bol merany v coulomboch, z toho vyplyva, ze aj vypocitany vyberovy
modus je v tejto jednotke elektrického naboja.

Priklad 26. Nech 14, 21, 12, 15, 17 a 23 je nahodny vyber rozsahu n = 6 z kvantitativneho
znaku X. Vypocitajte nasledujice charakteristiky variability tohto kvantitativneho znaku:
varia¢né rozpétie, priemerni odchylku, vyberovy rozptyl a vyberovi smerodajnt odchylku.

RieSenie. Variacné rozpdtier =x,, —x_. =23-12=11.Na vypocet d’alsich charakteristik

variability budeme potrebovat’ vyberovy priemer X :

N 1 102
X =gle. 23(14”1”2“5“7*23):?:17'

i=1
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Pre priemerm’l odchylku d potom mame
d=— Z|x—x| Q14 17)+ 2117+ 12 = 17|+ [15 = 17| +[17 =17+ 23 - 17|) =

1(3+4+5+2+0+6) 20_10 33333
6 6 3

Pre vyberovy rozptyl s> mame vztah:

o1 Z[(x _)_C)z]: (14-17) +(1-17) +(12-17) + (15-17) + (17 -17) +(23-17)° _

6= 6
3442457422407 +6° _90 _30_..
6 6 2

Pre vyberovu smerodajnt odchylkus plati, ze s = \/s_2 =15 ~ 3,873.

Priklad 27. Nech spojity kvantitativny znak X udava dizku kovovych hriadelov v milimet-
roch. Nech je dany vyber rozsahu 15 podl'a tohto znaku:

25, 24, 24, 25, 26, 25, 25, 24, 24, 25, 24, 25, 26, 25, 25.
Vypocitajte nasledujice charakteristiky variability tohto kvantitativneho znaku: varia¢né roz-
patie, priemerna odchylku, vyberovy rozptyl a vyberovi smerodajni odchylku.
RieSenie. Varia¢né rozpitier =x_, —x,, =26—24=2.Na vypocet d’alSich charakteristik
variability budeme potrebovat’ vyberovy priemer X :

15
F=L xl.:i(5~24+8-25+2-26):24,8.
15577 15

Pre priemernt odchylku d potom mame

d= L3 -5 )=

:i(s-o,8+8-0,2+2-1,2)=w=7—’8= 20 _ 50,
15 15 15 5
Pre vyberovy rozptyl s> mame vztah:
15
[ %)= ( 5-(24—-248F +8-(25-248) +2- (26— 248 )=

32+032+288 6,4 £~O,4267.
15 15 75

1(5 0.8 +8-02° +2-12%)=
15

: 132 :
Pre vyberovu smerodajnti odchylku s plati, ze s = \/5_2 = % ~ 0,6532. Pretoze kvantitativny

znak X bol merany v milimetroch, z toho vyplyva, Ze aj vSetky uvedené charakteristiky
variability (okrem vyberovej disperzie) su uvedené v tejto jednotke dlzky. Vyberova disperzia
je uvedena v mm”.
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6 CHARAKTERISTIKY SIKMOSTI A SPICATOSTI

Priklad 28. Nech spojity kvantitativny znak X nadobudol hodnoty
-19,-18,-15,-8,-6,-4,1,2,4,5,9, 15.

Vypocitajte jeho charakteristiky symetrie a koncentracie.

RieSenie. Charakteristiky symetrie (Sikmosti) si kvantilovad miera $ikmostis, ,Pearsonova

miera Sikmostis, a momentova miera Sikmostis,, . Charakteristikou koncentracie (Spicatosti)

je momentova miera Spicatostik,,.

Vyberové kvartily s x,, =—11,5, X,, =—1,5 a X, =4,5. Preto

— (f75 - ;50) — (YSO — ;25) _ (455 B (_195)) — (_175 +1 155) _ _l =_-0.25
KT <~ = = < .- = =-0,25.
(X35 = X50) + (K50 — Xp5)  (45-(=15)+(-L5+115) 4

KedZe s, <0, z toho vyplyva, ze dany vyber je zoSikmeny doprava podla kvantilovej miery
Sikmosti.

L. . X—X ., . -, , .
Pearsonova miera Sikmostis, = —— (kde X je vyberovy priemer, x je vyberovy modus a s je
S

vyberova smerodajna odchylka) neexistuje, lebo neexistuje vyberovy modus Xx.
Na vypocet momentovej miery Sikmosti budeme potrebovat’ vyberovy priemer X a vyberova
smerodajnt odchylkus.

12 _ _ — —85—6— - -
f=i2xi= 19-18-15-8-6-4+1+2+4+5+9+15 -34 _ 17z2,833.
12 & 12 12 6
1 12
5= JEZ((x,.—f)z)le =103,
i=1

1 & .
Preto s, =12—32((x,- —f)3)z -0,106. Kedze s,, <0, z toho vyplyva, Ze dany vyber je zo-
S =
Sikmeny doprava podl'a momentovej miery Sikmosti.
. : . 1 & o
Momentovll mieru Spicatosti vypocitame podla vzorca k,, :?Z((xi —)?)4)—3.Pr1b112ne
S =l

vychadza hodnota k,, =1,092. KedZe k,, >0, z toho vyplyva, Ze dany vyber je viac
koncentrovany ako referencny vyber s normalnym rozdelenim.

Priklad 29. Nech je dany usporiadany vyber rozsahu 50 podla kvantitativneho znaku X :
(=20, 20, -19, -19, -17, -16, —15, -15, 14, -14, -13, 13, -13, -10, -9, -9, -9, -9, -8, -8,
-7,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,5,5,5,9, 10). Na
jeho zaklade vypocitajte Pearsonovu mieru Sikmosti znaku X.

Riesenie. Pocet ohrani¢enych polouzavretych intervalov, na ktoré dany subor rozdelime, bu-
de po zaokrahleni m =~/n =+/50 ~ 7. Variaéné rozpitier = x__—x_. =10—(-20) = 30. Bu-
deme volit' ohranidené intervaly M,, i =1,...,7 rovnakej dizkyd =r/m =30/7 ~ 4,3. Ak ozna-

min

¢ime stred intervalu M, symbolom s, , absolitnu pocetnost’ intervalu M, symbolomn, , relativ-

nu pocetnost’ intervalu M, symbolom f;, kumulativnu absolitnu pocetnost’ intervalu M, sym-
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bolom N, a relativnu kumulativnu pocetnost intervalu M, symbolom F;, dostaneme nasledu-
jucu velku tabul’ku pocetnosti daného vyberu:

i M, s, d|n| fi |N/| F

| (-20,-15,7) |-17.85|43]| 6 | 6/50 [ 6 | 6/50
2| (-157;-11,4) |-13,55[43| 7 | 7/50 |13 |13/50
3] (~114-71) | 925 [43] 7 | 7/50 |20 | 20/50
4 <—7,1;—2,8) —4,95 (43| 6| 6/50 |26 | 26/50
5| (-2.815) | 0,65 |43[10]10/50 |36 | 36/50
6| (1558) 3,65 |4,3|12(12/50 |48 | 48/50
7 (5.,8;10) 7,95 1432 | 2/50 |50 | 1

Z predchadzajucej tabul’ky vidime, Ze najvacsiu absolutnu pocetnost’ mé interval M. To zna-
T, S , . : : .- b .
mena, ze hl'adany vyberovy modus bude niekde v tomto intervale. Vieme, ze x = 25 pri-
a
¢om ¢&isla a, b spliaju nasledujici systém troch linearnych rovnic o troch neznamych a,b,c:
asi +bsg+c=n,

2 —
as, +bs, +c=ng
2 -
as; +bs, +c=n,

Hodnoty n,,s,, i =5,6,7 ndjdeme vo velkej tabul'ke pocetnosti, ¢im dostaneme systém

(=0,65)’a—0,65b+c =10
3,65%a+3,65b+c¢ =12
7.95%°a+7,95b+c =2

Jeho riesenim dostaneme priblizné hodnoty a = —0,3285, b =1,1567 ; odtial’ potom pre vybero-
vy modus dostadvame aproximativnu hodnotu x =1,76.

Y_LSZO:X | 2(=20)+2.(=19) =17 =16 +2.(=15) + 2.(~14) +3.(~13) +---+9+10 _

: —4.9.
5043 50
1 50
s= =3 ((x, - %)) = /65,385 ~8,115.
5093
Pre hl'adanu Pearsonovu mieru Sikmosti potom mame s, = XX Z49-L76 -0,82 < 0.

s 8l15
Z toho vyplyva, Ze dany vyber je podl'a tejto miery zoSikmeny doprava.
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Priklad 30. Nech medzi premennymi x,y je linearny vztah y = ax+b. Nech pre 10 hodnot

nezavisle premennej x sme namerali 10 hodnot zavisle premennej y podla nasledujicej
tabul’ky:

x | 10| 20| 3040 |50 |60 |70 | 80 |90 |100

1

y, | 19| 38 | 62| 75| 96 | 119|143 | 158 | 181 | 203

Na jej zaklade vypocitajte vyberovy koeficient korelacie r,,.
Riesenie. Vyberovy koeficient korelacie vypocitame podl'a vztahu

<$“wrﬂm—ﬂ)

Ty = 10 10 ’
\/1102((361 _)_C)z)\/ll()Z((yi _y)z)

i=1 i=1

kde

1 10 1 10
X=—)> X, y=—) X
=" T4

st vyberové priemery znakov X, Y. Po vy¢isleni vychadza r,, =0,999155579. To znamena,
ze medzi nameranymi hodnotami veli¢in X, ¥ je velka miera linearnej zévislosti, lebo r,, je

blizko jednotky. To, Ze vyberovy koeficient korelécie je v absolutnej hodnote rozny od jedne;j
signalizuje, Ze hodnoty y, boli namerané s urcitymi chybami.

Priklad 31. Nech medzi premennymi x,y je linearny vztah y = ax+b. Nech pre 10 hodnot

nezavisle premennej x sme namerali 10 hodndt zévisle premennej y podla nasledujuce;j
tabulky:

x | 10| 20| 30|40 |50 |60 |70 | 80 | 90 |100

1

v, | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200

Na jej zéklade vypocitajte vyberovy koeficient korelacie r,,.
RieSenie. Vyberovy koeficient korelacie vypocitame podl'a vztahu

]Lwa@m—ﬂ)

sl B -)

i=1 i=1

b

kde

1 10 . 1 10
— ) X, =—) X
=" YT04s

X =
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st vyberové priemery znakov X, Y. Po vycisleni vychadza r,, =1. To signalizuje, Ze medzi
nameranymi hodnotami veli¢in X, Y je presna linedrna zavislost, t.j. namerané hodnoty y, ve-
li¢iny Y nie st zat'azené chybami.

Priklad 32. Nech pre 5 hodn6t nezavisle premennej x sme namerali 5 hodnot zavisle pre-
mennej y podla nasledujucej tabul’ky:

x |-1{-2]0]1]|2

1

y 2] 1]-6[2]1

Na jej zaklade vypocitajte vyberovy koeficient korelacie ry, .
RiesSenie. Pretoze x = y =0, pre vyberovy koeficient korelacie dostavame

;Z((‘xi_‘)—c)(yi_y)) L (xiyi) 0

o \/;i(@ —f)z)\/;i((y,- ) \/ (x?)\/i(yf) iovis

i
i=l i=l1 i=1

=0.

1

To podla definicie znamena, Ze premenné X, Y st nekorelované.
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7 LINEARNY MODEL A METODA NAJMENSICH
STVORCOV

Priklad 33. Zavislost’ vysky y dietata od veku x je v obdobi piateho az desiateho roku line-
arnou funkciou. Odhadnite tato funkciu y(x) = S, + f,x metdodou najmensich Stvorcov, ak boli
namerané udaje

x [50155]60(65]70|75|801385]90]95/10,0

1

y, | 105 112 | 119 | 123 | 129 | 134 | 139 | 142 | 148 | 152 | 157

pri¢om hodnoty x, st v uvedené v rokoch a y, v centimetroch. Tiez odhadnite vysku dietata vo
veku 7,2 roku.

RieSenie. Nezname parametre £, £, ur¢ime ako rieSenia nasledujuceho normalneho systé-
mu rovnic

n

i=1
n

2

wa X;
i=1

i=1

n, in {ﬂl}: an‘,yi
% Zn‘,xiy,»

11 11 11 11
kde n=11 je podet merani, » x, =82,5, > x’ =646,25, >y, =1460, Y x,y,=11227,5. Po

i=1 i=1 i=1 i=1

1, 825 B [ 1460
82,5, 64625| B, | |11227,5(

ktory ma rieSenie Bl =56,97, ,Bz =10,08. Strieska nad symbolmi f,, S, znaci, Ze su to len

dosadeni dostaneme systém

odhady neznamych parametrov f,, £, , pricom tieto odhady sme ziskali metddou najmen-Sich
Stvorcov. Preto hl'adanti linedrnu funkciu odhadneme formulou

y(x) = f + fox = B, + Byx = 56,97 +10,08x.

Ak do posledného vztahu dosadime hodnotux = 7,2, po vyc¢isleni dostaneme y(7,2) =129,7.
Odtial’ odhadneme, Ze vyska dietata vo veku 7,2 roku bude asi 129,7 centimetra.

Priklad 34. Zavislost' dizky y kolajnice od teploty x je v rozsahu teplét —20°C az 50°C line-
arnou funkciou. Odhadnite tato funkciu y(x) = S, + f,x metdodou najmensich Stvorcov, ak boli

namerané udaje

kY 5 10 15 20 | 25 30 35 40
v, 1300,0{800,1 |800,2|800,3|800,5|800,6 |800,7 | 800,9
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Hodnoty x; st v uvedené v °C a y, v centimetroch. Odhadnite tieZ dizku kolajnice pri teplote —
10°C.

RieSenie. Nezname parametre 3, £, uréime ako rieSenia nasledujiiceho normalneho systé-
mu rovnic

n

no X H >

i=1 | =l
Sx, Y2 [A) 3y,
i=1 i=1 i=1

8 8 8 8
kde n =8 je poet merani, Y x, =180, > x’ =5100, >y, =6403,3, > x,y, =144101. Po do-

i=1 i=1 i=1 i=1

8, 180 | B | | 64033
180, 5100 g, | |144101
ktory ma rieSenie ,31 =799,841, Bz =0,0254. StrieSka nad symbolmi f,, £, znaci, Ze su to len
odhady neznamych parametrov f,, £, , pricom tieto odhady sme ziskali metodou naj-mensich

sadeni dostaneme systém

Stvorcov. Preto hl'adanti linedrnu funkciu odhadneme formulou
y(x)= B, + Box = B, + fox = 799,841+ 0,0254x.
Ak do nej dosadime hodnotux =—-10, po vycisleni dostaneme y(—10) = 799,587. Odtial’ od-

hadneme, Ze dizka kolajnice pri teplote —10°C bude asi 799,6 centimetra.

Priklad 35. Zavislost’ ro¢éného obchodného obratu y v $tate je linearnou funkciou priemernej
mzdy x za dany rok. Odhadnite tito funkciu y(x) = f, + B,x metddou najmensich Stvorcov, ak
boli namerané udaje

x [10,5|11,0(11,5(12,0|12,5/13,0(13,5|14,0

1

v, | 300|320 | 318|342 | 356 | 382 | 403 | 418

pricom hodnoty x; s v uvedené v tisicoch a y, v miliardach. TieZ odhadnite velkost’ ro¢ného
obchodného obratu pri priemernej mzde 16 tisic.

RieSenie. Nezname parametre £, £, ur¢ime ako rieSenia nasledujuceho normalneho systé-
mu rovnic

n n

2
in’ X
1

i=1 i=

, lexi |:ﬂ1j| ;yi
& Zn:xiy,» |
i=1
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8 8 8 8
kde n=8 je podet merani, Y x, =98, > x’ =2825375 >y =2839, > x,y,=37978,5. Po

i=1 i=1 i=1 i=1

dosadeni dostaneme systém
8, 98 Bl | 2839
98, 2825375 B,| |37978,5(

ktory ma rieSenie ,5’1 =—67,13, ﬁz =34,4. Strieska nad symbolmi f,, 5, znaci, ze su to len
odhady neznamych parametrov f,, f3,, pri¢om tieto odhady sme ziskali metddou naj-mensich
Stvorcov. Preto hl'adanti linedrnu funkciu odhadneme formulou

y(x)= B, + Byx = B, + fox = —67,13 +34,4x.

Ak do nej dosadime hodnotux =16, po vycisleni dostaneme y(16) = 484. Odtial odhadneme,
ze velkost roéného obchodného obratu pri priemernej mzde 16 tisic bude asi 484 miliard.

Priklad 36. Spotreba benzinu y je kvadraticky zavisla od okamzitej rychlosti x automobilu.
Odhadnite tato zavislost y(x) = B, + B,x + f,x* metédou najmensich $tvorcov, ak boli name-

rané udaje

x. |50 [55 |65 |75 |80 |90 [100

l

y, |48 (52159164179 110,0/124

Hodnoty x, st v uvedené v km/h a y, v litroch na 100 kilometrov. Tiez odhadnite spo-trebu
benzinu pri rychlosti 70 km/h.

RieSenie. Nezname parametre 3, f3,, S, ur¢ime ako rieSenia nasledujuceho normalneho sys-

tému rovnic

n n n

2
D YND AN D
i=1 i=1 ﬂl i

n n n

i=1
n
2 3 _
2% 25 x| A= | x|
i=1 i=l1 i=1
n n ﬂ3 n
2 3 4 2
PIETED I DI 2,
L i=I i=1 a L i=I B

8 8 8
kde n=7 je poSet merani priemernej spotreby, » x, =515, D x’ =39875, > x; = 3228875,

i=1 i=1 i=1

8 8 8 8
D x!=271461875, > y,=52,6, > x,y, =4161,5, > x'y, =344217,5. Po dosadeni dostane-
i=l i=l i=l i=1

me systém
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7, 515, 39875 A, 52,6
515, 39875, 3228875 | B, |=| 41615
39875, 3228875, 271146875 B, | |344217,5

5

ktory ma rieSenie ,31 =11,43, Bz =-0,27, ,33 =0,0028. StrieSka nad symbolmi S, f,, f;
znali, ze su to odhady nezndmych parametrov f,, 3,, f;, pricom tieto odhady sme ziskali
metodou najmensich Stvorcov. Odtiall potom hladant kvadraticki funkciu odhadneme

formulou

y(x)= B+ Box+ Bix’ = B+ Byx + Bix® =11,43 —0,27x + 0,0028x°.

Ak do nej dosadime hodnotu x =70, po vycisleni dostaneme y(70) = 6,3. Odtial’ odhadneme,
ze priemerna spotreba automobilu pri rychlosti 70 km/h je asi 6,3 litra na 100 kilometrov.
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8 METODA MAXIMALNEJ VIEROHODNOSTI
A MOMENTOVA METODA

Priklad 37. Na zaklade nahodného vyberu x,,...,x, z rozdelenia pravdepodobnosti s hustotou

f(x,a)= 2axe ™, x>0, f(x,a) =0, x <0, odhadnite neznamy kladny parameter « metdédou
maximalnej vierohodnosti.

RieSenie. Z nezapornosti funkcie f(x,a)na celom E, a z toho, ze

[" rerayde=|" odv+ [ 2axe ™" dx= limf-e| =1,

t—>0 =0

vyplyva, ze funkcia f(x,a)je hustotou nejakej nahodnej premennej X pre kazda pripustnu
hodnotu parametra a. Pre funkciu vierohodnosti, ktord je funkciou premennej a, plati

L@ =[ T/ (o) =] Tfoaxe ™ )= (za)"(ﬁxi)e‘“?* |

lebo o ¢islach x,,...,x, m6Zeme, vzhl'adom na tvar hustoty, bez Gjmy na vSeobecnosti predpo-
kladat, ze su kladné. Zlogaritmovanim funkcie L(a) dostaneme funkciu /(a), kde

l(a) =InL(a) =nIn(2a)+ Zh’l X, — az x7.
i=1 i=1

Nutna podmienka existencie extrému funkcie jednej premennej déva nasledujicu rovnicu
s neznamou a

dl(a) d < R B TR
0=——= In(2a)+ ) Inx, — S === °
i 3 (n (2a) ; X, aizl:xlj » ;xl

a

lebo x,,...,x, s vzhl'adom na premennt a konStanty. RieSenim poslednej rovnice dostdvame

1 n
T xi xl
nio i=1
Pretoze
d*((a) n n
2 |\ T2 = 7 <0,
da® ) _ a ), n

ix,z ﬁxlz n
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z toho vyplyva, ze funkcia /(a) nadobudne v bode a = svoje maximum. Preto ¢islo

n

2
2%

i=l1

a=— je hl'adanym odhadom neznameho parametra a ziskanym metdodou maximadlnej
2
xi
i=1
vierohodnosti.

Priklad 38. Na zaklade nahodného vyberu x,,...,x, z rozdelenia pravdepodobnosti s hustotou

f(x,a)=ax", x>1, f(x,a) =0, x <1, odhadnite neznamy kladny parameter a metédou ma-
ximalnej vierohodnosti.

RieSenie. Z nezapornosti funkcie f(x,a)na celom E, a z toho, ze

j:f(x:a)dx =jjw0M+Lmax*“*1dx — 1im[—x"’] 1,

—o x=1

vyplyva, ze funkcia f(x,a)je hustotou nejakej ndhodnej premennej X pre kazda pripustnu
hodnotu parametra a. Pre funkciu vierohodnosti, ktord je funkciou premennej a, plati

L(a) = f[f(xi,a) = ﬁ(axl.al)= a"(ﬁxi]_a_ ;

lebo o ¢islachx,,...,x, m6Zzeme, vzhl'adom na tvar hustoty, bez Gjmy na vSeobecnosti predpo-
kladat, Ze su vicsie ako jedna. Zlogaritmovanim funkcie L(a) dostaneme funkciu /(a), kde

l(a)=InL(a)=nlna—(a +l)lnll[xi.

i=1

Nutna podmienka existencie extrému funkcie jednej premennej déva nasledujicu rovnicu
s neznamou a

-4 _d [nlna—(a+l)lonl-J=2—1onn
i=1 a i=1

da E

lebo x,,...,x, s vzhl'adom na premennt a konStanty. RieSenim poslednej rovnice dostdvame

Pretoze
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z toho vyplyva, ze funkcia /(a) nadobudne v bode a = svoje maximum. Preto ¢islo

n

2
in

je hladanym odhadom nezndmeho parametra a ziskanym metdédou maximalnej

a=

n

InJTx,
i=1

vierohodnosti.

Priklad 39. Na zaklade nahodného vyberu x,,...,x, z rozdelenia pravdepodobnosti s hustotou
f(x,a)=ax"", xe <0; 1>, f(x,a)=0,xeE, — <0;1>, odhadnite neznamy kladny parameter a

momentovou metddou.

RieSenie. Z nezapornosti funkcie f(x,a)na celom E, a z toho, ze
[ raydr=[" odv+ [ ax"dx+ [ 0dv= ] =1
—o ’ —0 0 1 x=0

vyplyva, ze funkcia f(x,a)je hustotou nejakej ndhodnej premennej X pre kazda pripustnu
hodnotu parametra a. Pre hodnotu prvého pociatocného momentu v, mame

v=EX) = [ of(raydr=] 0de+ [ xax"d + [ 0dx = [ ax’ dv =

1
_[ a xaﬂ} _a _a+1—1_1_ 1
a+1

x:o_a+1_ a+l  a+l

Ked’ v poslednom vzt'ahu nahradime prvy pociatoény moment v, vyberovym pociatoénym

1 n
momentom m, (0) = —in a parameter @ symbolom a, dostaneme nasledujicu rovnicu s ne-
i=l

znamoua :
1
m(0)=1-——-.
a+l
1 n
0)  a&"
Jej rieSenim dostaneme a = m( =" = Cisloa je hl'adanym odhadom neznameho
1—-m,(0) l—l .
n<"'

parametra a ziskanym momentovou metodou.
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Priklad 40. Na zaklade nahodného vyberu x,,...,x, z rozdelenia pravdepodobnosti s hustotou

f(x,a)= Daxe ™ , x>0, f(x,a)=0, x <0, odhadnite nezndmy kladny parameter ¢ momen-
tovou metddou.

RieSenie. Z nezapornosti funkcie f(x,a)na celom E, a z toho, ze

[" reeaydv=]" odv+ [ 2axe ™ dv= lim[-e ], =1

[—0

vyplyva, ze funkcia f(x,a)je hustotou nejakej ndhodnej premennej X pre kazda pripustna
hodnotu parametra a. Pre hodnotu prvého pociatoéného momentu v, mame

vi=E(X)= J.i xf(x,a)dx = Jide + I: x2axe ™™ dx.

Na vypocet posledného integralu pouzijeme metddu per partes. Ak u=x, V' = 2axe ™, po-

_ax? . ’
tom u' =1, v=—e* . Odtial mame

J.: x2axe ™™ dx = [x(— e )Ij:o - I:— e dx = J:C e dx,

lebo (ked’ze a > 0) L'Hospitalovo pravidlo dava lim[x(— e )]= lim _f = lim—— =0.

xX—0 X—>0 eax xX—0 2axeax

Posledny integral rieSime substituciou s =+/2ax, ktord vzhladom na zndmy Laplaceov

(nevlastny) integral J:O e 2dx= \/% dava

o 5 1
J-Oe zdS:E %

v, = J.we’”zdx = !

0 \/Z

Ked’ v poslednom vzt'ahu nahradime prvy pociatoény moment v, vyberovym pociatoénym

1 n
momentom m, (0) = —in a parameter @ symbolom a, dostaneme nasledujicu rovnicu s nez-
i=1l

namoua :
l |z
m,(0)=—.|—.
(0 =24~
Jej rieSenim dostaneme a = dl > = i 5. Cisloa je hladanym odhadom nezna-
4(m,(0)) (1 2 j
4 —le.
niioy

meho parametra a ziskanym momentovou metddou.
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9 INTERVALY SPOLAHLIVOSTI

Priklad 41. Merali sme priemer va¢kového hriadel'a na n =100 suciastkach. Predpokladame,
ze priemer vackového hriadela je spojitd ndhodna premennéd s normalnym rozdelenim s ne-
znamymi parametrami z ac”. Uréte vietky intervaly spolahlivosti pre parametre 1,0,0” so
spolahlivostou 1—a = 0,95, ak x,,, = 8,45mm,s;,, = 1,24mm’.

Riesenie. Mame urcit’ celkovo 9 intervalov spol'ahlivosti; po tri pre kazdy z parametrov
1,0,0°. Podla prislusnych vzorcov dostavame:

al. Obojstranny interval spol’ahlivosti pre parameter .

Na jeho urcenie popri Cislachn, x

nd

. y . : o
s, potrebujeme este kvantil t-rozdelenia ¢+ 1[1—5}

Néjdeme ho v Statistickych tabulkach, odkial' dostaneme hodnotu té‘gv (0,975) =1,98. Preto

hl'adany interval ma tvar

X100 m > X100 m

= <8,45 - LH-LO8 11'3’98 8,454 L1 11'01’98> =(8,22; 8,67).

<— _ S0 't$(05975). ¥ 4 S0 't$(05975)> _

a2. Dolny (tiez pravostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .
Na jeho uréenie popri &islachn, X,, s, potrebujeme este kvantil ¢-rozdelenia ¢ 1(1 —a). N4aj-
deme ho v §tatistickych tabulkach, odkial’ dostaneme hodnotu £ (0,95) =1,66. Preto hl'adany

interval ma tvar

kv
<)_c100 — S oy 72) t_"l"o(g’%) ; ooJ = <8,45 L Lee 1_1 ;;)66 ; ooj = (8,27; ),

a3. Horny (tiez l'avostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .
Na jeho uréenie popri &islachn, X,, s, potrebujeme este kvantil ¢-rozdelenia ¢ 1(1_0‘)- N4j-
deme ho v Statistickych tabulkach, odkial’ dostaneme hodnotu £ (0,95) =1,66. Preto hladany

interval ma tvar

kv
(_OO . ﬂ> ( . &45+M> (s 8.63).

> oo J100 J100

b1. Obojstranny interval spol'ahlivosti pre parameter o.
Na jeho urcenie popri &islach n, X, s> potrebujeme eSte dva kvantily y°-rozdelenia

;(f’]iv[%j, ;(f”i”(l—%j. Najdeme ich v $tatistickych tabulkach, odkial' dostaneme hodnoty
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757(0,025)= 73,4, 75"(0,975)=128,4. Preto hladany interval ma tvar

(n=1)-s>  (n-1)-s2 991,24 99-1,24
" )= : =(0,95; 1,67).
< 72%(0,975) ;(j;?(o,ozs)> <128,4 73,4 > (095, 167)

b2. Dolny (tieZ pravostranny) interval spol'ahlivosti pre parameter o”.

Na jeho ur&enie popri &islach n, X,, s, potrebujeme este kvantil y*-rozdelenia ;(f’_';v(l —a).

Né4jdeme ho v Statistickych tabulkdch, odkiall dostaneme nasledujicu hodnotu
2kv

Yoo (0,95)=123,2. Preto hl'adany interval ma tvar

(n—1)-s’ 99.1,24
——— ;0 | = ; 00 | =(0,996; ).
< 721(0,95) OOJ <123,2 ooj < )

b3. Horny (tiez l'avostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .

Na jeho uréenie popri &islach n, X, s, potrebujeme eSte kvantil y*-rozdelenia ;(z’kv(a).

n—1

Néjdeme ho v $tatistickych tabulkach, odkial’ dostaneme, Ze y," (0,05) = 77,0. Preto hladany

interval ma tvar
2
0 D (0, 2124 0 59),
725(0,05) 77,0

n—1

Ostavajuce tri intervaly spol'ahlivosti pre parameter o ziskame odmocnenim ¢iselnych hodnot
v prislugnych intervaloch spolahlivosti pre parameter . Vychddza tak

c1. Obojstranny interval spolahlivosti pre parameter o.

2 2
N B B A e R AT
72(0,975)"\ x24(0,025) 128,4 73,4

c2. Dolny (tiez pravostranny) interval spolahlivosti pre parameter o.

(n—1)-s> 99-1,24
A0 | = 0 |=(0,998; o),
<\/ ;(j;fV(o,95)’OO] <\/ 1232 ’OOJ (0.998; o)

¢3. Horny (tiez l'avostranny) interval spolahlivosti pre parameter o.

| (m=Desp \ 99124\
<o, /—Zj;{w(o,os)>_<0’ | 70 >—<0, 1,26).
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Priklad 42. Spojita ndhodna premenna ma normalne rozdelenie s neznamymi parametrami
1 ac”. Namerali sme hodnoty tejto nahodnej premennej a zapisali do nasledujuce;j tabul’ky

x |9)11(12|14]15/16|17|18|20|21

1

p 1|23 (4]7]5]4|3]2]1

kde x, st namerané hodnoty a p,ich absolutne pocetnosti.

RieSenie. Najprv uréime nezname hodnoty n,x,, s, a s.. Po kratSom vypodte vychadza

n=32,x,=1534,s,=2,719 a 3322 =7,394.Podobne ako v predchadzajucom priklade po-
tom uréime hl'adanych 9 intervalov spol’ahlivosti pre u,o,0°.
al. Obojstranny interval spol'ahlivosti pre parameter .

. . . o _ . y . : a
Na jeho uréenie popri ¢&islach n, X,, s, potrebujeme eSte kvantil ¢-rozdelenia ¢ 1(1—3)

N4jdeme ho v Statistickych tabulkach, odkial’ dostaneme hodnotu #;(0,975) = 2,04. Preto

o Sn851(0975) | sy £7(0975)\ _
32 \/3_2 > 732 \/3_2

~(1534- 2110203 4554, 2719 204} (14,36;16,32).
657 657

9 2

a2. Dolny (tiez pravostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .
Na jeho uréenie popri &islachn, X,, s, potrebujeme este kvantil ¢-rozdelenia l(1 —a). N4j-
deme ho v Statistickych tabulkach, odkial’ dostaneme hodnotu £ (0,95) =1,70. Preto hl'adany

interval ma tvar
kv
<)_c32 S0 1 0%), ooJ = <15,34 _2T9-LT0, oo] = (8,27; ),

J32 5,657

a3. Horny (tiez l'avostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .

Na jeho uréenie popri &islach n, X,, s, potrebujeme este kvantil z-rozdelenia ¢ (1 —a). N4j-

n—1
deme ho v Statistickych tabul’kach, odkial’ dostaneme hodnotu £ (0,95) =1,70. Preto hladany
interval ma tvar
kv
[ 00; X. +M> = {— ;15,34 +&517’70> =(~ 03 16,16).

T A \/ﬁ

2

b1. Obojstranny interval spol'ahlivosti pre parameter o”.
Na jeho uréenie popri ¢&islach n, X, s’ potrebujeme eite dva kvantily z°-rozdelenia

>"n>  n

o [%j, o (1—%). Najdeme ich v $tatistickych tabulkach, odkial dostaneme hodnoty
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;(fl’kv(0,025) =175, ;(321"(”(0,975) =48,2. Preto hl'adany interval ma tvar

<(n—1)-sj C(n=1)-s2 >_<31-7,394_31-7,394

- =(4,75;13,10).
72%(0,975)” x2(0,025) 482 175 > (4,75, 13,10)

b2. Dolny (tieZ pravostranny) interval spol'ahlivosti pre parameter o,

Na jeho uréenie popri ¢islach #n, X 2k

s, potrebujeme eite kvantil y”-rozdelenia y>*'(1-a).

Néjdeme ho v Statistickych tabulkach, odkial' dostaneme nasledujucu hodnotu kvantilu
721(0,95) = 45,0. Preto hladany interval ma tvar

(n=1)-5> 31.7,394
=D, 237398 ) 5.00; o)
<;(5;fV(o,95)’°O) < 45,0 ’OOJ (509 )

b3. Horny (tiez 'avostranny) interval spol’ahlivosti pre parameter .
s, potrebujeme este kvantil y?-rozdelenia y>(a).

n—1

Na jeho uréenie popri Cislach n, x

no
2 kv

N4jdeme ho v Statistickych tabulkach, odkial’ dostaneme, Zze y;," (0,05) =19,3. Preto hl'adany

interval ma tvar
2
0; —(’Zkl) )0, 2T =(0; 11,88).
725(0,05) 19,3

n—1

Ostavajuce tri intervaly spol'ahlivosti pre parameter o ziskame odmocnenim ¢iselnych hodnot
v prisluinych intervaloch spolahlivosti pre parameter . Vychddza tak

c1. Obojstranny interval spolahlivosti pre parameter o.

2 2
oDt s (PETPR, PLTDR_ (518 3.62).
72(0,975)"\ x2¥(0,025) 482 17,5

c2. Dolny (tiez pravostranny) interval spolahlivosti pre parameter o.

(n—1)-s> 317,394
n_. — . — 2 26 ]
e

¢3. Horny (tiez l'avostranny) interval spolahlivosti pre parameter o.

(n—1)-s> 31-7,394
0; /— = (0; 20220~ (0; 3,45),
< zj;?(o,05)> < 19,3 > < )
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10 TESTOVANIE HYPOTEZ

Priklad 43. Vysku dievcat vo veku 9,5 az 10 rokov mozno povazovat’ za normalne rozdelenu
nahodnt premennt X. Nech celoStatny priemer vysky dievcat je 1, =131 cm.V okrese Liptov-
sky Mikuld§ sme nahodne vybrali 20 dievéat v danom veku a odmerali ich vySku. Dostali sme
tak nasledujuce hodnoty x; v centimetroch, pri¢om p, su absolitne pocetnosti tychto hodnét:

x (1241126 (127|128 129130 131|133 |136

1

p,l 13 ]6]4]1 1 1 1 1

Na hladine a =0,05 otestujte, i je priemerna vyska dievcat v danom veku v okrese Liptov-
sky Mikulas takd istd ako celoStatny priemer. Ak nie je, zistite, ¢i je menSia alebo vacsia.

RiesSenie. a) Najprv otestujeme, ¢i je priemerna vyska diev¢at v danom veku v okrese Lip-
tovsky Mikulas také istd ako celoStatny priemer. Matematicky to znamend, Ze mame otesto-
vat dvojicu hypotéz H,: u=131>xH,: u#131. Ak je vyska dievcat v okrese Liptovsky Mi-
kulas taka istd ako celoStatny priemer, znamena to platnost’ nulovej hypotézy H,: u=131.Ak
to tak nie je, znamena to platnost’ alternativnej hypotézy H, : u #131. Teraz zostrojime kritic-
ku oblast’ W pre test tejto dvojice hypotéz. Plati, ze

X,, —131
W= {(xl,...,xzo) e R® :M@ > z{‘g(O,975)}

S0

V naom pripade X,, =128,3cm, s,, = 2,754cm, 3 (0,975) = 2,09. Z toho vyplyva, Ze plati

X, —131 128,3-131
|x20 |\/% _ Qm =4,38>2,09 =£(0,975).
Sy 2,754

Preto (x,,...,x,)=(124,126,126,126,127, ...,133,136) e W. Z toho vyplyva, Ze zamietame
hypotézu H,, : 4 =131 a prijimame hypotézu H, : u #131, ¢o slovne formulujeme nasledov-

ne: Bolo Statisticky preukazané, Ze priemerna vyska dievéat vo veku 9,5 az 10 rokov v okrese
Liptovsky Mikulas je ind ako celoStdtny priemer.

b) Pretoze 128,3 <131, budeme testovat’, ¢i priemerna vyska dievcat vo veku 9,5 az 10 rokov
v okrese Liptovsky Mikuld$ je menSia ako celoStatny priemer. Matematicky to znamena, Ze
mame otestovat’ dvojicu hypotéz H,: =131 H,: u<131. Ak je vySka dievCat v okrese

Liptovsky Mikulas taka ista ako celoStatny priemer, znamena to platnost’ nulovej hypotézy
H,: pu=131.Ak to tak nie je, znamena to platnost’ alternativnej hypotézy H, :u #131. Teraz

zostrojime kriticku oblast’ W pre test tejto dvojice hypotéz. Plati, Ze

S0

W= {(xl,...,xzo) iy PE= il LT —t{;”(O,%)}.
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V nasom pripade ¢ (0,95) =1,73. Z toho vyplyva, Ze plati

Yy ~131 5 _ %\/z_ = 438 < 1,73 = —1"(0,95).

S0 5

Preto (x,,...,x,)=(124,126,126,126,127, ...,133,136) e W. Z toho vyplyva, Ze zamietame
hypotézu H,: u =131 a prijimame hypotézu H,: u <131, ¢o slovne formulujeme nasledov-

ne: Bolo Statisticky preukazané, Ze priemerna vyska dievéat vo veku 9,5 az 10 rokov v okrese
Liptovsky Mikulas je mensia ako celostatny priemer.

Priklad 44. V petrochemickej firme sa plni motorovy olej do litrovych nadob. Plniaca linka
je nastavend spravne, ak plni olej do nadob na priemernt hodnotu g, =1 liter s odchylkou

o, <0,01litra. Na hladine a = 0,05 otestujte, €1 je plniaca linka nastavend spravne vzhl'adom

na hodnoty ,, o,, ak sme namerali nasledujtce udaje

x. 10,9610,97/0,9810,99|1,00(1,02|1,05

1

p,| 1| 12]65 |8 1] 2 1

pricom hodnoty x,; s namerané v litroch (s presnostou na dve desatinné miesta) a p, st abso-
latne pocetnosti tychto hodnot.

RieSenie. a) Najprv otestujeme, ¢i je plniaca linka nastavena spravne vzhladom na
priemerné mnozstvo oleja v nadobach. Matematicky to znamend, Zze mame otestovat’ dvojicu
hypot¢z H,:u=1 > H, :u#1. Ak je plniaca linka nastavend spravne vzhladom na

priemerné mnoZstvo oleja v naddobach, znamena to platnost’ nulovej hypotézy H,: u=1.Ak

to tak nie je, znamena to platnost’ alternativnej hypotézy H, : i #1. Teraz zostrojime kritickt
oblast’ W pre test tejto dvojice hypotéz. Plati, ze

X0 — 1
W= {(xl,. X)) € R :M\/IOO > t§;(0,975)}.

S100

V naSom pripade x,,, = 0,9831 litra, s,, = 0,012 litra, t;‘; (0,975) =1,98. Z toho vyplyva, ze plati

X —1 0,9831-1
|x100 | 100 = ’00—12|4/100 =14,08 > 1,98 = t;‘;(O,975).

S100 )
Preto (x,,...,x,5,) =(0,96; 0,97; 0,97; 0,97; ...; 1,02; 1,05) e W. Z toho vyplyva, Ze zamietame

hypotézu H,:u =1 a prijimame hypotézu H,:pu #1, ¢o slovne formulujeme nasledovne:

Bolo Statisticky preukdazane, zZe plniaca linka neplni olej do nadob na deklarovanu priemernu
hodnotu 1 liter.

b) Ukézali sme, ze plniaca linka neplni olej do nadob na deklarovanti priemerni hodnotu 1

liter. Z hladiska spravcu plniacej linky to znamena, Ze musi zaistit’ jej opravu. Z hl'adiska spo-
trebitel’a je vSak dolezité, ¢i ho firma neokrada, t.j. ¢i nedava do nadob priemerne menej oleja
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ako deklaruje. Pretoze 0,9831<1, kontrolor zastupujici zaujmy verejnosti bude testovat,, ¢i
plniaca linka plni olej do nadob na mensiu hodnotu ako deklarovany 1 liter alebo nie. Mate-
maticky to znamend, ze bude testovat’ dvojicu hypotéz H,:u=1 =< H,:u<l. Ak je

priemerné mnoZzstvo oleja v nddobach rovné 1 liter, znamena to platnost’ nulovej hypotézy
H,:u=1.Ak to tak nie je, znamena to platnost’ alternativnej hypotézy H,:u<1. Teraz

zostrojime kriticku oblast’ W pre test tejto dvojice hypotéz. Plati, Ze

W= {(xl,. e Xi0) € R' :M«/IOO < —t§;(0,95)}

S100

V naSom pripade #;(0,95) =1,67. Z toho vyplyva, Ze plati

X0 —1 10 :%4/10 =-14,08 < -1,67 = —5,(0,95).

S100 5

Preto (x,,...,x,,)=(124,126,126,126,127,...,133,136) e W. Z toho vyplyva, Ze zamietame
hypotézu H,:u =1a prijimame hypotézu H,:u <1, €o slovne formulujeme nasledovne:

Bolo statisticky preukdzané, zZe petrochemicka firma plni olej do nadob na priemernu hodnotu
mensiu ako deklarovany 1 liter. To znamend, Ze firma okrdda spotrebitel'a a preto dostane
primeranu pokutu.

¢) Nakoniec otestujeme, Ci plniaca linka neprekracuje povolent hodnotu rozptylu priemer-
né¢ho mnozstva oleja v nddobach. Matematicky to znamend, ze mame otestovat’ dvojicu hypo-
téz H,:0=0,01 < H,:0>0,01.Ak je plniaca linka nastavena spravne vzhl'adom na rozptyl,
znamena to platnost’ nulovej hypotézy H,:o =0,01.Ak to tak nie je, znamena to platnost’
alternativnej hypotézy H, : o > 0,01. Teraz zostrojime kriticka oblast’ I pre test tejto dvojice
hypotéz. Plati, ze

2
W= {(xl,. cXiy) € R™: 93 Osllgo _2 (?’(;)(;):1144 ~142,56>1232 = Z;§”(0,975)}.

V nasom pripade s,,, = 0,012 litra, 75" (0,95) =123,2. Z toho vyplyva, Ze plati

2
99 5y 99-0.000144 _ 14 5621232 = 22(0,975).
0.01 0,0001

Preto (x,,...,%,4,) =(0,96; 0,97; 0,97; 0,97, ...; 1,02; 1,05) € W. Z toho vyplyva, Ze zamietame
hypotézu H,:o0 =0,01 a prijimame hypotézu H,:o > 0,01, ¢o slovne formulujeme nasle-

dovne: Bolo statisticky preukdzané, ze plniaca linka plni olej do ndadob s vicssim rozptylom,
ako je povolena hodnota 0,01 litra. To znamend, Ze firma dostane pokutu aj za prekrocenie
povolenej hodnoty rozptylu.
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Priklad 45. V sktisobni sa porovnavali pneumatiky firmy X a firmy Y. Skiimala sa vyska
dezénu v milimetroch po najazdeni 50 000 kilometrov. Kazdéa firma dodala po 10 pneumatik.
Vyska dezénu je v nasledujtcej tabulke

X|2,4(3,8|1,5/2,812,4(3,5|2,4|2,8[2,7[2,2
Y|3,112,912,913,4]2,8[2,5[3,4[3,0[2,9[3,2

V prvom riadku st vysky dezénov x, typu pneumatik od firmy X a v druhom riadku su vysky
dezénov y, typu pneumatik od firmy Y. Na hladine a =0,05 otestujte, ¢i st obidva druhy
pneumatik rovnako kvalitné.

Riesenie. Obidva druhy pneumatik st rovnako kvalitné, ak priemerna vyska dezénu po
najazdeni 50 000 kilometrov je u oboch typov rovnaka. Alebo, ¢o je to isté, priemerna
hodnota rozdielov z, = x;, — y; je rovna nule. Ak tieto rozdiely zapiSeme do tabulky, dostane-

me s ohl'adom na ich znamienka

1 Z]-0,7

0,9

“14

—0,6

0,4

1,0

-1,0

—0,2

—0,2|-1,0

To, Ze obidva druhy pneumatik st rovnako kvalitné, matematicky znamend, Ze mame otes-
tovat’ dvojicu hypotéz H: u=0 > H,: u# 0. Ak su obidva typy pneumatik rovnako kvalit-

né, znamend to platnost’ nulovej hypotézy H,: u =0.Ak to tak nie je, znamena to platnost’

alternativnej hypotézy H,: u #0. Teraz zostrojime kritickii oblast’ W pre test tejto dvojice
hypotéz. Plati, ze

z,—1
W= {(xl,. .,X,) € RY :M\/ﬁ > t;”(o,975)}.

S0

V naSom pripade z,, = -0,36 mm, s,, = 0,786 mm, £,"(0,975) = 2,26. Z toho vyplyva, Ze plati

210 —0) J10 = %\/ﬁ =1,45 < 2,26 = 12°(0,975).

Sto 5

Preto (z,,...,z,,)=(-0,7; 0,9; —=1,4; - 0,6; ...; —0,2; —1,0) ¢ W. Z toho vyplyva, Ze zamietame
alternativnu hypotézu H, : u # 0 a prijimame nulovl hypotézu H,: u =0, ¢o slovne formu-

lujeme nasledovne: Bolo statisticky preukdzané, Ze obidva typy pneumatik su rovnako kva-
litné,; vzniknuté rozdiely mozno pripisat’ nahodnym vplyvom. Zaverom vypocitajme eSte prie-
merné vysky dezénov X,,, y,, oboch druhov pneumatik. Po prisluSnom vypocte vychadzaji
hodnoty X, =2,65mm, y,, =3,0lmm. Z toho, ze X,, < y,,by sa dalo usudzovat, Ze typ X je

menej kvalitny ako typ Y. Test ukazal, Ze to tak nie je.
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11 PLANOVANIE EXPERIMENTU

Priklad 46. Uvazujme funkciu dvoch premennych f(x,y)=x" + y° +xy. Stanovte vyraz

k
ZW kde d* f(a,b,x,y) je k-ty diferencial funkcie dvoch premennych, pricom
k=0

a) (a,b)=(0,0),b) (a,0) =(2,3), ¢) (a,b) = (=L1).
RieSenie. Vzorce pre k-ty diferencial su nasledovné:

d’f(a,b,x,y) = f(a.b),
d'f(a,b,x,y)=df (a,b,x,y) = fi(a,b)(x—a) + f}(a,b) (y - ),
d*f(a,b,x,y) = fi(a,b)- (x—a) + 2, (a,b)(x —a) (y = D) + £ (a,b)- (y = b)’,
&*f(a,b,x,y) = fll.(a,b)- (x—a)’ +3 ;7 (a.b)(x—a)’ (y—b) +
+3 o (@.b)(x —a)(y=b)’ + f} (a,b)(y ~b)’,

kde napr. " (a,b) znaéi parcialnu derivaciu treticho radu podl'a premennych x, y v pocitant

xxy

v bode (a,b);podobny vyznam majl ostatné symboly. Po prislusnom vypocte dostavame

fl(a,b)=3a"+ b, f,(a,b) =2b+a, f.(a,b) = 6a,= f, (a,b) =1, f] (a,b) =0,
fo(a,b) =6, f7 (a,b)= [, (a,b)= [} (a,b) =0.

a) Ak v predchéadzajucich vzorcoch dosadime (a,b) =(0,0), dostaneme

d’£(0,0,x,y) =0,
d'f(0,0,x,y) =0,
d’£(0,0,x,y) =2xy +2y°,
d’ £(0,0,x, y) = 6x°.

3 k
Odtial’ Z—d f(Ol,{('),x,y) =x+ y2 + xy.
k=0 :

b) Ak v predchadzajicich vzorcoch dosadime (a,b) = (2,3), dostaneme

d’£(2,3,x,y) =23,
dlf(2,3,x,y) =15(x-2)+8(y—3),
dzf(2,3,x,y) =12(x— 2)2 +2(x-2)(y-3)+2(y— 3)2,
d’£(2,3,x,7) =6(x-2)’.

Odtial

idkf(z 35Y) 31506 —2) 4 8(y—3)+ 6(x —2)° + (x—2)(y—3) + (x=2) +(x—2)’.

k=0
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¢) Ak v predchéadzajucich vzorcoch dosadime (a,b) = (—1,1), dostaneme

d’f(=L1Lx,y)=—1,
d' f(-LLx,y)=4(x+1)+1(y 1),
d’f(-L1Lx,y)=—6(x +1)* +2(x + )(y =) + 2(y = 1)°,
&’ F(=1Lx,y)=6(x+1)°.

Odtial

idkf( LX) o 4 D+ (=D =3+ 1P + (et D= 1) + (=P + (e 1.

k=0

Priklad 47. Uvazujme funkciu dvoch premennych f(x, y) = e” sin y. Najdite nasledujice vy-

11
d*£] 0,0,
3, d* £(0,0, x, : ( 10° 10]
razy: a)Z%, b) z T
k=0 : k=0 :

. ¢) Na kalkulacke vypocitajte hodnotu

1 1 , 7 (0’0’110’110J
a porovnajte ju s hodnotou vyrazu )
/ (10 10) poroviiarte] Y kz(; !

Riesenie. a) Po prislusnom vypocte dostavame

1:(0,0) =0, £1(0,0) =1, £1(0,0) = 0, /1(0,0) = 1, /77,(0,0) =0,
Jola,b) =0, 15, (a,b) =1, /7, (a,b) =0, f 11, (a,0) = —1.

3 k 2 3
Odtial Z—d /(0.0,x,y) :y+xy+u—y—

P k! 2 6

b) Ak v predchddzajicom vzorci dosadime (x, y) = (%,%) , dostaneme

1 1
d*£10,0,—,—
i f( ) 510710J:L+ 1 N 1 _ 1

par k! 10 100 2000 6000

~0,110333333.

1
¢) Pomocou kalkulacky dostdvame f (LO %) =ell sin% ~0,110332988. Porovnanim pos-

lednych dvoch desatinnych c¢isel vidime, Ze sa zhoduji az na 5 desatinnych miest. To zname-
na, ze Taylorov polyném funkcie dvoch premennych mozno pouzit’ na priblizny vypocet
funkénych hodnét funkcie dvoch premennych.
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Priklad 48. Nech funkcia f'(x,,x,)zavisi od dvoch faktorov x,,x,, pricom o tychto faktoroch
vieme, Zex, € <0,20>, X, € <O,30>. Na zéaklade tychto skuto¢nosti naplanujte experiment typu

a) 22,b) 3%, ¢c) 4~

RieSenie. Naplanovanie experimentu spociva v uréeni mnoziny M bodov (x,,x,), v ktorych
potom vykondvame meranie funkénych hodnot funkcie f(x,,x,).

a) Experiment typu2’znamena, ze meranie uskutoéiiujeme v krajnych bodoch dvojrozmer-
ného intervalu

(0,20)x(0,30) = {(x,,x,) € R* : 3, €(0,20), x, € (0,30)}
To znamena, 7e mnoZina M ma tvar
M ={(x,x,) e R*:x, € M,, x, € M, }, kde M, = {0,20}, M, = {0,30},
Po dosadeni vychadza M = {(0,0),(20,0),(0,30),(20,30)}.

b) Experiment typu 3°znamen4, Ze meranie uskuto¢iiujeme v krajnych a stredovych bodoch
dvojrozmerného intervalu

(0,20)%(0,30) = {(x,,x,) € R* : 3, €(0,20), x, € (0,30)}
To znamend, 7 mnoZina M ma tvar
M ={(x,,x,) € R :x, € M,, x, € M, }, kde M, = {0,10,20}, M, =1{0,15,30}
Vychadza M = {(0,0),(10,0),(20,0),(0,15),(10,15),(20,15),(0,30),(10,30),(20,30)}.

¢) Pre experiment typu 4”to znamena, Ze meranie uskuto¢iiujeme v 4’ =16 bodoch dvojroz-
merného intervalu

(0,20)x(0,30) = {(x,,x,) € R* : x;, €(0,20), x, € (0,30)}
To znamena, Ze mnozina M ma tvar

M ={(x.x,) e R* :x, € M,, x, € M, }, kde M, = {0,?,?,20}, M, ={0,10,20,30}.

Po dosadeni vychadza
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M = {(0,0), (?,OJ, (? ,Oj, (20,0),(0,10), (? )1 Oj, (?,1 0), (20,10),

(0,20),(?,20),(?,20), (20,20), (0,30),(?,30),(?,30), (20,30)}.

Priklad 49. Nech funkcia f(x,,x,,x,) zavisi od troch faktorov x,,x,, x, pricom o tychto fakto-
roch vieme, Ze x, € (~10,20), x,  (—20,30), x,  (10,40). Na zaklade tohto naplanujte experi-
ment typu 2°.

RieSenie. Naplanovanie experimentu spo¢iva v ur¢eni mnoziny M bodov (x,,x,,x;), v kto-
rych potom vykondvame meranie funkénych hodnét funkcie f(x,,x,,x;). Experiment ty-

pu2®znamend, e meranie uskutoéfiujeme v krajnych bodoch trojrozmerného intervalu
(~10,20)x (~20,30)x (10,40) = {(x,,x,,x,) € R® : x, € (~10,20), x, & (~20,30), x, < (10,40)}.
To znamend, 7e mnoZina M mé tvar M ={(x,.x,,x,) € R*:x, € M,, x, € M,, x, € M}, kde
M, ={-10,20}, M, = {~ 20,30}, M, = {10,40}.

Po dosadeni vychadza

M =1{(~10,-20,10),(~10,-20,40),(~10,30,10),(~10,30,40),
(20,-20,10),(20,-20,40),(20,30,10),(20,30,40) .

Priklad 50. Nech x e <1 0,50>. Zaved’'me novl premenna ¢ pomocou linearnej transformacie

_x—s 10+50 50-10

t=

, kde s

=30 je stred intervalu <10,50> al=

=20 je jeho polovic-

na diZka. Presvedéte sa, Ze transformacia ¢ zobrazi interval <10,50> na interval <— 1,1).

RiesSenie. Linearna transforméacia ma tvar

t_x—s ~x—=30
20

NS

x—30

Pretoze na intervale <10,50> plati % :% >0, z toho vyplyva, ze funkcia ¢ = je na

tomto intervale rastica. Preto sa interval <10,50> zobrazi na interval <t(10),t(50)>. Ale

((10) = 102—030 — 1, 1(50)= 50-30 _

1,

odkial’ tvrdenie prikladu bezprostredne vyplyva. Poznamenavame, Ze toto tvrdenie tiez vyply-
va z prislusnej vety z prednasky. Ktorej ?
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12 REGRESNA FUNKCIA A TRANSFORMOVANA
REGRESNA FUNKCIA

Priklad 51. Uvazujme experiment typu 2°, pri¢omx, € <10;80>, X, € <30;60>. Regresna fun-

kcia je linedrneho typu, priCom v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 2 merania, ¢im sme
ziskali nasledujice hodnoty:

»=/010,30)=5, y,=/(10,60)=9, y;=/(80,30)=2, y,=/(80,60)=5,
¥, =£(10,30)=7, y,=/(10,60)=8, y, =f(80,30)=3, y,=f(80,60)=4.

Odhadnite 5 -koeficienty transformovanej regresnej funkcie linearneho typu fT (t,,t,) meto-

dou najmensich Stvorcov. Tiez stanovte [ -koeficienty pdvodnej regresnej funkcie linearneho

typu £ (%, %,).

Riesenie. Transformovana regresna funkcia linearneho typu ma tvar:
fT (1,1,) = 50 + Bltl + I;ztz + [;12t1t2'

Transformované namerané hodnoty su:

y1=fT(—1,—1)=5, y3=fT(_1’1)=9’ y5=fT(1>_1)=2’ y7=fT(1’1):55
y2=fT(_1’_1)=7’ y4=fT(_1a1)=8> y():fT(l’_l)=3’ y8=fT(1a1)=4'

Na vypocet b -koeficientov budeme potrebovat’ transformovana maticu planu X a vektor me-

rani Y . Vektor parametrov b potom ur¢ime zo vztahu

1
mk"

b=

XY,

kde X’} znamena transponovant maticu planu X; . Pretoze k =m =n =2, dostavame
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o
7

b, 11 1 1 1 1 11]}9

l;:iflzlx,TY:12—1—1—1—11111.8:
b, k" 222 -1 -1 1 1 -1 -11 1[|2
by 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1]|3
5

4

5+7+9+8+2+3+5+4 437 [4387 [5375]
1| =5-7-9-8+2+3+5+4| 1 |-15| |-15/8] |-1875
T8 |-5-7+9+8-2-3+5+4| 8| 9 | | 9/8 | | L125 |
547-9-8-2-3+5+4 ~1] | -1/8] |[-0125

Stipce matice X/ maju v prvom riadku ¢&islo 1, v druhom riadku hodnotu premenne;j ¢, v tre-
tom riadku hodnotu premennej #, a v Stvrtom riadku hodnotu stcinu #¢,.Pretoze sme v
kazdom zo 4 bodov vykonali po 2 merania, si prve dva stipce rovnaké, druhé dva s:tipce
rovnaké, tretie dva stlpce rovnaké a tiez Stvrté dva stlpce rovnaké. Do prV}'{ch dvoch stlpcov
sme dosadili bod (—1,—1), ¢o znamena ¢, =—1, t, = -1, do druhych dvoch stlpcov bod (-1, 1),
¢o znamena ¢, =—1,¢, =1, do tretich dvoch stipcov bod (1, —1), ¢o znamend ¢ =1,¢,=-1 a
do stvrtych dvoch stipcov bod (1, 1), o znamena ¢, =1, ¢, =1. Z vypogitanej hodnoty vektora

b dostavame hl'adani transformovanu regresnt funkciu linearneho typu
£ (t,,t,) = by + b, +byt, +btt, =5375 1,875t +1,125¢, — 0,1251,1,.
Na jej zdklade potom stanovime pdvodnu regresnt funkciu linedrneho typu f(xl,xz) , kde

S(x,x,) = By + Bix, + Box, + Boxx,
takto:

Pretoze premenné ¢,, ¢, sme ziskali z premennych x,, x, pomocou linearnych transforméacii

X, =5

tl = —_ R t2 =
2’2

9

kdes, =45 je stred intervalu <10;80>, ¢islo A4, =35 je polovicna dizka intervalu <1 0;80>; po-
dobne s, =45 je stred intervalu<30; 60>, gislo 1, =15 je poloviéna dizka intervalu <30; 60>.

Preto
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2 X =8 X, — -45 x,-45)
f(xl’xz)_fr( /1| ’ lz ] fT( ’ 15 j_

—45 — 45 —45 x,-45

5,375- 1875 1125 —0125
35 15

Odtial’ po roznasobeni a uprave dostavame

Ty = 5375418752 11252 01252285 [1875. L L0105 LB, &
35 15 35 15 35 35 15

-1125- £+0125 1% x, + —0,125-L-L XX, ®
15 15 35 35 15

~ 3,9285714+0,0642857x, —3,3642857x, —0,0002381x,x,.

Priklad 52. Uvazujme experiment typu2’, pri¢om X, € <10;80>, X, € <30;60>, X, € <30;60>.

Regresnd funkcia je linearneho typu, pricom v kazdom z 8 bodov sme vykonali po 1 merani,
¢im sme ziskali nasledujtce transformované hodnoty:

n=rEL-L-D) =2, yo=f(0,-L-1) =4,
»,=f0=L D=4, yo=f(0-1 1)=5,
=t (=L L,=-D)=7, y,=f.(1, L-1)=3,
y4:fT(_1= 1: 1):4: y8:fT(1: 19 1):2

Odhadnite b -koeficienty transformovanej regresnej funkcie linearneho typu fT (t,,t,,t;) me-

todou najmensich Stvorcov.

Riesenie. Transformovana regresna funkcia linearneho typu ma tvar:
fT (tl ’t2 ’t3) = bO + bltl + bZtZ + b3t3 + b12t1t2 + bl3tlt3 + b23t2t3 + b123t1t2t3'

Na vypocet b -koeficientov budeme potrebovat’ transformovant maticu planu X a vektor me-

rani Y . Vektor parametrov b potom ur¢ime zo vztahu

b=
mkﬂ

X.Y,

kde X', znamena transponovanu maticu planu X, . Pretoze m =1, k =2, n =3, dostavame
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b, 1 1 1 1 1 1 1 1]]2
b, -1 -1 -1 -1 1 1 1 1]|4
b, -1 -1 1 1 -1 -1 1 1{]|7
. §3 _ 1’X,TY= 13_—1 Io-1 1 -1 1 —1 1|4
b, | mk" .22 11 1 -1 -1 -1 -1 1 1||4
by 1 -1 1 -1 -1 1 -11}]]5
b,, I -1 -1 1 1 -1 -1 1[|3
by | -1 1 1 -1 1 -1 -1 1|2

[31] [31/8] [ 3,875 ]
-3| |-3/8| |-0375

1| | ys | | o2
1 [=1| |-y8] |-0125
T8 -9| |-98| | -L125 |
1| | ys | | o125

3 3/8 0,375
-5| [-5/8] [-0,625

Stipce matice X/ maju v prvom riadku ¢&islo 1, v druhom riadku hodnotu premenne;j ¢, v tre-
tom riadku hodnotu hodnotu premennej ¢, , v Stvrtom riadku hodnotu premennej ¢,, v piatom
riadku hodnotu suc¢inu #t,, v Siestom stc€inu #t,, v siedmom sucinu t,¢, a v 6smom hodnotu
stéinu #t,t,. Pretoze sme v kazdom z 8 bodov vykonali po 1 merani, je kazdy stipec iny. Do
prvého stipca sme dosadili bod (-1,—1,-1), ¢o znamend ¢, =-1,¢, =-1,¢, =—1, do druhého
bod (-1,—-1, 1), ¢o znamend ¢, =—1,¢t, =—1,¢ =1, atd’. az do 6smeho sme dosadili posledny
bod (I,1,1), o znamend ¢ =1,¢, =1,¢,=1. Z vypocitanej hodnoty vektora b dostdvame

nakoniec hl'adant transformovanu regresnu funkciu linedrneho typu
fT (tl > t2’ t}) = bO + bltl + b2t2 + b3t3 + b12t1t2 + b13t1t3 + b23t2t3 + b123t1t2t3 =

=3,875—-0,3751, +0,125¢, — 0,125¢, —1,125¢,, + 0,125, + 0,3750,t, — 0,6251, 1.t
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13 VYHODNOCOVANIE EXPERIMENTU

Priklad 53. Uvazujme experiment typu 2°, kde regresna funkcia je linedrneho typu, pri¢om
v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 2 merania. Ziskali sme tak nasledujtice udaje, ktoré po
vykonani prislusnej linearnej transformacie 7, kde

X =8

AT 4

T:t =
maju tvar:

ylsz(_la_l)z?” y3=fT(_1a1)=7’ y5=fT(1’_1)=_2’ y7=f7(1,1)=2,
y2=fT(_1’_1)=5> y4=fT(_lal)=5’ yﬁsz(la_1)=_4’ y8=fT(1>1)=4-

Vyhodnot'me tento experiment na hladine o =0,1.
RieSenie. Transformovana regresna funkcia linearneho typu ma tvar:
Jr(t,t,) = by + bt + byt, + byt

Na vypocet b -koeficientov budeme potrebovat’ transformovant maticu planu X a vektor me-

rani Y . Vektor parametrov b potom ur¢ime zo vztahu

1
mk"

b= X.Y,

kde X’} znamena transponovant maticu planu X; . Pretoze k =m =n =2, dostavame

3
5
by 11 1 1 1 1 11]|7
B:§:1X;Y:%_—1—1—1—11 Lorafs |
b, | mk" 222 |1 -1 1 1 -1 -1 1 1|[-2
b,, 1 1 -1 -1 -1 -111]|-4
2
4
345+7+5-2-4+2+4 207 [2087 [25]
1 |-3-5-7-5-2—4+2+4| 1 |-20| [-20/8| |-2,5
T8 |-3-5+7+542+4+2+4| 8| 16| | 16/8 | | 2
345-7-5+2+4+2+4 8 8/8 1

Stipce matice X/, majti v prvom riadku &islo 1, v druhom riadku hodnotu premennej ¢,, v tre-
tom riadku hodnotu premennej ¢, a v Stvrtom riadku hodnotu sucinu #¢,.PretoZze sme v
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kazdom zo 4 bodov vykonali po 2 merania, si prve dva stipce rovnaké, druhé dva sﬂpce
rovnaké, tretie dva stlpce rovnaké, a tiez Stvrté dva stlpce rovnaké. Do prV}:/ch dvoch stlpcov
sme dosadili bod (-1,—1), ¢o znamena ¢, =—1, ¢, =—1, do druhych dvoch stlpcov bod (-1, 1),
¢o znamena ¢, =—1,¢, =1, do tretich dvoch stipcov bod (1, —1), ¢o znamend ¢, =14, =-1 a
do stvrtych dvoch stipcov bod (1, 1), &o znamena ¢, =1, ¢, = 1. Z vypoéitanej hodnoty vektora

b dostavame hl'adant transformovant regresnii funkciu linearneho typu
Fo(tyst,) = by +bit, +byt, + byt t, =2,5-2,5 +2t, + 11,1,

alebo priamo koeficienty b, = 2,5, b, = -2,5, b, =2, b, =1.

Vyhodnotenie experimentu vykoname otestovanim vplyvu jednotlivych faktorov na hod-
notu transformovanej regresnej funkcie /;T (t,,t,) . Aby sme tak urobili, vypocitame najprv tzv.
vyrovnané hodnoty y, nameranych hodnot y,, pri¢om

== (L) =25-25(=-)+2(=-D+1(-D (=D =4,
V=Y, = fr(L) =25=-25D) +2(D) + 1(=D(D) =6,
Vs =Ye = fr(L,=1)=2,5-25() +2(=-D +1(1)(-1) = -3,
Vy=y=frLD=25-251)+2(1)+1(1)(1) =3.

Na ich zéklade vypoc¢itame veli¢inu R}, kde

mk"

R=Y|0-5)]=6-47+G-47 +(7-6) +5-6)'+

i=1

+(-2+43)" +(-4+3)’+(2-3)’ +(4-3)* =8.

Vplyv spolo¢ného pdsobenia faktorov ¢, ¢, na hodnotu transformovanej regresnej fun-
kcie fT (t,,t,) zistime testovanim dvojice hypotéz H,:b, =0 > H, :b, #0. Kriticka oblast’
tl, t("” (1-2), kde

W tohto testu skonStruujeme pomocou veli¢in mi)2?

I 3

a t(";_l)zz (1-2) =1y, ,(1=%)=1"(0,95) = 2,77 je kvantil r-rozdelenia. Pretoze [i| < 1;"(0,95),

namerané hodnoty nepadntl do kritickej oblasti W, a preto prijimame hypotézu H,:b, =0,

¢o slovne formulujeme tak, ze bolo Statisticky preukdazané, Ze spolocné pdsobenie
faktorovt,, t, na hodnotu regresnej funkcie ma zanedbatelny vplyv.

Vplyv samostatného posobenia faktora 7, na hodnotu transformovanej regresnej funkcie
fT(tl,tz) zistime testovanim dvojice hypotéz H,:b, =03 H, :b #0. Kritickli oblast W
it (1-%), kde

tohto testu skonStruujeme pomocou veli¢in (m_1)2?
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|- \51 k'm(m—=1) |-2,5-2%-y2-1
JR: V8
a ty,  (1-2) =1y, ,(1-%) =1,"(0,95) = 2,77 je kvantil t-rozdelenia. Pretoze |t|>7;"(0,95),

namerané hodnoty padnu do kritickej oblasti W, a preto prijimame hypotézu H, :b, #0 , ¢o

slovne formulujeme tak, ze bolo Statisticky preukdzané, Ze samostatné posobenie faktora t,
md na hodnotu regresnej funkcie podstatny vplyv.

Vplyv samostatného posobenia faktora ¢, na hodnotu transformovanej regresnej funkcie
£, (t,,t,) zistime testovanim dvojice hypotéz H,:b, =03 H, :b, #0. Kritickii oblast W

w M b4 kv o
tohto testu skonstruujeme pomocou veli¢in ¢, L (1-%), kde

2

k" \Jm(m—1) ~ |2|.22 A2 ~
JR: V8
a ty,  (1-2) =17, ,(1-%) =1,"(0,95) = 2,77 je kvantil t-rozdelenia. Pretoze |t|>7;"(0,95),

namerané hodnoty padnl do kritickej oblasti ¥, a preto prijimame hypotézu H,:b, #0 , ¢o

=

slovne formulujeme tak, ze bolo Statisticky preukdzané, Ze samostatné posobenie faktora t,
md na hodnotu regresnej funkcie podstatny vplyv.

Priklad 54. Uvazujme experiment typu 2°, kde regresna funkcia je linearneho typu, pri¢om
v kazdom zo 4 bodov sme vykonali po 3 merania. Ziskali sme tak nasledujuce udaje, ktoré po
vykonani prislusnej linearnej transformacie 7, kde

X =8 { _X% T8
) 2

T:t=
p 4

maju tvar:

n=rfEL-D=3 y,=f(-LD=4, y,=f0-D=7, y,=f1D)=-2,
v, =fi(CL=-)=4, y,=f,(-L1)=8, y,=/f1-1D=9, y,=71(11)=0,
vs=fr(L=1)=5, y,=fr(-LD)=12, y,=fr(L-1)=11, y,=f(1)=2.

Na hladine o =0,05 vyhodnotme vplyv samostatného posobenia faktora # na hodnotu re-
gresnej funkcie.

Riesenie. Na vypocet b -koeficientov regresnej funkcie (ktord ma ten isty tvar ako v minulej
1

ulohe) opét’ pouzijeme vztah p -~
mk”"

x.y, kde v naSom pripade k =n =2, m=3.Preto
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o ~ N b~ W

111 1 1 1 1 1 1 111 5,25
b 1 -1 -1 -1 -1-1-1 1 1 1 111 ‘ 12 _ -0,75
3.2 /-1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1111 7 -1,25(
!1 1.1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 111 9 -3,25
11
-2
0

Odtial l;l =—0,75. Pre vyrovnané hodnoty y, nameranych hodnét y, potom mame

V=9, =0 = fr(-1,-1)=525-0,75(-1) - 1,25(-1) - 3,25(- 1) (-1) = 4,
Yo=Y =5 = f(-L1)=525-0,75(-1)-1,25(1) - 3,25(-1)(1) =38,
¥, =Y =5y = f;(1,-1)=5,25-0,75(1) = 1,25(-1) - 3,25 (1) (-1) =9,

Yio = Vi = Vi = fr (L) =5,25-0,75(1) = 1,25(1) = 3,25 (1) (1) = 0.

Na ich zéklade vypocitame velicinu R;, kde

mk"

R=3l0 -5 ]=6-47 +@-47 + -4 + (48 +8-8)" +

i=1

+(12-8) +(7=9) +(9=9)* + (11=9)* + (-2 =0+ 0* +(2— 0)* = 50.

Vplyv samostatného posobenia faktora ¢, na hodnotu transformovanej regresnej funkcie
f(t,,1,) zistime testovanim dvojice hypotéz H,:b =03 H, :b #0. Kriticka oblast W

tohto testu skonsStruujeme pomocou veli¢in [f|, t(k:, 2 (1-%), kde

\51 K'm(m=1) |-0,75-2% -4/3-2
1= N3 = Teo =1,039
0

a ty, (1-9) =tify,(1-22) =17 (0,975) = 2,75 je kvantil t-rozdelenia. Kedze || <z (0,975),
namerané hodnoty nepadnu do kritickej oblasti W, a preto prijimame hypotézu H,:b, =0, ¢o

slovne formulujeme tak, ze bolo Statisticky preukdzané, ze samostatné posobenie faktora t,
ma na hodnotu regresnej funkcie zanedbatelny vplyv.
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